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öchon  seit  längerer  Zeit  «’iird  der  Mangel  eines  Lehrbuches 
der  sphärischen  Astronomie , wie  der  Stand  der  neueren 
Wissenschaft  es  verlangt,  schmerzlich  empfunden.  Die  In- 
strume’>e,  die  Art  sie  zu  behandeln,  die  Probleme  die  mau 
sich  stellt,  die  Methoden  nach  welchen  man  sie  zu  lösen  sich 
bestrebt,  sind  säinmtlich  von  denen  der  früheren  Zeit  so 
gänzlich  verschieden,  dafs  man  das  fiir  seine  Zeit  und  für 
die  Geschichte  der  Astronomie  hochwichtige  vortreffliche 
Lehrbuch  der  Astronomie  von  Lalande,  nicht  mehr  fiir  ein 
Lehrbuch  unserer  Zeit  ansehen  kiuin,  und  die  neuerdings  er- 
schienenen Lehrbücher  von  Piazzi,  Santini,  Bohnenberger, 
Littrow  und  Andern  mehr,  so  vorzüglich  sie,  von  dem  Stand- 
punkte auf  den  ihre  Verfasser  sich  stellten  aus  betrachtet, 
auch  sein  mögen,  geben  doch  theils  für  den  Zweck  der  sphä- 
rischen -Vstronomie  zu  viel,  indem  sie  die  ganze  Astronomie 
umfasssen,  theils  zu  wenig,  indem  sic  gerade  da,  wo  beson- 
dere der,  welcher  auf  das  Selbststudium  angewiesen  ist,  eine 
Aufklärung  wünscht,  oder  die  Mittel  kennen  lernen  will,  wie 
man  etwas  gefunden,  nur  historisch  oder  auf  erzählende  Weise 
das  Resultat  anführen.  Aufserdeni  sind,  wenngleich  Bohnen- 
berger’s  Astronomie  für  seine  Zeit  musterhaft  in  der  Angabe 
der  genauesten  Zahlenbcstiinmungen  ist,  so  viele  neue  Be- 
stimmungen in  unserer  Zeit  gemacht  worden,  dafs  man  fast 


Digitized  by  Google 


V 


bei  allen  W'erken,  wclehc  diesen  (i'eircnstand  behandeln,  Den 
weleher  sie  benutzen  will,  darauf  nufmerksiun  zu  inaehen  {^e- 
nütliigt  ist,  dafs  er  (ur  den  wirklicbeii  (iebrauch  naeh  den 
neuesten  Angaben  sieh  jedesmal  nnisehen  müsse.  Unsere 
neuere  sphärisehe  Astronomie  war  bi.slier  im  Grunde  nur  aus  dem 
Studium  der  Zeitschriften,  von  der  monatliehen  Coirespondenz 
an  bis  zu  den  iistronomisehen  Naehrichten,  und  aus  den  Ein- 
leitungen zu  den  Dcobaehtungs- Werken,  besonders  den  Kö- 
nigsbergem  zu  erlernen,  und  wenn  auch  Der,  welcher  die 
schöne  Bliithenzeit  der  Astronomie  seit  dem  Beginne  dieses 
tiahrhiinderts  wenigstens  zum  gröfseren  Theilc  mit  durch  ge- 
lebt hatte,  wufste  wo  er  über  die  einzelnen  Abschnitte  etwas 
finden  werde,  so  ward  doch  eben  deshalb  dem  neu  Eintre- 
tenden der  Zugang  sehr  erschwert. 

Das  Bedürfnifs  eines  astronomi.sehen  Lehrbuchs  bildete 
fast  immer,  seit  ich  das  Glück  hatte  mit  Bcssel  persönlich 
bekannt  zu  werden,  den  Gegenstand  unseres  Gespräches,  und 
sehr  dringend  bat  ich  ihn  zu  wiederholten  Malen  er  möge 
die  Lücke  ausfüllcn.  Wenngleich  er  Irühcr  wenigstens  es 
nicht  ganz  ablehntc,  so  w ar  doch  später,  bei  den  überhäuften 
Arbeiten,  durch  welche  er  alle  Tbeile  der  Astronomie  so  un- 
endlich bereichert  hat,  au  die  Auslührung  nicht  zu  denken 
und  in  der  That  würde  Bessel , wenn  er  es  sich  vorgesetzt 
hätte,  gewifs  ein  Werk  ftir  unsere  Zeit,  wie  das  Lalandeschc. 
für  das  vorige  Jahrhundert,  an  Vollständigkeit  und  Gründ- 
lichkeit mit  der  ihm  eigenen  Eleganz  geliefert  haben,  aber 
fast  glaube  ich,  dafs  er  das  Bedürfnifs  der  Lernenden,  die 
sich  den  Eintritt  in  die  Wissenschaft  erst  erwerben  wollen, 
und  daher  die  einzelnen  Untersuchungen  nur  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  der  Erschöpfung  des  Gegenstandes  fortge- 
fiihrt  zu  sehen  wünschen,  nicht  so  vollständig  befriedigt  ha- 
ben als  sie  erwartet  hätten.  Er  würde  ihnen  zu  viel  geboten 
haben.  Für  ein  Lehrbuch  in  diesem  Sinne  eignet  sich  als 
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Verfasser  weit  mehr  ein  jüngerer  Mann,  dem  es  noch  vorschwebt, 
welche  Hülfsmittel  zu  entbehren  ihm  am  schmerzlichsten  war, 
und  der  sich  auf  das  beschränkt,  was  ihm  als  das  dem  Stand- 
punkte der  Eintretenden  in  die  Wissenschaft  Jkngeinessenste, 
noch  in  lebhafter  Erinnerung  ist. 

Am  schmerzlichsten  mufstc  Der  den  Mangel  eines  Lehr- 
buches empfinden,  der  wie  ich  seit  länger  als  zwanzig  Jahren 
es  mir  zur  Pflicht  gemacht  hatte,  jährlich  in  einem  Semester 
Vorlesungen  über  sphärische  AstrniKimie  hielt,  nicht  in 
der  Absicht  die  Wissenschaft  in  gröfseren  Kreisen  zu  ver- 
breiten, sondern  mit  dem  Wimsche  nacb  und  nach  einige 
jüngere  Kräfte  ihr  zu  gewinnen , welche  nicht  blofs  die 
äufscre  Annehmlichkeit  der  Hekanntscliaft  mit  den  Himmels- 
erscheinungeii  durch  Henutzung  der  gröfseren  Instrumente 
zu  geniefsen  hofften , als  vielmehr  auch  mit  den  eigentlichen 
Arbeiten  sich  bekannt  zu  machen  und  daran  Theil  zu  neh- 
men, Neigung  hätten;  Arbeiten,  welche  diese  W’'issenschaft 
vermöge  ihrer  Verbindting  der  Praxis  mit  der  Theorie  mehr 
wie  manche  andere  ausziilühren  genöthigt  ist,  wenn  sie  den 
eingenommenen  Standpunkt  behaupten  will,  llci  der  Kürze 
eines  Semesters,  bei  der  häufig  nicht  grofsen  Vorbereitung 
in  den  Hülfswisscnschaften,  bei  der  Unbekanntschaft  mit  den 
Instrumenten  und  ihrem  Gebrauch,  bei  der  kaum  zu  vermei- 
denden Unsicherheit  von  meiner  Seite,  welche  der  vielen 
verschiedenen  Theilc  dem  kleinen  Ki-eisc  gerade  am  meisten 
Interesse  einflöfsen  W'ürde,  war  es  immer  unmöglich  .auch 
nur  einige  Vollständigkeit  zu  erzielen,  und  indem  ich  in  dem 
einen  Semester,  bald  das  Fernrohr,  bald  die  Correctionen  der 
Refraction,  Aberration  und  Parallaxe,  bald  die  Ilcobachtungcn 
an  den  Meridianinstrumenten,  oder  mit  dem  Spiegelsextanten, 
bald  die  nautischen  Probleme  mehr  hervorhob,  fühlte  ich 
doch  immer,  dafs  den  Theilnehmern  mehr  Einzelnheiten  als 
ein  geschlossenes  Ganze  geboten  ward.  Ein  einigermafsen 
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vollstiindiges  Lehrbuch  würde  diesen  Mangel  an  Hefriedigung 
beseitigt  haben,  da  es  bei  kürzerer  Erw'ähnung  wichtigerer 
Thcile  möglich  gewesen  wäre,  darauf  zu  verweisen,  während 
es  jetzt  nicht  verlangt  werden  konnte,  dafs  aus  den  einzelnen 
Abhandlungen  die  Lücken  ergänzt  werden  sollten. 

Ungeachtet  dieser  von  mir  sehr  ollen  eingestandenen 
Ijückenhaftigkcit  des  V'ertragcs,  wie  sie  kaum  bei  dem 
Rcichthum  des  Gegenstandes  zu  vermeiden  war,  ist  cs  mir 
durch  die  eigenthümlichen  Verhältnisse  von  Berlin  doch  fast 
Jedes  Jahr  gelungen,  einen  oder  den  andern  Theilnehnier  an 
den  Vorlesungen  zu  kürzerer  oder  längerer  BcschäHigung 
mit  der  Wissenschaft  der  Astronomie  zu  gewinnen  und  zu 
manchen  zum  Theil  sehr  gelungenen  Arbeiten  zu  veranlassen. 
Vielleicht  ist  eine  Ursache  dic.scs  Erfolges,  welcher  mir  die 
nicht  angenehme  Empfindung  erträglich  machte,  von  dem 
grofsen  Ganzen  immer  nur  Bruchstücke  zu  geben,  darin  zu 
suchen , dafs  wie  mein  Wunsch  bei  detn  eigenen  Studium 
immer  dahin  geht , nicht  blofs  Sachen  in  das  Gedächtnifs 
aufzunehmen,  sondern  lieber  einen  einzelnen  Theil  mir  wo 
möglich  ganz  anzucignen  und  die  Fonn  zu  suchen,  unter 
welcher  er  mir  mit  meinem  Idecngaiigc  am  besten  in  Ein- 
klang zu  bringen  ist,  ohne  dabei  diese  Form  als  die  absolut 
beste  anzuschen,  sondern  nur  als  die  welche  meiner  Indi- 
vidualität am  besten  entspricht:  so  auch  bei  denen  welche 
mir  näher  bekannt  werden,  mein  Streben  immer  dtdiin  ge- 
richtet ist,  ihrer  selbstständigen  Entwickelung  nicht  hinderlich 
zu  werden.  Es  gab  selbst  Zeiten  wo  ein  liesondcrs  thätiger 
Wetteifer  bei  meinen  jüngeren  Freunden,  ein  sehr  erfreuliches 
Leben  auf  der  Sternwarte  hervorrief,  und  zu  einer  dieser 
Zeiten  rechne  ich  auch  die  Periode,  in  welcher  der  Verfasser 
dieses  Werkes,  in  Verbindung  mit  dem  jetzigen  Observator 
auf  der  Leipziger  Sternwarte  Herrn  d’Arrest,  aus  eigenem 
freiem  Antriebe  längere  Zeit  hindurch  an  den  Arbeiten  auf 
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der  SternwaHe  einen  lebhaften  Anthcil  nahm  und  durcli  un- 
mittelbare Anwendung  mit  den  verschiedenen  Theilen  der 
Astronomie  sich  bekannt  machte. 

Die  Erwähnung  dieser  Veranlassung  zu  der  Bekanntschaft 
mit  dem  Verfasser  dieses  Werkes  habe  ich  für  nöthig  gehalten, 
um  die  Worte,  welche  er  in  seiner  Vorrede  über  die  Be- 
nutzung meiner  Vorlesungen  äufsert,  in  ihrem  wahren  Sinne 
er.scheinen  zu  lassen.  So  viel  ich  aus  dem  Buche  zu  meiner 
grofsen  Freude  ersehen  habe,  hat  der  Verfasser  ühcrull  sich 
bemüht,  die  verschiedenen  Theile  selbständig  zu  bearbeiten. 
Sind  ihm  dabei  hin  und  wieder  die  Gesichtspunkte,  aus  wel- 
chen ich  einzelne  Abschnitte  zu  betrachten  pflegte,  als  die 
ihm  ansprechendsten  erschienen,  so  ist  dabei  von  meiner  Seite 
SU  wenig  daran  zu  denken,  ihm  auch  nur  im  mindesteu  die 
eigene  Bearbeitung  .streitig  zu  machen,  als  ich  ihm  auch  nicht 
den  leisesten  Vorwurf  machen  dürfte,  wenn  er  in  andern  Ab- 
schnitten, und  bei  weitem  den  meisten,  seinen  eigenen  Weg 
verfolgt  hat,  verschieden  von  dem  meinigen.  Der  Verfasser 
eines  Werkes  dieser  Art,  bei  dem  die  Auswahl  des  ihm  als 
des  vorzüglichsten  erscheinenden  Weges  die  Hauptsache  ist, 
(etwas  ganz  Neues  wird  man  bei  einem  solchen  I.iehrbuche 
gewifs  nicht  erwarten,  wohl  aber  eigenes  Nachdenken  im  An- 
ordnen und  Auswahlen  fordern)  soll  die  ganze  Verantwortung 
tragen,  dafür  aber  auch  die  Belohnung,  wenn  sein  Streben 
sich  als  erfolgreich  beweist,  eben  so  ungetheilt  in  Anspruch 
nehmen. 

Es  ist  liier  nicht  der  Ort,  über  das  Ganze  oder  Ein- 
zelne ein  Urtheil  zu  fällen,  wozu  auch  die  Kürze  der  Zeit, 
in  welcher  mir  die  Druckbogen  mitgetheilt  wurden,  mich 
nicht  berechtigen  würde.  So  wie  ich  indessen  mit  lebhafter 
Freude  die  erste  Nachricht  aufnahm,  dafs  der  Verfasser  seine 
astronomische  Miifsc  in  Bilk  zu  der  Ausarbeitung  dieses 
I>ehrbuehes  verwandt  habe,  so  möchte  ich  auch  es  als  ein 
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günstigem  Zeichen  ftir  die  wiadenschattlichc  Ivichtung  in  un- 
8crm  Vaterlaiule  anschcn,  wenn  neben  den  vielen  populären 
Schriften  über  Astronomie,  auch  dieses  Buch,  wclclies  die 
ernstere  Theilnahmc  an  dieser  \Vissen8chaft  in  Anspruch 
nimmt,  die  Anerkennung  finden  sollte,  welche  den  Verfasser  er- 
muthigen  könnte  auf  dem  begonnenen  Pfade  mit  Freudigkeit 
fortzuschreiten. 

Berlin,  im  Xovember  IH.’il. 

.1.  F.  Encke. 
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D ie  Horauegiibe  eines  Lelirliuchs  <ler  sj>lmrischcn  Astronomie 
bedarf  wohl  liauin  einer  Rechtfertigung,  da  die  vorhandenen 
älteren  Werke  über  diesen  Thcil  der  Astronomie,  wenn  auch 
zu  ihrer  Zeit  zum  Thcil  vortrefflich,  nicht  mehr  dem  gegen- 
wärtigen Standpuncte  der  Wissenschaft  imtsprechen.  In 
neuester  Zeit  wurde  zwar  durch  das  Erscheinen  von  Sawitsch’s 
trefnichcr  practischcr  Astronomie  diese  lange  gefühlte  Lücke 
in  der  astronomisclien  Littcratiir  zum  Theil  ausgcfVdlt;  immer 
fehlte  es  aber  noch  an  einem  Ivehrbuche,  in  welchem  alle 
Hauptprobleme  der  sphärischen  Astronomie  behandelt  wurden 
und  woraus  namentlich  Diejenigen,  welche  sich  einem  gründ- 
lichen Studium  dieser  Wissenschaft  widmen  wollen,  die  ver- 
schiedenen Methoden  kennen  lernten,  deren  man  sich  jetzt 
bedient,  um  die  oft  schwierige  Lösung  der  verschiedenen 
Probleme  in  einer  eleganten  und  ftir  die  Anwendung  beque- 
men Weise  möglich  zu  machen.  Der  Verfasser  hofft  durch 
die  Heraustrabc  des  vorliegenden  Lehrbuchs  diesem  Bedürf- 
nisse  einigermaafsen  entsprochen  zu  haben.  Man  wird  in  dem- 
selben keines  der  Hauptprobleme  der  sphärischen  Astronomie 
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vcnnisiien  und  durch  dus  Studimu  desselben  die  Mittel  finden, 
auch  solche  Aulgaben,  welche  grade  nicht  in  demselben  be- 
handelt sind,  mit  Leichtigkeit  selbst  aufzulösen.  Da  dus  liuch 
hauptsächlich  für  den  Selbstunterricht  bestimmt  ist,  so  hat 
sich  der  V'erfosscr  bemüht,  alle  Probleme  möglichst  deutlich 
zu  behandeln  und  nirgends  eine  Schwierigkeit  übrig  zu  las- 
sen; daher  sind  an  einzelnen  Stellen  auch  rein  mathematische 
Entwickelungen  eingeschaltet,  die  man  in  den  gewöhnlichen 
mathematischen  Lehrbüchern  wenigstens  nicht  in  der  Weise, 
als  es  grade  hier  nöthig  war,  vorfindet.  Aus  demselben 
Grunde  wurde  in  der  Einleitung  eine  Ableitung  der  sphärisch- 
trigonometrischen  Formeln  und  der  Interpolationsformcln  ge- 
geben, weil  später  grade  auf  diese  am  häufigsten  hingewiesen 
werden  mufstc.  Sehr  gern  wäre  hier  auch  eine  Darstellung 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgenommen  worden, 
um  auf  diese  Weise  in  der  Einleitung  alles  beisammen  zu 
haben,  was  später  häufiger  Anwendung  findet,  wenn  nicht 
dadurch  die  Einleitung  selbst  über  Gebühr  verlängert  wor- 
den wäre.  Der  Verfasser  hat  sich  darauf  beschränken  müs- 
sen, dioBC  Methode  da  wo  dieselbe  Anwendung  findet,  kurz 
zu  erwähnen. 

Im  Ganzen  ist  in  der  Darstellung  eine  synthetische  Me- 
thode befolgt  und  der  Stoft  möglichst  systematisch  geordnet 
worden,  thcils  um  so  wenig  als  möglich  im  Vortrage  einer 
Materie  auf  später  \’orkommendcs  hinweisen  zu  müssen, 
thcils  um  für  den  Lernenden  das  -\ufsuchen  der  einzelnen 
Probleme  in  dem  Buche  zu  erleichtern.  Der  Verfasser  hofft, 
dafs  die  hiernach  gewählte  Aufeinanderfolge  der  einzelnen 
Materien  nicht  unpassend  sein  wird.  Etwas  abweichend  von 
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früheren  Daretcllungen  hat  sich  der  Verfasser  hei  der  Aul- 
stellung der  (irundgleichungen  der  Problcine  nicht  wie  ge- 
wöhnlich der  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie,  sondern 
fast  durchgängig  der  Transformation  der  Coordinaten  bedient, 
um  der  lästigen  Betraehtung  einzelner  Fälle  je  nach  den 
verschiedenen  Werthen,  welche  die  Winkel  eines  Dreiecks 
in  verschiedenen  Lagen  haben  können,  überhoben  zu  sein.' 
Für  Diejenigen,  bei  welchen  diese  Art  der  Darstellung  weni- 
ger Beifall  finden  dürfte,  ist  indessen  fast  immer  auf  die 
Herleitung  der  Formeln  aus  den  sphärischen  Dreiecken  hin- 
gewiesen,  überdies  auch  in  der  Einleitung  der  Zusammenhang 
zwischen  den  sphärisch-trigonometrischen  Formeln  und  den 
Formeln  fiir  die  Transformation  der  Coordinaten  gegeben 
worden. 

Was  die  .Ausarbeitung  dieses  Lehrbuchs  besonders  er- 
leichterte, war  der  Umstand,  dals  der  Verfasser  das  Glück 
gehabt  hatte,  die  A’orlesungen  seines  hochverehrten  Lehrers, 
des  Herrn  Professor  Encke,  grade  über  den  vorliegenden 
Gegenstand  zu  hören  und  die  ^Anordnung  des  Ganzen  sowie 
die  Art  und  VN’eisc  der  Entwickelung  der  einzelnen  Probleme 
ist  auch  einigermaafsen  derjenigen  ähnlich,  welche  von  Herrn 
Professor  Encke  in  seinen  Vorlesungen  pflegte  beobachtet  zu 
werden.  Indefs  ist  diese  Aehnlichkeit  nur  ganz  im  Allge- 
meinen zu  verstehen,  da  die  hier  gewählte  streng  systemati- 
sche Form  einen  sehr  abweichenden  Gang  in  der  Darstellung 
des  Ganzen  bedingte  und  auch  vielfach  bei  einzelnen  Pro- 
blemen ein  andrer  Weg  eingeschlagen  werden  mufste,  wie 
er  grade  für  die  hier  gewählte  Behandlung  des  Gegenstandes 
angemessen  schien. 
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Von  SchriUeii,  welclie  der  Verfasser  bei  der  Bearbeitung^ 
des  Buciies  benutzt  hat,  sind  besonders  die  von  Bessel  zu 
nennen,  namentlich  dessen  „Astronomische  Untersuchungen 
II  Bde.  Königsberg  1841  und  42“,  die  Tabulae  Kegiomon- 
tanae,  sowie  verschiedene  Aufsätze  von  demselben  in  v.  Zach’s 
monatlicher  Corresjiondenz  uml  in  den  astronomischen  Nach- 
richten. Ebenso  wurden  verschiedene  Aufsätze  von  Herrn 
Gcheimrath  Guufs,  Herrn  Hofrath  Hansen  und  Herrn  l’ro- 
fcssor  Enke  thcils  in  den  genannten  Zeitsclirilien,  theils  auch 
von  dem  Letzteren  in  den  Anhängen  zu  den  astronomischen 
Jahrbüchern  benutzt.  In  den  meisten  Fällen  sind  übrigens  die 
Quellen  beiden  einzelnen  Abschnitten  noch  be.sonders  aiilgcfiihrt. 

Die  Correctur  des  Buches  ist  hauptsächlich  von  Herrn 
Vogel  in  Berlin  besorgt  und  dem  N’erfasser  wegen  der  Ent- 
fernung des  Druckorts  nur  eine  einzige  gestattet  gewesen. 
Herr  \'ogi‘l  hat  eine  besondre  Sorgfalt  auf  die  C'orreetheit 
der  Kormeln  verwandt,  sodafs  diese  wenig  zu  wünschen  übrig 
läfst,  dagegen  sind  im  Texte  auf  den  ersten  Bogen  verschie- 
dene, leicht  in  die  Augen  fidlemle  Druckfehler  stehen  geblie- 
ben, die  der  Verfasser  zu  entschuldigen  bittet.  Auf  den 
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Der  Verfasser  empfiehlt  das  vorliegende  \^  erk  dem  nach- 
sichtigen Urtheile  der  Astronomen.  Es  sollte  ihn  unendlich 
freuen,  wenn  dasselbe  seinem  Zwecke  cinigcrmiuifsen  entspre- 
chend befunden  und  dadurch  das  Studium  der  sphärischen 
Astronomie  erleichtert  würde. 

Bilk  im  November  18,51. 

Iler  Vprfasser. 
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EINLEITUNG. 


A.  Die  Transformation  der  Coordinaten.  Die  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie. 

1.  In  der  sphärischen  Astronomie  betrachtet  man  die 
Orter  der  Gestirne  an  der  scheinbaren  Himmelskugel,  indem 
man  dieselben  vermittelst  sphärischer  Coordinaten  auf  ge- 
wisse gröfste  Kreise  der  Himmclskugel  bezieht  und  die  Re- 
lationen- zwischen  den  auf  verschiedene  gröfste  Kreise 
bezogenen  Coordinaten  aufsucht.  Statt  durch  die  sphärischen 
Coordinaten  kann  man  den  Ort  eines  Gestirns  auch  durcli 
Polarcoordinaten  im  Raume  angeben,  nämlieh  dureh  die  Win- 
kel welche  die  von  ihm  nach  dem  Mittelpunkte  der  schein- 
baren Himraelskugel  gezogenen  geraden  Linien  mit  gewissen 
Ebenen  bilden  und  durch  die  Entfernung  von  diesem  Mittel- 
punkte selbst,  die  hier  als  Radius  der  scheinbaren  Himmels- 
kugel immer  gleich  der  Einheit  gesetzt  wird.  Diese  Polar- 
coordinaten lassen  sich  endlich  leicht  durch  rechtwinklige 
Coordinaten  ausdrücken.  Die  ganze  sphärische  Astronomie 
wird  daher  auf  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordinaten 
zurück  kommen,  wofür  zuerst  die  allgemeinen  Ausdrücke  ge- 
sucht werden  sollen. 

Denkt  man  sich  in  einer  Ebene  ein  rechtwinkliges  Axen- 
kreuz,  fiir  welches  die  Abscisse  imd  Ordinate  irgend  eines 
Punktes  mit  x und  y bezeichnet  werden  mögen  und  ausser- 
dem ein  andres  in  derselben  Ebene,  für  welches  u und  v die 
Abscisse  und  Ordinate  des  betrachteten  Punktes  sein  mögen 
und  welches  so  gelegen  ist,  dafs  sein  Durchschnittspunkt 

1 


Digitized  by  Google 


2 


mit  dem  des  erstem  zusammenfällt  und  dafs  die  Axe  der 
Abscissen  u mit  der  Axe  des  Abscissen  x den  Winkel  w 
bildet,  BO  wird  man  x und  y als  Functionen  von  u,  v und 
dem  Winkel  w darstellen  köimen,  so  dafs : 

z = q>  (u,  c,  to) 
und  y = t}j  (u,  v,  u>) 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  eines  zweiten  Punctes 
mit  .r  + x'  und  y ^ y'  und  die  diesen  entsprechenden,  auf 
das  andre  Axenkreuz  bezogenen  Coordinaten  mit  m ± u'  und 
r ± V,  so  wird: 

X ± z'  = <p  (u  ± u',  I?  ± !•',  tr) 

» ± y'  = »)>(«  ± f ± f") 

Man  hat  aber  auch,  wie  man  leicht  sicht,  wenn  man  sich 
durch  den  erstem  Punkt  neue,  den  vorigen  parallele  Axen- 
kreuzc  gelegt  denkt: 

ar  ± x'  = <p  (u,  r,  to)  ± (p  («'  v',  w) 

y ± y'  = l}»  («,  »T  «0,  ± t|>  («'  t;',  io) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dafs  x und  y lineare  Func- 
tionen vou  H und  V sind  und  da  für  u = o und  v = o auch 
X = o und  y = o werden,  so  müssen  x und  y von  der 
Form  sein: 

X = au  + ßv  , 
y = y « + o o 

wo  a,  ß,  y und  Ä Functionen  von  te  allein  sein  werden. 


Um  diese  Functionen  zu  bestimmen,  dient  die  Gleichung: 
z*  + y’  = «*  + e* 

aus  der  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (a)  die  Bedingungs- 
glcichung  erhält: 

I a*+y’— 1 j ti’+  |ß’  + d’— 1 j p’  + 2 j ap  + yö  j uti  = 0 
eine  Gleichung,  der  nur  allgemein  genügt  werden  kann,  wenn 
man  setzt: 

ot’+y’  = 1 (b) 

ß’+<5»  = 1 . (c) 

aß  + yö  = 0 (d) 


Aus  der  Gleichung  (6)  erhält  man: 


da  dy 

a — + <v  — = 
duj  ' duj 
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eine  Gleichung,  der  wieder  allgemein  genügt  wird, 
man  zu  gleicher  Zeit  setzt: 


oder 


(x=e 
a = —c 


dw 

dy 

dw 


und  y — 
und  y = 


e 


da 

dw 

da 

dw 


wenn 


Aus  der  erstem  Gleichung  folgt  ^ V * ~ y* 


dte  = -^===,  also  y = sin 

Aus  den  andern  beiden  Gleichungen  hätte  man  erhalten 
a = sin  und  y = cos  — C^.  Ebenso  folgt  aus 

der  Gleichung  (c),  dafs  ß und  S die  Sinus  imd  Cosinus  des 


Winkels  — — C sind. 

c 

Da  nun  fiir  w=-  o x = u und  y = v wird,  so  mufs  die 

Constante  C gleich  Null  und  a = cos  also  y = sin  sein. 

Da  ferner  für  to  t=  90“  y = u und  * = — » wird,  wenn  man 
den  Winkel  tc  von  der  positiven  Seite  der  Axe  der  x nach  der 
positiven  Seite  der  Azo  der  y herum  zählt,  sc  folgt,  dafs  die 
Constante  c=l  und  ß = — sin  w,  abo  6 = cos  w>  sein  muss.*) 
Man  hat  also  fiir  die  Transformation  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  die  Formeln: 

X = u cos  w — t!  sin  w 

fD 

ly  = II  sm  IC  + « cos  w 

oder: 

II  = X cos  fo  + « sin  w 

. , ClnJ 

, V = —X  sin  to  + 3/  cos  w 

Diese  Formeln  gelten  nach  dem  vorigen  allgemein  fiir 
alle  positiven  oder  negativen  Werthe  von  x und  y und  fiir 
alle  Werthe  von  w von  0“  bis  360“. 


*)  Man  hätte  die  Constanten  auch  dadurch  bestimmen  können,  dais 
für  w = 180“ 

X = — n nnd  y = — » 

oder  für  w = 270“ 


X = + c und  1/  z=  — II 
wird,  wo  man  dieselben  Werthe  erhalten  hatte 


1 * 
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2.  Es  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  O auf  be- 
liebige, auf  einander  senkrechte  Axen  bezogen  x,  y und  z, 
es  sei  ferner  a der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  mit 
seiner  Projection  auf  die  Ebene  der  x y , B'  der  Winkel, 
den  diese  Projection  mit  der  Axe  der  x macht  (d.  h.  also 
der  Winkel,  welchen  die  durch  den  Punkt  O und  die  positive 
Axe  der  z gelegte  Ebene  mit  der  durch  die  positiven  Axen 
der  X und  z gelegten  Ebene  macht,  von  der  positiven  Seite 
der  Axe  der  x nach  der  positiven  Seite  der  Axe  der  y von 
von  0®  bis  3C0®  herum  gezählt,  so  ist,  wenn  man  die  Ent- 
fernung des  Punktes  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
gleich  eins  setzt: 

X = cos  Zf  cog  a',  y = gia  Ei  cos  d,  z — sin  d 
Nennt  man  dagegen  a den  Winkel,  den  der  Radius  vec- 
tor mit  der  positiven  Axe  der  z macht  und  zäldt  denselben 
von  der  positiven  Seite  der  Axe  der  z nach  der  positiven 
Seite  der  Axen  der  x und  y von  0®  bis  360®  herum,  so 
hat  man: 

X = sin  a cos  El , y =■  sin  a sin  z = cos  o. 

Denkt  man  sich  mm  ein  zweites  Coordinatensystem  und 
zwar  so,  dass  die  Axe  der  v mit  der  Axe  der  y zusanunen- 
lällt  und  die  Axen  der  u und  w mit  den  Axen  der  x und  z 
den  Winkel  c machen,  nennt  man  l>  den  Winkel,  welchen 
der  Radius  vector  mit  der  positiven  Axe  der  w macht,  A' 
dagegen  den  Winkel,  welchen  die  durch  0 und  die  positive 
Axe  der  w gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  macht,  welche  durch 
die  positiven  Axen  der  x und  z geht,  beide  Winkel  in  dem- 
selben Sinne  wie  a und  B'  gezählt,  so  hat  man: 
u = sin  £ cos  A,  v zz  sin  6 sin  ic  = cos  b 
und  da  man  auch  nach  den  Formeln  fiir  die  Transformation 
der  Coordinaten: 

s = M sin  c + IC  cos  c 
• y = V 

X = « cos  c — IC  sin  c 

SO  erhält  man: 

cos  a = sin  b sin  c cos  A'  + cos  b cos  c 
sin  a sin  Zf  = sin  b sin  A' 

sin  a cos  Z?'  = sin  4 cos  c cos  A'  — cos  b sin  c 
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3.  Denkt  man  sich  nun  um  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten  eine  Kugel  mit  beliebigem  Halbmesser  (der  hier 
gleich  eins  genommen  wird)  beschrieben  und  die  Durch- 
schnittspunkte der  Axcn  der  s und  w mit  der  Oberfläche 
der  Kugel  unter  einander  und  mit  dem  eben  betrachteten 
Punkte  O durch  Bogen  grösster  Kreise  verbunden,  so  wer- 
den diese  Bogen  ein  sphärisches  Dreieek  bilden,  wenn  man 
nämlich  dasselbe  in  seiner  allgemeinsten  Bedeutung  auffasst, 
wo  also  Winkel  sowohl  als  Seiten  grösser  als  180®  sein 
können.  Die  drei  Seiten  OZ,  O W und  WZ  dieses  sphäri- 
schen Dreiecks  werden  respective  gleich  a,  h und  c sein. 
Der  sphärische  Winkel  A am  Punkte  W wird  als  Winkel 
zwischen  der  durch  0 und  IF  und  der  durch  IF  und  Z und 
dem  Mittelpiuikte  der  Kugel  .gelegten  Ebene  gleich  A ' sein, 
dagegen  der  Winkel  B am  Punkte  z allgemein  gleich  180— i?. 
Führt  man  also  A und  B statt  A'  und  B'  in  die  in  2 
gefundenen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  die  für  jedes 
sphärische  Dreieck  geltenden  F’ormeln: 

C09  a = cos  b cos  c + sin  A sin  c cos  A 

sin  a sin  /}  = sin  b sin  A 

sin  (I  cos  D = cos  b sin  c — sin  6 cos  c cos  A 

Dies  sind  die  drei  Hauptformeln  der  sphärischen  Trigo- 

nometrie, die  also  nichts  weiter  als  eine  einfache  Transfor- 
mation der  Coordinaten  ausdrücken. 

Da  man  jede  Ecke  des  sphärischen  Dreiecks  als  die 
Projection  des  Punktes  0 auf  die  Kugeloberfläche  und  die 
beiden  andern  als  die  Durchschnittspunkte  der  Axen  der  c 
und  IC  mit  derselben  ansehen  kann,  so  müssen  die  vorstehen- 
den Formeln  auch  ftir  jede  andre  Seite  und  den  anliegenden 
Winkel  gelten,  wenn  man  nur  die  übrigen  Seiten  und  Win- 
kel gehörig  mit  einander  vertauscht.  Man  erhält  so,  wenn 
man  alle  Fälle  umfasst: 

cos  a = cos  b cos  c 4-  sin  A sin  c cos  A 

cos  A = cos  a cos  c + sin  a sin  c cos  B (i) 

cos  c = cos  a cos  A + sin  n sin  A cos  C 
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aiu  a »m  B = siii  h siii  A 

sin  <1  sin  C = sin  c sin  A (3) 

sin  2>  sin  C = sin  c sin  B 


sin  ((  cos  B = cos  fr  sin  c — sin  fr  cos  c cos  A 

sin  a cos  C = cos  c sin  fr  — sin  c cos  fr  cos  A 

sin  fr  cos  A = cos  a sin  c — sin  a cos  c cos  B 

sin  fr  cos  C =■  cos  c sin  a — sin  c cos  a cos  B 

sin  c cos  A = cos  a sin  fr  — sin  a cos  fr  cos  C 

sin  c cos  B = cos  fr  sin  a — sin  fr  ca«  a cos  C 


4.  Aub  diesen  Formeln  lassen  sich  nun  die  übrigen 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  herleiten.  Di- 
vidirt  man  die  Formeln  (4)  durch  die  entsprechenden  For^ 
mein  (3),  so  erhält  man: 


sin  A cotang  B = cotang  fr  sin  c — cos  c cos  /I 

sin  A cotang  C = cotang  c sin  fr  — cos  fr  cos  A 

sin  B cotang  A = cotang  a sin  c — cos  c cos  B 

sin  B cotang  C = cotang  c sin  a — cos  a cos  £ 

sin  C cotang  A — cotang  a sin  fr  — cos  fr  cos  C 

sih  C cotang  B = cotang  fr  sin  a — cos  a cos  C 


(5) 


Schreibt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  so: 


sin  C cos  B = 


cos  fr  sin  a sin  B 
sin  fr 


cos  a sin  B cos  C 


so  erhält  man: 

sin  C cos  B = cos  fr  sin  /I  — cos  a sin  B cos  C 

oder: 

sin  A cos  fr  = cos  B sin  C -f  sin  B cos  C cos  a 

eine  Gleichung,  welche  der  ersten  der  Gleichimgen  (4)  ent- 
spricht und  nur  Winkel  statt  der  Seiten  und  umgekehrt  ent- 
hüllt. Durch  Vertauschung  der  Buchstaben  erhält  man  die 
sechs  Gleichungen: 

sin  A cos  fr  = cos  B sin  C + sin  B cos  C cos  a 

sin  cos  c = cos  C sin  B + sin  C cos  B cos  a 

sin  B cos  a = cos  ^ sin  C + sin  cos  C cos  fr  , , 

(6) 

sin  B cos  c = cos  C sin  ^ -f  sin  C cos  A cos  fr 

sin  C cos  o = cos  .-1  sin  B + sin  A cos  B cos  c 

sin  C cos  fr  = cos  B sin  ^4  + sin  B cos  A cos  c 


Digitized  by  Google 


7 


und  durch  Division  dieser  Gleichungen  durch  die  entsprechen- 
den der  Gleichungen  (3): 

sin  n cotang  b = cotong  B sin  C + cos  C cos  « 

sin  a cotang  c = cotang  C sia  B + cos  B cos  « 

sm  b cotang  o = cotang  .4  sin  C + cos  C cos  b 
sin  b cotang  c = cotang  C sin  .4  + cos  .4  cos  b 
sin  c cotang  a = cotang  A sin  B + cos  B cos  c 

sin  c cotang  b = cotang  B sin  A + cos  A cos  c 

Die  Gleichiuigen  (6)  geben  ferner: 

cos  sin  C = sin  B cos  a — sin  A cos  C cos  b 
cos  B sin  C = sin  A cos  i — sin  B cos  C cos  a 

Multiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  sin  C,  und  sub- 
stituirt  den  Werth  von  sin  ^ sin  C cos  b aus  der  zweiten 
Gleichung  in  die  erstere,  so  erhält  man: 

cos  yl  = sin  B sin  C cos  a — cos  B cos  C 
und  dureh  Vertauschung  der  Buchstaben  die  drei  den  For- 
meln (2)  entsprechenden  Gleichungen,  in  denen  wieder  Win- 
kel statt  der  Seiten  und  umgekehrt  Vorkommen: 
cos  ^ sin  B sin  C cos  a — cos  B cos  C 

cos  B = sin  A sin  C cos  b — cos  A cos  C (8) 

cos  C = sin  sin  B cos  c — cos  A cos  B 

5.  Addirt  man  die  beiden  ersten  der  Formeln  (3),  so 

erhält  man: 

sin  <x  j sin  B + sin  C j = sin  ^ | sin  i 4-  sin  c j 

oder  : 

• I B—C  . B+C  • t 1 « 4 

sm  Sa  cos . cos  S a sm = sin  S >4  sm . cos  S A cos  — — 

*2  2 *2  2 

und,  wenn  man  dieselben  Gleichungen  subtrahirt: 

• 1 • 1 B+C  . Ä+c  , . b — c 

sm  ’a  sm . cos  \a  cos = sm  Svl  cos . cos  iA  sm 

2 2 * 2 2 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  die  beiden  ersten  der 
Formeln  (4)  addirt  und  subtrahirt: 


B-C 

sm  Sa  cos . 

* 2 

COS  Ja.  cos  = sm  Jyl 

sm . sin  h A 

2 

i»+c 

cos 

2 

. , . B-C 

am  ir/1  din 

, ■ ß+c  1 , 

sm  — ^coa  1 /I 

b — c 

2 

GvS  »ff»  9111  GUS  4 4M 

2 

COS  ' ■ 
2 
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Diese  vier  Formeln  enthalten  je  zwei  der  Gaufsischen  Glei- 
chungen in  einander  inultiplicirt;  man  kann  indessen  die  ein- 
zelnen Gleichungen  durch  die  Verbindung  dieser  vier  For- 
meln nicht  trennen,  sondern  muTs  sich  zu  dem  Ende  noch 
eine  solche  Formel  verschaffen,  in  der  eine  andere  Combi- 
nation  dieser  Gleichungen  vorkommt.  Dazu  dient  die  fol- 
gende : 


, B+C  , . J3+C 

cog  Ja  cog . cog  so  gm 

2 ’ 2 


= gm  » .it  cog . cog  Ä A cog 

’ 2 - 2 


welche  man  erhält,  w'enn  man  die  beiden  ersten  der  Glei- 
chungen (6)  zu  einander  addirt. 

Setzt  man  nun: 


4 A 

4 + c 

2 

\A 

b + c 

= ß 

sin 

cos 

2 

\A 

sin 

b—c 

2 

— y 

A 

h~c 

— Ä 

CUb 

f ^ 

2 

B-C 

t 

sin 

h « 

cos 

2 

= a 

B+C 

r\l 

cos 

cos 

2 

= ß 

1 

Kl 

sin 

Ja 

sin 

2 

= y' 

B + C 

II 

cos 

sin 

2 

so  hat  man  die  fiinf  Gleichungen: 

a' ö'  = uö,  y' ß'  = yß,  a' ß'  = aß,  y' 6'  = y6,  ß' 6'  - ßS 


aus  denen  man  die  folgenden  findet: 

a'  = u,  ß'  = ß<  y'  — y-  8'  = 6 

oder : 

u'  = — a,  ß'  = — ß,  y'  = — y,  8'  — — 8 


Man  erhält  mithin  zwischen  den  Winkeln  und  Seiten 
eines  sphärischen  Dreiecks  die  folgenden  Relationen: 
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oder  auch: 


sin 

u- 

sin 

J + c 

= sin 

Ja. 

COS 

B-C 

2 

2 

sin 

\A. 

cos 

6 + c 
2 

= cos 

Jo. 

cos 

B + C 
2 

kA. 

sin 

Ä — C 

= sin 

Jo. 

sin 

B~C 

2 

2 

cos 

\A. 

cos 

h—c 

o 

= cos  Jo. 

sin 

B + C 

O 

JA 

6 + c 

Jo. 

B-C 

sin 

sin 

2 ” 

— sin 

cos 

2 

JA 

6 + c 

Jo. 

B+C 

sin 

cos 

2 ~ 

— cos 

cos 

2 

JA 

6— c 

Jo. 

B-C 

cos 

sin 

2 ” 

— sin 

sin 

2 

JA 

6 — c 

Jo. 

B+C 

cos 

cos 

2 ~ 

— cos 

sin 

2 

Aus  beiden  Systemen  von  Gleichungen  erhält  man  aber 
für  die  gesuchten  Gröfsen,  sei  cs,  dafs  diese  zwei  Seiten 
imd  der  eingeschlossenc  Winkel  oder  zwei  Winkel  und  die 
anliegende  Seite  sind,  dieselben  oder  wenigstens  nur  um 
360®  verschiedene  Werthe.  Sucht  man  z.  B.  A,  b und  c, 
so  würde  man  aus  dem  zweiten  Systeme  von  Gleichungen 

entweder  für  und  - — - dieselben  Werthe  finden,  wie  aus 
2 2 


dem  ersteren  Systeme,  dagegen  für  einen  um  180®  ver- 
schiedenen Werth  oder  aber  auch  für  und  - — - um 

2 2 

180®  verschiedene  Werthe,  dagegen  fiir  ^A  denselben 
Werth.  Immer  würden  also  A oder  b nur  um  360®  von  den 
aus  dem  ersteren  Systeme  gefundenen  Werthen  verschieden 
sein.  Die  4 Formeln  (9)  gelten  daher  ganz  allgemein  und 
es  ist  gleichgültig,  ob  man  bei  der  Berechnung  von  A,  b 
und  c die  Werthe  a,  B C anwendet  oder  zu  beliebigen  die- 
ser Werthe  + 360®  addirt.  *) 


*)  Gauss,  Theoria  motus  corporum  coclestium  pag.  50  sei|. 
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Die  vier  Gleichungen  (9)  sind  unter  dem  Namen  der 
Gaufsischen  Gleichungen  bekannt  und  werden  angewandt, 
wenn  eine  Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  oder  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossenc 
Winkel  gegeben  und  daraus  die  drei  übrigen  Stücke  zu  fin- 
den sind.  Man  bedient  sich  derselben  am  bequemsten  auf 
folgende  Weise.  Wenn  a,  B und  C gegeben  sind,  so  suche 
man  zuerst: 


(1) 

COS 

B-C 

(4) 

B + C 

2 

COS 

2 

(2) 

sin 

Ja 

(5) 

cos 

Ja 

(8) 

B-C 

(6) 

B+C 

sin 

2 

sin 

2 

und  daraus: 


G) 

(8) 


sin  J a.  cos 
cos  ^a.  cos 


B-C 

2 

D+C 

2 


(9)  sin  |a.  sin 


B-C 


. B + C 

(10)  cos  Ja.  sin — - — 


Durch  Division  dieser  unter  einander  stehenden  Zahlen 
erhält  man  lang  \{b-\-c)  und  tang  woraus  man  b und  c 

findet.  Dann  sucht  man  cos  |(2>  + c)  oder  sin  ^(6-|-c)  und 
cos  c)  oder  sin  \(jb—c),  je  nachdem  der  Cosinus  oder 
Sinus  gröfscr  ist  und  zieht  den  ersteren  vom  gröfseren  der 
beiden  Logarithmen  (7)  oder  (8),  den  andern  vom  gröfseren 
der  Logarithmen  (9)  oder  (10)  ab  und  erhält  dann  sin  ,.1 
und  cos  ^A.  Beide  verbindet  man  zur  Tangente  und  findet 
daraus  A.  Da  sin  \A  und  cos  \A  denselben  Winkel  geben 
müfsen,  als  tang  |yl,  so  hat  man  hierin  eine  Prüfung  der 
Richtigkeit  der  Rechnung. 


Beispiel. 

Es  sei  « = 11"  25'  56."s 

7?  = 184  6 55.  4 

C = II  18  40.  3 
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so  hat  man: 


^ (B  + C)  = 97®  4 7. "8 5 

cos  4 (B-O  = 8.7976418 
sin  4 « = 8.9982605 

sin  Ja  cos  J(B-C)  7.7959018 

cos  Ja  cos|(B  + C)  9.1256397„ 

J(5  + c)Hl  19  ÜA2 
cos  J(5+c)  9,9995248n 

sin  iA  9.1261149 

cos  jA  9.9960835 

^A  7°  40'  59."38 


J(B-C)  = 86“  24^  7 ."5 5 
cos  J(B+C)  9.1278046„ 

cos  Jo  9.9978351 

sin  J(B+C)  9.9960526 

sin  Ja.  sin  J(B  — C)  8.9974037 

cos  Ja.  8inJ(B+C)  9.9938877 
J(i-c)  B 4B  24.18 
cos  J(i-c>  9.9978042 
b = 183“  4!  37."62 
c = m 33  49.  36 
.4  = 15  21  fifi,  16 


Hätte  man  hier  B ^ — 175“  5^  4".6  genommen,  also: 
J(B+C)  = - 82“  U!  12."15 
J(B-C)  = - 33  35  B2.  45 
SO  hätte  man  erhalten: 


J^i  + c)  = - 2“40'  46."51 
J(i-c)  = 135  45  24.  13 

also  b = 183»  ^ 37."62  und  c = - 188®  2K  10."64. 


Durch  Division  der  Gaufsischcn  Gleichungen  in  einan- 
der erhält  man  die  Neperschcn  Analogien.  Schreibt  man 
A,  B,  C an  die  Stelle  von  B,  C,  A und  a,  b,  c an  die  Stelle 
von  b,  c,  a so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (9): 

a — b 

.4  + B 


cos 


Ung 


cos  - 


2 C 

2 

a—b 


lang 


lang 


A-B 


2 


a + b 


cotang  -- 


2 

A-D 


lang 


a + 5 


n — b 


sin 


A+B 

! 

2 

.4-B 

2 


A + B 


tang  - 


tang  - 


(9«) 
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6.  Da  fast  alle  in  ^ 3 und  4 aufgefiihrten  Formeln 
aus  zwei  Gliedern  bestehen,  also  für  logarithmische  Rechnung 
unbequem  sind,  'so  mufs  man  dieselben  in  eingliedrige  Aus- 
drücke zu  verwandeln  suchen,  was  durch  die  Einführung  von 
Hülfswinkeln  erreicht  wird.  Irgend  je  zwei  mögliche  Gröfsen 
X uud  y,  sie  seien  positiv  oder  negativ,  kann  man  nämlich 
immer  einem  Sinus  oder  Cosinus  proportinal  setzen,  so  dafs : 
X = m sin  M und  y = m cos  M 
denn  man  findet  sogleich: 


X I ■ 

lang  M = — und  m = yj;*  + y* 

also  M und  m durch  lauter  mögliche  Gröfsen  ausgedriiekt. 
Nun  enthalten  alle  früheren  Formeln  in  jedem  ihrer  beiden 
Glieder  einen  Sinus  oder  Cosinus  eines  imd  desselben  Win- 
kels. Setzt  man  also  die  übrigen  Factoren  des  einen  Glie- 
des dem  Sinus,  die  des  andern  dem  Cosinus  eines  beliebigen 
Winkels  proportional,  so  kann  man  die  Formeln  für  den  Si- 
nus oder  Cosinus  einer  zweigliedrigen  Gröfsc  anwenden  und  auf 
diese  Weise  eine  für  logarithmische  Rechnung  bequeme  Form 
erhalten. 

Sind  z.  B.  die  drei  Formeln  zu  berechnen: 

C03  a = cos  b cos  c + sin  b sin  c cos  .4 

sin  « sin  IS  = sin  i sin  A 

sin  n cos  D = cos  A sin  c — sin  b cos  c cos  A 

so  setze  man: 

sin  b cos  A = m sin  M 

cos  b = m cos  M 

Dann  wird: 

cos  o = m cos  (c  — M) 

sin  n sin  ß = sin  b sin  A 

sin  o cos  D = m sin  (c  — M) 

V\’eifs  man  den  Qiiatlrantcn,  in  welchem  B liegt,  so  knim 
jiian  die  Formeln  noch  auf  folgende  Weise  schreiben,  wenn 

/»  . i.r  • -■*  -«r  1 1 

inan  für  m seinen  Werth . - — setzt.  Man  liercchnet 

sin  M 

zuerst : 

taug  M = taug  b cos  A 
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und  findet  dann: 


taug  li  = 
tang  a = 


tang  A sin  M 
sin  (c  — M) 
tang  (d  — M) 
cos  B 


Man  kann  mit  den  drei  Gleichungen 

cos  a = cos  b cos  c -f  sin  ö sin  c cos  A (n) 

sin  a sin  Zi  = sin  h sin  A (b) 

sin  a cos  5 = cos  A sin  c — sin  A cos  c cos  A (c) 

noch  eine  andere  Transformation  vornehmen,  welche  auch  in 
der  Folge  angewandt  wird.*)  Bezeichnet  man  mit  Bq  und 
die  Werthe  von  B und  b,  welche  in  die  vorstehenden  Glei- 
chungen gesetzt,  a = 00^  geben,  so  hat  man  noch  die  drei 
folgenden  Gleichungen : 


0 

= COS 

K 

COS 

c *f 

sin  Ag 

sin  c cos 

A 

{'/) 

sin  Bq 

= sin 

h 

sin 

A 

(0 

cos  Bq 

= cos 

K 

sin 

C “ 

sin  A„ 

COS  c cos 

A 

U) 

Multiplicirt  man  (f)  mit  cos  c und  subtrahirt  davon  die 
Gleichung  (d),  nachdem  man  dieselbe  mit  sin  c midtiplicirt 
hat,  multiplicirt  man  ferner  die  Gleichung  (/)  mit  sin  c und 
addirt  dazu  die  Gleichung  (d),  nachdem  man  dieselbe  mit 
cos  c multiplicirt  hat,  so  erhält  man  daraus: 

cos  c cos  = — sin  A„  cos  A 

sin  c cos  Bq  = cos  A,  (A) 

sin  Bq  — sin  A„  sin  .1 

Setzt  man  dann: 

cos  c = sin  y co»  G 
sin  c cos  A = sin  y sin  G (B) 

sin  c sin  A = cos  y 

so  erhalt  inan  aus  (d): 

0 = sin  y cos  (A„  — G) 

also 

A„  = 90  + G 

und  aus  (a): 

cos  a = sin  y cos  (G  — b) 


*)  Encke,  Jahrbuch  für  1831. 
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Ferner  erhält  man,  wenn  man  vom  Produkte  der  Glei- 
chungen (6)  imd  (/)  das  Produkt  der  Gleichungen  (f)  und 
(c)  abzieht: 


sin  « sin  (ß  — ß„)  = sin  c sin  ^ sin  (b  — 6„) 

= — cos  y cos  (G  — b) 

und  ebenso,  wenn  man  zum  Produkte  der  Gleichungen  (c) 
imd  (/)  das  Produkt  der  Gleichungen  {b)  und  (e)  und  das 
der  Gleichungen  (a)  und  (6)  addirt: 

sin«  cos(ß— ß„)  = sin 6 sinÄ„  sin^’  + cosi  C08&„  + sin  & sinnig  cos/4’ 

= cos(6— 6g)  = — sin(G— i) 


Das  vollständige  System  der  Formeln  zur  Berechnung 
von  a und  B ist  also  das  folgende: 


sin  y cos  G 
sin  y sin  G 
cos  y 
cos  ßg  sin  c 
cos  ßg  cos  c 
sin  ßg 
cos  n 

sin  « sin  (ß  — ß„) 
sin  n cos  (ß  — ßg) 


cos  c 

sin  c cos  A 
sin  c sin  A 

— sin  G 

— cos  G cos  A 
cos  G sin  A 

sin  y cos  (G  — b) 

— cos  y cos  (G  — b) 

— sin  (G  — b) 


7.  Im  Allgemeinen  hat  man  immer  darauf  zu  sehen, 
dafs  man  die  Winkel,  welche  man  sucht,  durch  die  Tangen- 
ten findet;  denn  da  diese  sich  am  schnellsten  ändern,  so  kann 
der  Werth  der  Winkel  durch  dieselben  am  genauesten  ge- 
funden werden. 


Bezeichnet  eine  sehr  kleine  Änderung  eines  Win- 
kels, so  hat  man: 


A (log  lang  x)  = 


2Ax. 
sin  2 X 


Man  ist  nun  gewohnt,  die  Änderungen  der  Winkel  in 
Secunden  auszudrücken;  da  nun  aber  die  Tangente  den  Ba- 
diiis  zur  Einheit  hat,  so  mufs  man  die  Änderung  A«  eben- 
falls in  Thcilen  des  Radius  ausdrUcken,  also  durch  die  Zahl 
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206264,8  dividiren.  *)  Ferner  sind  hier  unter  den  Logarith- 
men natürliche  oder  hyperbolische  verstanden;  will  man  in- 
defs  Briggische  Logarithmen  einiuhren,  so  mufs  man  die  na- 
türlichen mit  dem  Modulus  0.  4342945  = M multipliciren. 
Verlangt  man  endlich  A (log  tang  x)  in  Einliciten  der  letzten 
Decimalc  der  Logarithmen,  welche  man  anwendet,  ausge- 
drückt, so  hat  man  bei  siebenstelligen  Logarithmen  den  Aus- 
druck mit  10000000  zu  multipliciren.  Man  erhält  also: 


A (log  tang  x) 


sin  2 z 


Az" 

206264.8 


10000000 


oder 


42.1 

sin  2 z 


„ sin  2 z , 

A z = ^ A (log  tang  z) 

Aus  dieser  Gleichung  sieht  man  nun,  wie  genau  man 
den  Werth  eines  Winkels  durch  die  Tangente  6nden  kann. 

Gesetzt  man  hatte  Logarithmen  von  fünf  Decimalen,  so 
ist,  da  die  Rechnung  in  der  Regel  höchstens  auf  zwei  Ein- 
heiten der  letzten  Decimalc  unsicher  ist,  A (log  tang  x)  = 200, 
also  der  daraus  fiir  den  Winkel  erwachsende  Fehler: 

„ 200"  . „ . 

A z = sm  2 z = 5 sin  2 z 

42.1 

Bei  fünf  Decimalen  wird  also  der  Fehler  nicht  gröfser 
sein , als  5"  sin  2 x oder  da  sin  2 x im  Maximum  gleich 


*)  Die  Zahl  206264.8,  deren  Logarithmus  5.3144251  ist,  wird 
immer  gebrancht,  wenn  man  Gröfsen,  die  in  Theilen  des  Badius  aus- 
gedrückt sind,  in  Bogensecunden  verwandeln  will  und  umgekehrt.  Die 
Anzahl  der  Seennden  iin  Kreisumfange  ist  1296000,  dagegen  ist  der 
Kreisumfang  in  Theilen  des  Radius  gleich  2x  = 6.2831853.  Beide 
Zahlen  verhalten  sich  zu  einander  wie  206264,8  : 1.  Will  man  also 
Gröfsen,  die  in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt  sind,  in  Bogen  ver- 
wandeln, so  hat  man  dieselben  mit  dieser  Zahl  zu  multipliciren;  um- 
gekehrt, will  man  Gröfsen,  die  in  Bogensecunden  gegeben  sind,  in 
Theilen  des  Radius  ausdrücken,  so  hat  man  dieselben  mit  dieser  Zahl 
zu  dividiren.  Die  Zahl  selbst  ist  die  Anzahl  der  Secunden  die  auf  den 
Badius  gehen,  ihr  Complement  aber  der  Sinus  oder  die  Tangente  einer 
Secunde. 
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eins  ist,  so  kann  der  gröfste  Fehler  5"  betragen,  man  wird 
indefsen  einen  solchen  Fehler  nur  begehen,  wenn  der  Win- 
kel in  der  Nähe  von  45<*  liegt.  Bei  siebenstelligen  Logarith- 
men mufs  der  Fehler  100  mal  kleiner  sein,  also  werden  dann 
die  Winkel,  wenn  man  dieselben  durch  die  Tangenten  sucht, 
höchstens  auf  0".05  unsicher  sein  können. 

Wäre  nun  ein  Winkel  durch  den  Sinus  oder  Cosinus 
gegeben,  so  erhielte  man  in  der  Formel  für  A (log  sin  x) 
oder  A (log  cos  x)  statt  des  Factors  sin  2x  jetzt  tang  x oder 
cotang  X,  die  jeden  möglichen  Werth,  selbst  einen  unendlich 
grofsen,  haben  können.  Man  sicht  also,  dafs  kleine  Fehler 
in  dem  Logarithmus  des  Sinus  oder  Cosinus  eines  Winkels 
sehr  grofse  Fehler  in  dem  dadurch  gesuchten  Winkel  her- 
vorbringen können  und  cs  ist  daher  immer  vorzuziehen,  die 
Winkel  durch  die  Tangenten  zu  finden. 

8.  Setzt  man  in  den  Formeln  für  die  schiefwinkligen 
sphärischen  Dreiecke  einen  der  Winkel  gleich  90?,  so  erhält 
man  die  Formeln  für  die  rechtwinkligen  Dreiecke.  Im  Fol- 
genden wird  die  Hypotenuse  immer  mit  h,  dagegen  werden 
die  beiden  Catheten  mit  c und  d und  die  diesen  gegenüber- 
liegenden Winkel  mit  C und  C'  bezeichnet.  Aus  der  ersten 
der  Formeln  (2)  erhält  man  dann,  wenn  man  A = 90*  setzt; 
cos  A = cos  c cos  c' 

ferner  aus  der  ersten  der  Formeln  (3)  unter  derselben  Vor- 
aussetzung: 

sin  A sin  C = sin  c 
und  aus  der  ersten  der  Formeln  (4): 

sin  A cos  C = cos  c sin  c 

oder,  wenn  man  diese  Formel  durch  die  fiir  cos  h dividirt: 
tang  A cos  C = tang  c 

Dividirt  man  die  Formel  dagegen  durch  die  für 
sin  A sin  C,  so  wird: 

cotang  C = cotang  c sin  c' 

oder 

tang  c = tang  C sin  c' 
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Beide  Formeln  hätte  man  auch  aus  der  ersten  der  Glei- 
chungen (5)  und  der  dritten  der  Gleichungen  (7)  erhalten 
können,  wenn  man  wieder  A = 90®  gesetzt  hätte. 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (8)  folgt: 

o = cos  h sin  C sin  — cos  C cos  C' 
oder:  cos  ä = cotang  C cotang  C' 

Verbindet  man  endlich  die  beiden  Gleichungen;  ' 
sin  A sin  = sin  c' 
und  sin  A cos  C = cos  c sin  c 

so  erhält  man: 

cos  C = sin  C'  cos  c 

Man  hat  mithin  die  folgenden  sechs  Formeln  fiir  die 
rechtwinkligen  Dreiecke: 

cos  A = cos  c cos  c' 
sin  c = sin  A sin  C 
lang  c = tang  A cos  C'  _ 

tang  c = tang  C sin  c 
cos  A = cotang  C cotang  C' 
cos  C = cos  c sin  C' 

vermittelst  welcher  man  aus  je  zwei  gegebenen  Stücken  ei- 
nes rechtwinkligen  Dreiecks  die  übrigen  finden  kann. 

9.  In  der  Astronomie  mufs  man  immer  zur  Berechnung 
von  Gröfsen  gewifse  Data  aus  den  Beobachtungen  entlehnen. 
Da  man  aber  bei  keinem  von  diesen  absolute  Sicherheit  ver- 
bürgen kann,  sondern  bei  einem  jeden  Datum  einen  kleinen 
Fehler  als  möglich  annchmen  mufs,  so  ist  bei  allen  Aufgaben 
zu  untersuchen,  ob  eine  kleine  Änderung  der  beobachteten 
Gröfsen  auch  keine  grofse  Änderung  der  zu  findenden  CSrrös- 
sen  hervorbringen  kann.  Um  dies  immer  leicht  bcurtheilcn 
zu  können,  mufs  man  die  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie differenziren , indem  man,  um  alle  Fälle  zu  umfafsen, 
alle  Gröfsen  als  variabel  annimmt. 

Differenzirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (2),  so  er- 
hält man: 


— sin  ada  = db  [ — sin  b cos  c + cos  b sin  e cos  ..<1 
+ de  [ — cos  6 sin  c + sin  b cos  c cos  d] 
— sin  b sin  e sin  A.dA 

2 
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Der  Factor  von  db  ist  pleich  — sin  a cos  C,  der  von 
de  gleich  — sin  a cos  B;  schreibt  man  dann  noch  — sin  n 
sin  c sin  B statt  des  Factors  von  A,  so  erhält  man  die  Dif- 
fercntialformcl : 

da  = cos  Cdb  + cos  Bdc  + sin  c sin  DdA 
Schreibt  man  die  erste  der  Gleichungen  (3)  logarith- 
misch,  so  erhält  man; 

log  sin  a -f  log  sin  D = log  sin  b + log  sin  A 
und  wenn  man  differenzirt : * 


cotang  ada  + cotang  lidB  = cotang  bdb  + cotang  AdA 

Statt  der  ersten  der  Formeln  (4)  diderenzirc  man  die 

erste  der  Formeln  (5),  die  aus  der  Verbindung  von  (3)  und 

(4)  hervorgegangen  sind;  dann  erhält  man: 

sin  A , „ , . r _ . . , ^ 

— idB  + dA  [cotang  B cos  A — sm  cos  cj 

sm  B 


oder: 


f ^ db  + de  [cotang  6 cos  c + cos  A sin  c] 
sm  6* 


sin  A 
sin  B* 


dB  — 


cos  C 
sin  B 


dA  = — 


sin  c 
sin  b* 


dh  + 


cos  « 
sin  b 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  sin  B,  so  findet 

man: 


— dB  — cos  CdA 

sm  b 

oder  endlich: 


sin  C cos  « sin  . 

— - db  + — — r— ; de 

sm  o sm  b 


sin  adB  = sin  Cdb  — sin  B cos  ade  — sin  b cos  CdA 
Aus  der  ersten  der  Foniieln  (8)  erhält  man  dann  noch 
ganz  so  wie  aus  (2); 

dA  ■=  — cos  cdB  — cos  bdC  + sin  b sin  Cda 
Man  hat  also  die  folgenden  Differentialgleichungen  der 
sphärischen  Trigonometrie; 

da  = cos  Cdb  + cos  Bdc  + sin  b sin  CdA 
cotang  ada  + cotang  BdB  = cotang  bdb  + cotang  AdA  ^ ^ 

sin  adB  = sin  Cdb  — sin  B cos  ade  — sin  J cos  CdA 
dA  = — cos  cdB  — cos  b dC  + sin  b sin  Cda 
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10.  Bei  kleinen  Winkeln  kann  man  sich  erlauben,  den 
C'-osiniis  gleich  eins  zu  setzen  und  den  Bogen  statt  des  Si- 
nus oder  der  Tangente  zu  nehmen,  also,  wenn  man  den  Bo- 
gen in  Secunden  ausgedriiekt  haben  will,  2()(>2ß5  n statt  sin  a 
oder  tang  a zu  setzen.  Sind  die  Winkel  nicht  klein  genug, 
um  das  zweite  Glied  der  Sinusreihe  schon  vernachlässigen 
zu  können,  so  kann  man  auf  folgende  Weise  verfahren: 

Es  ist: 


und: 


also: 


= I 


— <1*  + «* 

(j  120 


C08  (J  = 1 — 


> 1 > 

(t  + 

2 24 


.1 

V CO*  n = l ^ 

b 


+ . . . . 


Man  erhalt  daher  bis  auf  die  dritten  Potenzen  inclusive: 


oder: 


CO*  n 


a = «in  a V »ec  a 

eine  Formel,  welche  so  genau  ist,  dafs  man  bei  einem  Winkel 
von  10  Ghraden  noch  nicht  einen  Fehler  von  rinor  Secunde 
durch  die  Anwendung  derselben  begeht.  Es  ist  nämlich: 

log  «in  10“  y sec  10“  = 9. 2418804 
und  wenn  man  hierzu  den  Lograarithen  5.3144251  addirtund 
die  dazu  gehörige  Zahl  aufschlägt,  so  erhält  man  36000". 74 
oder: 

10"  o'  o".  74 


II.  Sehr  häufig  macht  man  in  der  sphärischen  Astronomie 
von  Keihcnenta'ickelungcn  Gebrauch,  von  denen  die  wich- 
tigsten hier  abgeleitet  werden  sollen. 

Hat  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 


lang  V = 


« «in  r 
1 — « COS  ar 


2* 
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so  kann  man  leicht  y in  eine  Reihe  entwickeln,  die  nach  den 

Sinus  der  Vielfachen  des  Winkels  x fortschreitet.  Ks  ist 

, m . . . ndm  — mdn  „ , 

namlicb,  wenn  tang  *=  — ist,  dz  = , — . lietracntet 

man  also  in  der  Formel  ftir  tang  y sowohl  a als  auch  y als 
▼eränderlich , so  erhält  man: 

dy  sin  z 

da  1 — 2 n cos  z + n’ 

und,  wenn  man  diesen  Ausdruck  nach  der  Methode  der  un- 
bestimmten Coefficienten  in  eine  Reihe  entwickelt,  die  nach 
Potenzen  von  a fortschreitet: 

— = sin  z + o sin  2 z + a*  sin  3 z + . . . . •) 
da 

Integrirt  man  diese  Gleichung  und  bemerkt,  dass  für 
X = o auch  y = o ist,  so  erhält  man  für  y die  folgende 
Reihe: 

y = a sin  z + J a’  sin  2 z + -j-  a’  sin  3 z + . . . . (12) 

Häufig  hat  man  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

A sin  B ~ a sin  z 
A cos  B =z  1 —a  cos  z 

aus  denen  man  ß und  log  A in  eine  nach  den  Sinus  und 
Cosinus  der  Vielfachen  von  x fortlaufende  Reihe  entwickeln 
will.  Da  hier: 


tang  B = 


a sin  z 
1—0  cos  z 


SO  findet  man  für  B durch  die  Formel  (12)  eine  nach  den 
Sinus  der  Vielfachen  von  x fortschreitende  Reihe.  Um  nun 
auch  log  A in  eine  ähnliche  Reihe  zu  entwickeln,  hat  man 
zuerst : 

A = ^ 1 — 2 n cos  z + o ’ 


*)  Man  sieht  leicht  dafs  das  erste  Glied  sin  z ist  und  dass  der 
Coefficient  von  o"  gefunden  wird  durch  die  Gleichung: 

A„  = 2 A„  — \ cos  z — Aa  — i 
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Durch  die  Methode  der  unbestimmten  CuefKcienten  findet 
man  aber  die  folgende  Reihe : 
a cos  I — o’  , 

, (I  cos  jc  + a cos  2 X + a cos  3 a:  + . . . •) 

l — 2 n cos  x+a 

Alultiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  — und  integrirt 

denselben  nach  a,  so  wird,  weil  die  linke  Seite  gleich 

, d.  log  (I  —2  a cos  X + o*) 

und  fiir  a = o auch  log  A = o ist: 

log  ^ 1—2  a cos  ar+o’  =log/l  = — [<i cosi+J a’cos2a:+|- a’cos  3 x+...]  (13) 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  die  beiden  Gleichun- 
gen hat: 

A sin  B ■=  a sin  x 
Acos  D = 1 + fl  cos  I 

indem  man  in  (12)  und  (13)  180— j;  statt  x setzt: 

ZI  = a sinx  — i «*  sin2ar  + jfi’  sin3  x—  ... . (H) 
log  y/l  +2nx  + (i’=  log/1  = fjcosx— J a’  cos2x  + |a’cos  3x—  ....  (15) 

Hat  man  einen  Ausdmck  von  der  Form: 


lang  y = n tang  x 

so  kann  man  denselben  leicht  auf  die  Form  tang  y = - ^ " 


bringen. 


tang  {y 


Es  ist  nämlich: 

- tang  V — tang  x 
' ~ 1 + tang;/ tang  X 


(n—  l)sinxco.sx 
cos  x’+  n sin  x’ 


(n  — 1)  sin  2 x 
(n+1)— (n— l)cos2  x 


(n  — l)  tang  x 
1 + n lang  x ’ 

(h  — 1)  sin  X cos  X 
n n 

l + 1 cos  2 X + — — — cos  2 X 
2 2 


n—  1 
n+1 


sin  2 X 


1 — 


n—  l 

cos 

n+1 


2 X 


•)  Man  sieht  sogleich  wieder,  dass  der  Coeflficient  von  a gleich 
cos  I ist  und  dass  der  Coefficient  von  a"  gefunden  wird  durch  die 
Gleichung: 

i4,i  = 2 i4n  — 1 cos  X — dn  - S 
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Ist  also  die  Gleichung  tang  y = n tang  x gegeben , so 
erhält  man: 

(1  (i)  y = * + sin  2 j-  + i ( ^ ’ .“in  4 r + i ’ sin  tl  jt  + ... 

n+1  ■\n+l.''  Vn+V 

Setzt  man  hierin  zuerst 


so  ist 


n = cos  u. 


n—  1 , 

= — lang  4 a 

n+  I *’  * 

Die  Gleichung 

tang  y = cos  a tang  x 

giebt  also: 

(17)  y — X — taug  |a*  sin2z+  J tang  J u*sin  4 x — itaiigj  a*sin  G x + ... 
Ist 


SO  ist 


n = sec  a. 


n — 1 

^TT 


tang  J «*, 


und  man  erhält  also,  wenn: 


tang  y = sec  a tang  x oder  tang  x = cos  a tang  y 
(18)  y = x + tang  } sin  2 x+J  tang  ^ a*  sin  4 x+J  tang  Ju*  sinGx  + ... 

Da 


cos  a — cos  |3 

^ü+cosß  = I (|3-  «)  tang  i 03  + «) 


und 


sin  a — sin  (i 
cos  a + cos  [i 

so  erhält  man  auch,  wenn: 


tang  i (a-  ß)  cotang  H«  + ß) 


cos  <x 

tang  y = — tang  i 

® ^ cos  (3 

y — X — tang  4 (a—ß)  tang  j (a  + ß)  sin  2 x 
+ 4 tang  4(a— P)*tang  4 (a  + P)’sin  4 x +... 

und  wenn: 


sin  u 

Ung  y = tang  x 

^in  p 

y — X + tang  4(<x— p)  cotang  5 (<x  + j3)  sin  2x  v 
+ 4 taugi(a— P)’  cotaugJ(a  + p)’sin  4 x + . . . 
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VermittelBt  der  beiden  letzten  Formeln  kann  man  die 
Ncperachen  Analogien  in  Reihen  entwickeln.  Aua  der  Glei- 
chung: 

. A-B 


a — b 


2 C 


erhält  man  nämlich: 

a~b  c B A . /J’  -t*  . 

lang  — cotang  - siu  c + 1 taug  — cotaiig  — sm  2 e — . . . . 

oder 

c n ~b  B A B'  A*  . 

^ + tang  — cotang  — sin  (n— i)+ J tang  — cotang  — sin  2 (a  — 6)  + . . . 


und  ebenso  aus  der  Gleichung: 


tang 


(1  + 6 


A-B 

cos 

2 c 

tang 


cos  - 


.t+/t 


die  folgenden  Reihen: 

(1  + 6 c A B . ...  .4*  /}•  . 

= — h tang  tang  — sin  c + J taug  — tang  sin  2 c + . . . 

2 22 

c 0+6  + li  ■ , , 

- = -^ ‘“"62  ‘““ß  "i®*“  ('>  + *)+  i ^“g  Y Ysm2((i  + 6)-... 

Ganz  ähnliche  Reihen  erhält  man  aus  den  beiden  andern 
Analogien: 


a—b 


tang 


A-B 


. 0 + 6 

sm  

2 


tang 


180-C 


2 


0—6 

cos _ 

A+B  2 180-C 

‘“”8  “l“  = —^6  *“8  -1— 


Häufig  kommt  auch  der  Fall  vor,  dafs  man  eine  Gröfse 
y,  die  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 
cos  y = cos  X + 6 


, Google 


24 


gegeben  ist,  in  eine  nach  Potenzen  von  i fortschreitende 
Keilte  verwandeln  soll.  Zu  dem  Ende  entwickelt  man  die 
Gleichung: 

y = arc  cos  [cos  x + b] 

nach  dem  Taylorschen  Lehrsätze.  Setzt  man  nämlich 

CO.H  X = z und  y = f {z  + b) 

SO  hat  man: 


dz* 


oder  du 


/ (0  = , 


il  t d X 

dz  d . cos  X 


1 

sin  X 


dz* 


sin  X 
d X 


ä X 

d . cos  X 


cos  X 
sin  X ’ 


rf*/  _ d. -3  dx  __  1 [1  + 3 cotaug  x*J 

, j ■—  sin  X . “ — - . - I . . , .1 

dz  ; J.cosx  Ü sin  X® 

d X 

* . **  If  „ b* 

y = X ; J cotang  x — [1  + 3 coUtngi’  = ....  (19) 

sinx  ® smx’  tr  -’sini’ 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  der  Gleichung: 

sin  j/  = sin  X + ( 

* . 1 . „ b* 

y = X + + J tangx  ; + 7 [1  +3tangx’  i + . . . f20) 

cos  X " cosx’  6*^  ® ^cos  x’  ^ ' 

Anm.  Ueber  die  Reihenentwickulungen  vergleiche:  Encke,  einige 
Ueihenentwickelungen  aus  der  sphärischen  Astronomie.  /Astronomische 
Nachrichten  Nr.  562. 


B.  Die  Interpolationsrechnung. 

12.  In  der  Astronomie  bedient  man  sich  fortwährend 
der  Tafeln,  in  denen  die  numerischen  Werthe  gewifser  Func- 
tionen ftir  einzelne  numerische  Werthe  der  Variabein  ange- 
gehen  sind.  Da  man  nun  in  der  Anwendung  die  Wertlie 
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der  Function  auch  ftir  solche  Werthe  der  Variabein  braucht, 
die  grade  nicht  in  den  Tafeln  angegeben  sind,  so  uiufs  man 
Alittel  haben,  um  aus  gegebenen  numerischen  Worthcn  einer 
Function  dieselben  filr  jeden  beliebigen  Werth  der  Variabein 
oder  des  Arguments  der  Function  berechnen  zu  können. 
Hierzu  dient  die  Interpolationsrechnung.  Sie  hat  den  Zweck, 
an  die  Stelle  einer  Function,  deren  analytischer  Ausdruck 
entweder  ganz  unbekannt,  oder  doch  zur  numerischen 
Berechnung  unbequem  ist,  eine  andre  einfachere,  aus  gege- 
benen numerischen  Werthen  gebildete  zu  setzen,  die  sich 
innerhalb  der  Grenzen  der  Anwendung  mit  jener  vertau- 
schen läfst. 

Nach  dem  Taylorschen  Lehrsätze  kann  man  jede  Function 
in  eine  Reihe,  die  nach  den  ganzen  Potenzen  der  Variabein 
fortschreitet,  entwickeln;  nur  in  dem  Falle,  dafs  liir  einen 
bestimmten  Werth  der  Variabein  einer  der  Diffcrentialquo- 
tienten  unendlich  grofs  wird,  dafs  aber  die  Function  in  der 
Nähe  dieses  Werthes  keinen  stetigen  Gang  hat,  erleidet  dieser 
Satz  eine  Ausnahme.  Indem  sich  die  Intcrpolationsreclinung 
auf  diese  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen,  die  nach 
ganzen  Potenzen  der  Variabcln  fortschrciten , gründet,  setzt 
sic  also  voraus,  dafs  die  Function  innerhalb  der  betrachteten 
Grenzen  stetig  ist,  und  ist  nur  unter  dieser  Voraussetzung 
anwendbar. 

Nennt  man  w das  Intervall  oder  die  Differenz  zweier  auf 
einander  folgenden  Argumente  (welches  hier  immer  als  con- 
stant  betrachtet  wird) , so  kann  man  jedes  beliebige  Argument 
durch  a + nio  bezeichnen,  wo  n die  variable  Gröfsc  ist,  und 
die  zu  diesem  Argumente  gehörige  Function  durch  / (a  + nte). 
Die  Differenz  zweier  auf  einander  folgenden  Functionenwerthe 
/ (a  + nw)  und  / («  + («+!)  w)  soll  durch  Z'  (a  + n + i)  be- 
zeichnet werden,  indem  man,  um  anzugeben,  zu  welchen 
Functionenwerthen  die  Differenz  gehört,  unter  das  Functionen- 
zeichen das  arithmetische  Mittel  beider  Argumente  setzt  und 
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dabei  den  Factor  xo  wegläfst.  *)  So  drückt  (a  + |)  die 
Differenz  von  /(a)  und  /' (a  + die  Differenz 

von /(a  + w)  und  / (a  + 2 w)  aus.  Dafselbe  gilt  auch  von 
den  höheren  Differenzen,  deren  Ordnung  durch  den  Accent 
angedeutet  wird.  So  ist  z.  B. /"(a  + 2)  die  Differenz  der 
beiden  ersten  Differenzen  /'  (a  H-  j)  und  f"  (a  + ,). 

Das  Schema  der  Argumente  und  der  dazu  gehörigen 
Functionenwerthe  und  deren  Differenzen,  ist  also  das  folgende: 


Argument  Function 
n — 3 tc  / (n  — 3 «') 
a — 2 tt)  / (o  — 2 ic) 
a — w / (a  — fr) 
a /(o) 

a + w / (n  + tr) 
a + 2 w / (n  + 2 w) 
<i  + 3 10  / (a  + 3 io) 


I.  Diff.  n.  Diff.  m.  Diff.  IV.  Diff.  V.  Diff. 


/(«-?) 
/(a-i) 
/(«-D 
/ («  + D 
/(«  + !) 
/(o+ :) 


/'(a-1) 

/'(a) 
/'(a+1) 
Z'(«  + 2) 


/"(a-J) 
/"(a-D 
/"(a  + D 
/"(a  + l) 


/*'•(„) 

/iv(a+l) 


/^(a+D 


Alle  Differenzen,  welche  dieselbe  Gröfse  unter  dem  Func- 
tioncnzeichcn  haben,  stehen  hier  auf  derselben  horizontalen 
Linie.  Die  Differenzen  der  ungeraden  Ordnungen  haben 
alle  als  Gröfsen  unter  dem  Functionenzeichen  a + einem 
Bruche  mit  dem  Nenner  2. 

13.  Da  man  nach  dem  Taylorschcn  Lehrsätze  eine  jede 
Function  in  eine  nach  ganzen  Potenzen  der  Variabein  fort- 
schreitende Reihe  entwickeln  kann,  so  kann  man  setzen: 


/(a  + nw)  = a + ß . nto  + + An’io’  + . . . . (a) 

Wäre  der  analytische  Ausdruck  der  Function  f (a  + nw) 
bekannt,  so  könnte  man  die  Gröfsen  u,  (3,  y,  ö etc.  berech- 
nen, indem 

“ = /(«).  P = etc. 

da 

ist.  Es  wird  aber  angenommen,  dafs  dieser  analytische  Aus- 
druck nicht  gegeben  ist  oder  wenigstens,  wenn  derselbe  auch 
bekannt  ist,  nicht  angewendet  werden  soll,  und  dafs  man  nur 
für  bestimmte  Werthe  des  Ai^imcnts  a + nw  die  numerischen 


*)  Es  ist  dies  die  sehr  bequeme,  von  Enke  in  seinem  Aufsatze;  Ueber 
mechanische  Quadratur  im  Jahrhuche  für  1837  eingeführte  Bezeichnungsart. 
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Werthe  der  Function  f{a  + nv>)  kennt.  Setzt  man  aber  in 
die  obige  Gleichung  nach  einander  die  verschiedenen  Werthe 
der  Variablen  n,  so  erhält  man  so  viele  Gleichungen  als 
man  Werthe  der  Function  kennt  und  kann  aus  diesen  ebenso 
viele  der  Coefficienten  u,  |3,  y,  6 etc.  bestimmen. 

Es  seien  nun  vier  numerische  Werthe  der  Function/(a+nw) 
gegeben,  nämlich  /(a),  /(a  + tc),  /(a  + 2u»)  und  /(o+.H»p); 
dann  hat  man  die  vier  Gleichungen: 

/(o)  = o 

/(a  + tc)  = a + ßw  + y w’  + 6to’ 

f{a  + 2 io)  = a + 2 |3io  + 4 yio*  + 8 Äio’ 

/(a  + 8 io)  = a + 3 (Jio  + 9 yio’  + 27  Sw' 

Da  aber: 

/(a  + ic)  = f{q)  + /'  (n  + 1) 

/(a  + 2 to)  = /(n)  +/(n  + D +/(n  + |) 

= /(«)  + 2/(a  + J)  +/'(a  + 1) 

/(a  + S ic)  = /(a  + 2 to)  +/'(«  + ?) 

= /(«)  + »/(o  + 1)  + »/'(«+  l)+/"(«  + ^) 

SO  erhält  man: 

/(«)  = a 

/'(«  + J)  = ßw  + yH>*  + fiio’ 

2/'(n  + J)  +/'(<!  + 1)  = 2 ßw  + 4 yio’  + 8 Äio’ 

3/(o  + D + -/'(n  + 1)  + /"("  + I)  = 3 (3io  + 9 yio’  + 27  6io’ 

und  daraus : 

i/"(n  + I)  = Sw' 

1 [/'(«)  -/"(«  + DJ  = y-c’ 

/('J  + i)  - + j/"(o  + D = 

also,  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  («)  fiir /(a+nw) 
substituirt  und  dieselben  nach  den  Differenzen  ordnet: 


fl  *“  fl 

/(n  + nie)  = /(o)  + n/(n+  1)  + — + 0 

n’—  8n’  + 2 n 

+ U /'(«  + D 


oder: 

/(a  + nio)  = /(n)  + n/'(n+i)  + + 0 

n (n-  1)  (n-2) 


1.2.3 


— -V"(«+D+- 


(1) 
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Diese  Formel  ist  unter  dein  Namen  der  Newtonschen 
Intcrpolationsforrael  bekannt.  Der  CoefRcient  der  Differenz 

von  der  Ordnung  n ist  der  Coefficient  von  jc  " in  der  Ent- 
wickelung von  (l  + j;  ”).  Den  hier  nur  für  vier  VVerthe  ge- 
gebenen Beweis  kann  inan  leicht  auf  beliebig  viele  Werthe 
ausdclinen. 


Beispiel.  Nach  dem  Berliner  Jahrbucho  für  1850  hat 
man  für  den  mittleren  Mittag  die  folgenden  heliocentrischen 
Längen  des  Mercur: 


I.  Diir.  H.  Diff.  UI.  Uiff. 


Jan.  0 SOS"  25'  l".  5 

2 310  651.5 

4 317  7 29  . 5 

6 324  29  39.9 

» 332  16  17.2 

10  340  30  20  . 6 


+ 6"  41'  50".  0 
7 038.0 

7 22  10  . 4 

7 46  37  . 3 

8 14  3.4 


+ 18' 48".  0 
21  32  . 4 
2426  .9 
2 7 26  . 1 


+ 2'  44".  4 
2 54  . 5 
2 59  .2 


+ 10".  1 
4 . 7 


Sucht  man  daraus  die  Länge  des  Mercur  für  den  mitt- 
leren Mittag  von  Jan.  1,  so  hat  man 

/(n)  = 303“  25'  l"  .5  und  n = J 


ferner 

/'(<!+  ü 
/'(«  + 1) 

/"(«  + \) 

/‘V(a  + 2) 


+ 6“  4l'  50".  0 
+ 18  48  . 0 

+ 2 44  . 4 

+ 10  . 1 


n = i Product: 

"(”-0  _ _ i » 

1.2  ‘ 

- 4.  ■. 

1.2.3  “ 

n(n— l)(n— 2Xn— 3)  _ 
1 . 2 . 3 . 4 ~ 


+ 3“  20'  55".  0 

- 2 21.0 

+ 10.3 


Man  hat  demnach  zu  /(a)  hinzuzufügen 
+ 3”  18'  43".  9 


und  erhält  für  die  Länge  des  Merkur  Jan  1 . 0 

306“  43'  45".  4 

Die  Ncwtonsche  Formel  läfst  sich  noch  bequemer  auf 
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folgende  Weise  schreiben,  die  den  Vortheil  gewährt,  dafs 
man  immer  nur  mit  kleinen  Brüchen  zu  multiplicircn  hat: 

(la)  /(«  + nw)  = /(«)  + n [/(<i  + J)  + f /^'(n+l)  + — 

+ [/■'  ('» + 2)1 

_ • 1 1 • n— 3 - , fl  — 3 ^ , 

Ist  n wneder  so  ist  — — = — i.  also  (n  + 2)  = 

4 4 

— 6".  4.  Dies  zu  y'"(a  + ^)  hinzugelegt  und  die  Summe  mit 
-y-  = — imultiplicirt  giebt  — l'  19”.  0.  Legt  man  dies  wieder 

zuy”(a  + l)  und  multiplicirt  die  Summe  mit  ~~  — — i>  so 

erhält  man  — 4'  22".  2 und  wenn  man  dies  endlich  zu 
addirt  und  mit  n=^  multiplicirt,  so  hat  man  3“  18' 43”  9 zu 
f{n)  lilnzuzulcgen  und  erhält  also  denselben  Werth  wie  vorher 
306»  43'  45".  4. 

14.  Bequemere  Formeln  fiir  die  Inteqiolation  erhält 
man,  wenn  man  die  Newtonsche  Interpolationsforinel  so  ura- 
fomit,  dafs  darin  blos  Diderenzen  Vorkommen,  die  auf 
einer  horizontalen  Linie  stehen,  so  dafs  man,  wenn  man 
von  dem  Werthe  J {a)  ausgeht,  die  Differenzen  /(a  + -r), 
y"(a)  imd  /”'(«+ J)  etc.  anzuwenden  hat.  Die  beiden  er- 
sten Glieder  der  Newtonschen  Formel  können  dann  beibehal- 
ten werden. 

Es  ist  aber: 

/'(«+!)  =/'(«)  +/>+i) 

/"(«+!)  =/”(«+»  +/■'•(«+ 1) 

= /"(«  + » +/>'■(«)  +/'’(«  + » 

/>'•(„  + 2)  = /1V(„  + 1)  + /V(„  + I) 

= /''■(«)  + 2 /'(a  + i)  + + 1) 

/'■(«  + ?)  =/'(«  + D +/'•'(« + 2) 

= /'(a  + D + /'■'(“  + 1)  + /'■'(«  + 2) 

etc. 

Man  erhält  also  als  Coeffioienten  von  f"(a): 

»(»-0 

•1.2 
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als  (’oefficnten  von  /"'(a  + J): 


1.2.3 


n(n— 1)  _ n(n— l)(n  — 2)  _ (n+l)n(n  — I) 

~f.T~  1.2.3  ~ 

ala  (’ocfficicnten  von  /''’(«): 

n(n-l)  (n-2)  »(rt— l)(n - 2) (n-.'l) 

1.2.3  1 . 2 . 3 . 4 

endlich  ala  Cocfficicntcn  von  (a  + ij): 

n(n— l)(n  — 2)  ^ ^ n(n— 1)  (»— 2)(n— 3)  ^ n(n  — l)(»i  — 2)(n  — 3)(n— 4) 


(n  + l)ri(ii—  l)(n  — 2) 
1 . 2 .3.4 


1.2.3 


1.2. 3. 4 1.2. 3. 4.  5 

(n  + 2)(n+  l)fi(n  — l)(n  — 2) 


1 . 2 . 3 . 4 . .3 

WO  das  Gesetz  der  Fortschreltung  klar  ist.  Die  vollständige 
Formel  ist  daher: 

fl[a  + nir)  =/(")  + «/(«  + 5)  + / («)  + . f (n+1) 


1 . 2 


1.2.3 


(n+l)n(f.-1)(n-2)  (n+2)(n+l)n(n-l)(n-2)  (2) 

1 . 2 . 3 . 4 ^ ^ 1 . 2 . 3 . 4 . .^  " 

Führt  man  statt  der  Differenzen,  welche  a + J unter 
dem  Functionenzeichen  haben,  diejenigen  ein,  welche  a— i 
enthalten,  so  hat  man: 

/(„+!)  =/(a-D  +/'(«) 

/"(«+J)  =f"\a-\)  +/-V  (a) 

/'■(«+ 1)  =/'■(«-!)  + /'■'(«) 

Es  bleiben  also  dann  die  Coeifiieienten  der  Differenzen 
von  einer  ungeraden  Ordnung  dieselben,  dagegen  ist  der 
C’oefficient  von  /"(a): 

n(n— 1)  n(n+l) 


n + 


1 2 


1 . 2 


und  der  von  /'''(a): 

(n+l)n(n— 1)  ^ (n+ 1)  n(n  — l)(n  — 2)  _ (n~  1)  n(n+ l)(n  + 2) 
1.2.3  1 . 2 . 3 . 4 “ 1 . 2 . 3 . 4 ^ 

Man  erhält  daher: 

/(o+nir)  = /(n)  + nf(a—\)  + ^ --  f (o)  + / ("—4) 

(^l)n(n+l)(n+2)  (n-2)  (n-l)n  (n-l-1)  (n+2)  _ 

'*■  1.2.  3. 4 J 1.2.  3. 4. 5 / t"  ■ 

WO  das  Gesetz  der  Fortschrcitung  wieder  klar  ist. 
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Nimmt  man  nun  an,  dafa  man  einen  Wurth  interpoliren 
soll,  dessen  Argument  zwischen  a und  tt  — w liegt,  ss  ist  h ne- 
gativ. Soll  aber  n immer  eine  positive  Zahl  bezeichnen,  so 
mufs  man  — n statt  n in  der  Formel  ahwenden  und  die  letztere 
wird  daher  fiir  diesen  Fall: 

(3)  /(a-nw)  = /(a)  - n/(a-|)  + 

_ (n-1)n(n+  1)  . (n+\)n(n-l)(n-2)  f,y 

1.2.3  12.3.4  ' J 

_ (n  + 2)(n  + 1)n(n-l)(n-2) 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 ^ 

Diese  Formel  hat  man  also  anzuwenden,  ivenn  man  rück- 
wärts interpolirt  Schreibt  man  die  beiden  Formeln  (2)  und 
(3)  wieder  so  um,  wie  es  vorher  mit  der  Newtonschen  For- 
mel geschehen  ist , so  erhält  man : 

/(n+nw)  = /(a)  + n[/(a  + ',)  + [/'(«)+  ^ 

^ (M 

/(a-nic)  = /(a)  - n [/ (a~i)  - 

[/"(«-i)  - ~ f/‘'  («)  - - (3«) 

Denkt  man  sich  durch  das  Schema  der  Functionen  und 
Differenzen  in  der  Gegend,  wo  der  zu  intcrpolircnde  Func- 
tionenwerth  ungefähr  liegt,  eine  horizontale  Linie  gezogen, 
BO  hat  man,  indem  man  die  erstere  Formel  nnw-endet,  wenn 
a + nw  näher  an  n als  an  a + ic,  die  andre,  wenn  a — nir 
näher  an  a als  an  a—w  liegt,  immer  diejenigen  Differenzen 
zu  benutzen,  die  zu  beiden  Seiten  der  horizontalen  Linie 
zunächst  derselben  liegen.  Auf  das  Zeichen  der  Differenzen 
hat  man  weiter  gar  nicht  zu  achten,  sondern  jede  Differenz 
so  zu  verbessern,  dafs  sich  dieselbe  der  auf  der  andern 
Seite  der  horizontalen  Linie  stehenden  nähert.  Wendet  man 
z.  B.  die  erstere  Formel  an,  liegt  also  dos  Argument  zwi- 
schen a und  er  -t-  ito,  so  würde  der  horizontale  Strich  zwi- 
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schon  f"{a)  und  /"(«  + 1)  fallen.  Man  hat  dann  zu  /"  (a) 
hinzuzuthun : 


+ -^/"("+s)  = + r/'(«+o 

Ist  also  f"(a)  ‘‘la  /”(“+!).  so  wird  das  ver- 

befserte  f'{a)  werden,  also  sich  immer  f\a  + l) 

nähern. 

Man  erlangt  übrigens  noch  eine  etwas  gröfsere  Ge- 
nauigkeit, wenn  man  als  letzte  Dift'erenz,  wo  man  abschlielst, 
das  arithmetische  Mittel  der  beiden  zunächst  der  Horizontalen 
stehenden  Differenzen  nimmt.  Das  arithmetische  Mittel 

zweier  Differenzen  soll  bezeichnet  werden  durch  das  Zeichen 
der  Differenzfunction  und  das  arithmetische  Mittel  der  beiden 
Argumente,  die  darunter  stehen,  sodafs: 

f'(a  + n)  +/(«+"  + D 

ist.  Dann  kommen  grade  umgekehrt  wie  früher  bei  den 
Differenzzeichen  der  geraden  Ordnungen  Brüche  vor,  bei 
den  ungera<len  dagegen  ganze  Zahlen,  sodafs  keine  Zweideu- 
tigkeit entstehen  kann.  Schliefst  man  nun  z.  B.  mit  der 
zweiten  Differenz  ab,  so  nehme  man  beim  Vorwärtsinterpoliren 
das  arithmetische  Mittel  von  /"(a)  und /"(a+ 1)  d.  h.  + 
Dann  benutzt  man  statt  des  Gliedes 


"(n-i) 

1.2 


/'(«) 


jetzt  das  Glied 

.1.  h.  Ü^V'O)  + ^/"(a  + D] 

Während  man  also,  wenn  man  blos  f" {a)  nähme,  um 
das  ganze  dritte  Glied  fehlte , so  fehlt  man  jetzt  nur  noch  um : 

/nO^O^+l)  n(n-l)(n-D 

lür  n = k würde  also  der  Fehler,  soweit  derselbe  von 
den  dritten  Differenzen  abhängt,  völlig  NuU. 
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Für  diesen  Fall,  dafs  n gleich  1 ist,  dafs  man  also  in  die 
Mitte  interpoliren  will,  ist  cs  gleichgültig,  welcher  der  beiden 
Formeln  (2)  oder  (3)  man  sich  bedient,  da  man  entweder  von 
dem  Argumente  a ausgehen  und  vonvärts  interpoliren  oder 
von  dem  Argumente  a + tc  aiisgchcn  und  rückwärts  inter- 
poliren kann.  Die  fiir  diesen  Fall  bequemste  Formel  erhält 
man  aber  aus  der  Verbindung  beider.  Für  n=\  geht  die 
Formel  (2)  über  in: 

/{«+  l>o)  = /(")  + J/(«+  i)  + "•  /"(«)  + /"(«  + D 

i i _ I.  _ i 

+ «-^1— i /iv(„)  + ... 

1 . 2 . 3 . 4 

Die  Formel  (3)  wird  dagegen,  wenn  man  von  dem  Ar- 
gumente a + w ausgeht: 

/(n+i)  = /(«  + 'f)  - u/(«  + 5)  + 

_ i I.  » i t.  ' 


/'"(«+ D + 


1 . 2 . .3 . 4 


/>'•(„+ 1) 


Nimmt  man  aus  beiden  Fornudn  das  arithmetische  Mit- 
tel, so  fallen  alle  Glieder,  in  denen  Differenzen  einer  unge- 
raden Ordnung  Vorkommen,  weg  und  man  erhält  dann  fiir 
die  Interpolation  in  die  Mitte  die  folgende  sehr  bequeme 
Formel,  in  der  nur  arithmetische  Mittel  von  geraden  Diffe- 
renzen Vorkommen: 

/(a+jio)  =/(o+D—  g/'("+l)+  ~^/‘'("+D  G) 


/(n+W  = /(«+D-  ^f/'(«+D- ^r/''("+D— — f/''(«+D+ ■ Gn) 


wo  das  Gesetz  der  Fortschreitung  deutlich  ist. 

Beispiel.  Man  suche  die  Länge  des  Mercur  für  Jan. 
4 12'',  dann  hat  man  die  Fonncl  (2«)  anzuwenden.  Die  hier 
zu  benutzenden  Differenzen  wären  die  folgenden: 

I.  Diff.  II.  Ditr.  III.  Diff.  IV.Diff. 
7“  o'  38".  0 + 2'  44".  3 + 

Jan  4 317*7'  29". 6+  2l'32".4+  10".l 

7^22  10  .4  2 54  .5 

6 324  29  39  7Ö  24  26  .9  T7i 

3 
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Hier  ist  nun  n = ^,  also 

„_1  _ 3 n + l _ n — 2 _ 7_ 

~~2  8 ’ 8 ~ Ti'  4 “ 16 

wenn  man  auf  die  Zeichen  weiter  keine  Rücksicht  nimmt, 
und  man  erhält: 

Arithmetisches  Mittel  der  4ten  Differenzen  X -^  = s"-  2 

Verbesserte  dritte  Differenz  2'  5l".  3 X ^ = l'  tl".  4 

Verbesserte  zweite  Differenz  22' 43".  8 X -J  = 8'  3l".  4 

Verbesserte  erste  Differenz  7®13  39  . 0 X , ~ 1 24.  < 

also  die  Länge  für 

Jan  4 . 5 = 818°  55'  54".  2 

Sucht  man  die  Länge  fiir  Jan  5.5,  so  hat  man  die  lor- 
mcl  (3a)  anzuwenden  und  die  Differenzen  zu  nehmen,  die 
auf  beiden  Seiten  des  unteren  horizontalen  Striches  stehen. 
Man  findet  dann  die  Länge  für 

Jan  6 . 5 = 322°  36'  5h".  7 

Um  die  Formel  (4a)  anzuwenden,  suche  man  die  Länge 
für  Jan  5 . 0.  Man  erhält  dann : 

Arithmetisches  Mittel  der  4ten  Differenzen  x - = - l".  4 

Verbessert,  arith.  Mittel  der  2ten  Differenzen  x — = — 2' 52".  3 

Arithmetisches  Mittel  der  Functionen  — ,120°  48'  34".  7 

mithin  die  Länge  für 

Jan  6 . 0 = 320°  45'  42".  4 

Bildet  man  jetzt  die  Difterenzen  der  interpolirten  Werthe, 
so  erhält  man: 


Jan  4 . 0 
4 . 5 
S . 0 

5 . 5 
6 . 0 


I.  Diff. 


817°  7' 29".  5 
318  55  54  .2 
320  45  42  .4 
322  36  56  .7 
324  29  39  .9 


l“48'24".  7 
1 49  48  . 2 
1 51  14  . 3 
1 52  43  . 2 


II.  Diff. 

+ l'  23".  5 
1 26  . 1 
1 28  . 9 


UI.  Diff. 


+ 2".  6 
+ 2".  8 


Der  regelmäfsigc  Gang  der  Differenzen  zeigt  die  Rich- 
tigkeit der  Interpolation.  Dieser  Prüfung  durch  die  Differen- 
zen bedient  man  sich  übrigens  bei  allen  Rechnungen,  wo 
man  für  gewisse,  in  gleichen  Intervallen  fortschreitende  Ar- 
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gumcnte  eine  Reihe  von  Functionenwerthen  berechnet  hat. 
Ist  nämlich  bei  einem  Werthe  z.  B.  f{a)  ein  Fehler  x vor- 
gekommen, so  wird  das  Schema  der  Differenzen  jetzt  das 
folgende : 


/(n  — 3 u') 
/(n-iic) 
/(a— «•) 
/(n)  + X 
f(a  + tc) 
f(a  + 2 tc) 
+ 3 le) 


/(«-  l)  + * 

/(n+i)-T 

/(«  + !) 


/'(n-2) 

/'(«-0  + X 
/'(«)  - 2 I 

/'(«  + l)  +x 


/"(«-!)  + ^ 
/"(«-D-3  X 
/"'0,+D+3x 
/"(r,+^)  - X 


/“■(a-I)  - 4x 
/•'’(a)  + 6 X 
/*'■(«+ 1)  - 4x 


Ein  Fehler  in  dem  Werthe  einer  Function  wird  sich 
also  in  den  Differenzen  sehr  vergröfsert  zeigen  und  zwar 
werden  die  stärksten  Sprünge  in  der  horizontalen  Linie  Vor- 
kommen, in  welcher  der  fehlerhafte  VV'crth  der  Function 
steht. 

1«.  Häufig  kommt  der  Fall  vor,  dals  man  die  numerischen 
Werthe  der  Differentialquotienteu  cinerFunction  braucht,  deren 
analytischen  Ausdruck  man  nicht  kennt,  sondern  von  der  nur 
eine  Reihe  von  numerischen  Werthen,  die  in  gleiclien  Inter- 
vallen auf  einander  folgen,  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  inufs 
man  sich  zur  Berechnung  der  numeriselien  Wcrtlie  der  Dil- 
ferenzialquotienten  der  Interpolationsformcln  iKidienen. 

Substituirt  man.in  die  ursprüngliche  Formel  a fiir  /'(rt+nM?) 
in  Nr.  13.  die  ftir  «,  y,  <5  gefundeix'n  Werthe  od<T,  was 
dasselbe  ist,  entwickelt  man  die  Newtonselic  Interpolntionsfbr 
mel  nach  Potenzen  von  ;i,  so  ist: 


/(n+ntc)  = /(n)  + "[/(«+D  — j/'(«+>)  + + 

+ [/'(«+ 1)  -/"(«+^)+  -i 


Da  nun  aber  auch  nach  dem  Tajdorschen  Lehrsätze: 

V(o) 


ac+n,c)  =/(«)  + --  ««.+  + 


3* 
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80  erhält  man  durch  die  Vergleichung  beider  Reihen: 

= -L[/(„+i)  - |/'(a+i)+  + 

da  Ul 

= -.[/'(«+  0 - /"(«+  l)  + ■■■] 

da  w 

Bequemere  Werthe  fiir  die  Diflerentialquotienlen  findet 
man  aus  der  Formel  2 in  Nr.  14.  Führt  man  in  diese  For- 
mel die  arithmetischen  Mittel  der  ungeraden  Differenzen  ein, 
indem  man  setzt; 

/'(a+D  =/(")+  i/"W 
/"'(«+ D =/"(«)  + inH'ö 

etc. 


BO  erhält  man: 

/(a  + nw)  = /(n)  + n/(o)  + W 

(.tOn-C-J) 

1 . 2 . 3 . 4 ■'  ^ ^ 

eine  Formel,  welche  die  geraden  Differenzen,  welche  mit 
f(a)  auf  einer  Horizontalen  stehen,  enthält,  dagegen  die  arith- 
metischen Mittel  der  ungeraden  Differenzen,  die  zu  beiden 
Seiten  der  Horizontalen  liegen.  Entwickelt  man  dieselbe 
nach  Potenzen  von  n,  so  hat  man: 

/(o  + nio)  = /(a)  + nf/  (o)  - f/"(o)  + ro/'  “('’)  + • ] 

+ ^ [/'  ('')  - */''■  (")  + (")  - • 1 

+ ^3  [/"(")  - + rh/'"(o)-..  J 

und  daraus: 

^ = ![/'(«)  - + J;/'  (a)  - + • • J 

da  w 

da  w 

1 [/"(«)  - i/V(«)  + - . . . ] 
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Hat  man  die  Difterentialquotientcn  fiir  eine  Function  zu 
suchen,  die  niclit  unter  den  geyebenen  vorkommt  z.  B,  fiir 
so  hat  man  in  diesen  Formeln  a + n statt  a zu 
setzen,  sodals: 


df{a  + nte) 
dn 

d’/Xn  + n ic) 

' dä^ 


= -;^[/(«  + n)  - i/" («  + «)  + ,*;/'•  (a  + „)  + ...] 
= ;^I/'(«  + '0  - r7/''(«  + ")+  --] 


etc. 


(6) 


Die  jetzt  anziiwcndendeu  Differenzen  kommen  in  dem 
Schema  derselben  nicht  vor,  sondern  müssen  erst  berechnet 
werden.  Für  die  geraden  Difterenzen  z.  B. /"(«+n)  ist  dies 
leicht,  da  dieselben  durch  die  gewöhnlichen  Interpolations- 
formein  erhalten  werden,  indem  man  jetzt /"(a), /"(a+n)  etc. 
als  die  Functionen,  die  dritten  Differenzen  als  deren  erste  etc. 
betrachtet.  Die  ungeraden  Differenzen  sind  aber  arithme- 
tische Mittel  und  man  mnfs  also  zuerst  noch  eine  Formel 
für  die  Interpolation  arithmetischer  Mittel  entwickeln.  Es 
ist  aber: 


und  nach  der  Iiiterpolationsformel  2 in  Nr.  14; 

n(n-i) 


/(n  — i + n)  =/(a-\)  + nf\n)  + 


1 . 2 


1.2.3  ■'  ' 

/(a+J+B)  =/(n  + i)  + b/'’(b)  + + 

also  erhält  man,  wenn  man  das  arithmetische  Mittel  aus  bei- 
den Formeln  nimmt,  die  Formel  für  die  Interpolation  eines 
arithmetischen  Mittels: 

/'(n  + n)  = /(o)  + + ^ . /"'(«)  + 

(n  + 1)  n (n—  1) 


1.2.3 


/lV(n)  + . 
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Die  beiden  Glieder 


sind  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  (»licder 

1.2  ^ 


und 


n(n+  1) 
1 . 2"^ 


/"(«+D 


entstanden,  welches 


I . i 4 

giebt.  Verbindet  man  die  beiden  Glieder,  welche (a)  ent- 
halten, BO  kann  man  die  obige  Formel  auch  so  schreiben: 

(7)  /(a  + n)  =/(n)  + "/'(«)  +-^/"(«)  + 


Vermittelst  der  Fonncln  5,  6 und  7 kann  man  also  die 
numerischen  Werthe  der  DifFerentialquotienten  einer  Function 
fiir  jedes  beliebige  Argument  aus  den  geraden  Differenzen 
und  den  arithmetischen  Alittcln  der  ungeraden  Differenzen 
berechnen,  wenn  eine  Keihe  von  numerischen,  in  gleichen 
Intervallen  auf  einander  folgenden  Werthen  der  Function  ge- 
geben ist. 

Man  kann  nun  aber  auch  noch  andere  Formeln  fiir  die 
Diffcrcntialquotientcn  entwickeln,  in  denen  die  einfachen 
ungeraden  Differenzen  dagegen  die  arithmetischen  Alittel  der 
geraden  Vorkommen. 

• Führt  man  nämlich  in  die  Intcrpolationsformel  (3)  die 
arithmetischen  Mittel  der  geraden  Differenzen  ein,  indem 
man  setzt: 

/(«)  = /(o  + i)  - iT(a+D 
/'(°)  = /'(<!  + « - I/"(«  + D 
/iv(o)  =/«V(a  + t)  - i/iv(a+i) 
etc. 
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so  erhält  man,  da: 


(n+  1)  n(n-l)  _ n(n-l)  _ n(n-l)  (n-j() 
1 . 2 I a ^ 1.2  1.2.3 


f(n  + nw)  =f(a  + k)  + (n—^)/'(a  + i)  + -^ — ^/"(“  + t) 

Schreibt  inan  hier  n + J statt  n,  so  wird  das  Gesetz  der 
(’oelficienten  einfacher,  indem  man  erhält: 


/[a  + (n+i)to]  =/(o+0  + n/'(a+i)  + -/'(<» + 4) 

(n+  i)n(n—j)  ,is  . ["+•»)("+ 

TT.  8 ^ ^ 1.2.  3. 4 ' ^ 

Entwickelt  man  diese  Formel  nach  Potenzen  von  n,  so 
erhält  man,  weil  die  von  n unabhängigen  Glieder: 

- ^/"(«  + i)  + + •••  =/(“+*“’) 

sind 

f\a  + (n+  Dir]  = /(a+  D®) 

+ nL/'(«  + D -^/"(«+D 

+ [/"(«+  D 

Vci^lcicht  man  dann  diese  Formel  mit  der  Entwickelung 
von  A«  4-  i w + ««’)  Taylorschen  Lelirsatzc,  so  fin- 

det man: 

(»)  y'ifl  + i)  - + i)  + 

etc. 
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Dieser  Formeln  wird  man  sich  am  bequemsten  dann  be- 
dienen, wenn  man  die  DifTerentialquoticntcn  einer  Function 
für  ein  Argument  zu  berechnen  hat,  welches  das  arithmeti- 
sche Mittel  zweier  auf  einander  folgenden  Argumente  ist. 
Für  andere  Argumente  z.  B.a  + (n+i)w>  hat  man  wieder: 


J/[o  + (n+ J)tc)  , 1 w«.  , . , s 

-j- -/(o+i  + n)  — —f  (n+i  + n) 


etc. 


(9) 


und  hier  wird  man  wieder  die  Differenz  ./'(a  + l+n)  sowie 
überhaupt  alle  ungeraden  Differenzen  durch  die  gewöhnlichen 
Intcrpolationsformcln  berechnen.  Da  aber  die  geraden  Diffe- 
renzen arithmetische  Mittel  sind,  so  erhält  man  die  fiir  diese 
anzuwendende  Formel  aus  der  Formel  (7)  fiir  die  Interpola- 
tion eines  ariüunetischen  Mittels  aus  ungeraden  Differenzen, 
wenn  man  a + J statt  a setzt  und,  um  y’"(a-|-i+n)  zu  fin- 
den, alle  Accente  um  eins  vermehrt  etc.,  sodafs  z.  H.; 


/'(a  + i+n)  =/'(«  + !)  + «/"(a+D  +^/‘'(n  + |) 


Beispiel.  Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  für  1848  hat 
man  die  folgenden  Rectasconsionen  des  Mondes: 

I.  Diff.  II.  Diff.  in.  Diff.  IV.  Diff. 


Juli  1 2 

Oh 

16h 

14' 

2 6".  3 3 

3". 

+ 25' 

99 

+ 23". 

12h 

39 

30.32 

75 

- 1". 

25 

27  . 

74 

39 

13 

0" 

17 

4 

58 .06 

22  . 

36  " 

25 

50  . 

10 

2 . 

24 

12h 

30 

48 .16 

20  . 

12 

0" 

26 

10  . 

22 

3 . 

03 

14 

56 

58  .38 

17  . 

09 

26 

27  . 

31 

3 . 

70 

12h 

18 

23 

25 .69 

13  . 

39 

Oh 

26 

40  . 

70 

15 

50 

6.89 

Sucht  man  hieraus  die  ersten  Diffcrcntialquotientcn  für 
Juli  13  lO'",  ll*'  und  12''  und  wendet  dazu  die  Formel  (9) 
an,  so  roufs  man  zuerst  die  ersten  und  dritten  Differenzen 
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ftir  diese  Zeiten  berechnen.  Die  dritte  der  ersten  Differenzen 
entspricht  dem  Argumente  Juli  13  6'*  und  ist  /'(«  + §)>  also 
ist  für  10\  11",  12  n respective  ^ und  i.  Wenn  man 
also  auf  die  gewöhnliche  Weise  interpolirt,  so  erhält  man: 


/(n+  i + n) 

/"'  (n  + + n] 

10h 

+ 25'  57".  1 1 

— 2".  51 

11h 

25  58  . 81 

2 . 58 

12h 

26  0 . 49 

1 . 64 

Daraus  erhält  inan  also  die  Diifercntialquotienten 

für  1 Oh  + 25'  67".  21 

H‘‘  25  58  . 92 

12h  26  0 . 60 

bei  denen  das  Intervall  xc  = 12  Stunden  zum  Grunde  liegt. 
Will  man  dieselben  für  eine  Stunde  haben,  so  mufs  man  also 
durch  12  dividiren  und  erhält  dann  die  folgenden  Werthe; 


10h 

+ 2'  9". 

77 

11h 

9 . 

91 

12h 

10  . 

05 

die  die  stündlichen  Geschwindigkeiten  des  Mondes  in  Kectas- 
cension  fiir  diese  Zeiten  aiisdrücken. 

Hätte  man  Formel  6 anwenden  wollen,  wo  arithmetische 
Mittel  der  ungeraden  Differenzen  Vorkommen,  so  hätte  man, 
wenn  man  a = Juli  13  12’’  nimmt,  fiir  10’’  z.  B.,  wo  n = — j 
ist,  nach  Formel  (7)  erhalten: 

/(a— D = + 25'  56".  77  und  =-  2".5I 

und  daraus  nach  Formel  (6)  fiir  den  Differentialquotienten 
+ 2'  9".  77. 

Die  zweiten  Differenzen  sind: 

für  10h  + 20".  65 

nh  20  . 34 

12h  20  . 12 
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Legt  man  dazu  — ^ der  4ten  Differenzen  und  dividirt 
durch  144,  so  erhält  man  die  zweiten  Differentialquotienten 
für  die  Einheit  der  Stunde: 

für  10'>  + O".  1432 

0 . 1417 
12''  0 . 1402 


Anm.  Vergl.  über  Interpolationsrechnung  den  hierüber  handelnden 
Aufsatz  von  Encke  im  Jahrbuche  für  1830  und  den  vorher  angeführten 
Aufsatz  über  mechanische  Quadratur  im  Jahrbuche  für  1837. 
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SPHÄBISHE  ASTRONOMIE. 


Erster  Abschnitt. 

Die  scheinbare  Himmelskugel  und  deren  tägliche 
Bewegung. 

ln  der  sphärischen  Astronomie  betrachtet  man  die  Oerter 
der  Gestirne  an  der  scheinbaren  Himmelskugel,  indem  man 
dieselben  mittelst  sphärischer  Coordinaten  auf  gewisse  an  der 
Himmelskugel  e<rdachte  grüfste  Kreise  bezieht.  Die  sphärische 
Astronomie  giebt  dann  die  Mittel  an  die  Hand,  sowohl  den 
Ort  der  Himmelskörper  in  Bezug  auf  diese  gröfsten  Kreise, 
als  auch  die  Lage  dieser  letzteren  gegen  einander  zu  bestim- 
men. Man  mufs  daher  zuerst  diese  gröfsten  Kreise,  deren 
Ebenen  die  Grundebenen  der  verschiedenen  Coordinaten- 
sjsteme  sind,  kennen  lernen  und  zugleich  die  Mittel,  die  man 
anzuwenden  hat,  um  den  Ort  eines  Himmelskörpers,  der  für 
eine  dieser  Grundebenen  gegeben  ist,  auf  ein  anderes  Coor- 
dinatensystem  zu  reduciren. 

Einige  dieser  Coordinaten  sind  unabhängig  von  der  täg- 
lichen Bewegung  der  Himmelskugcl , andere  sind  dagegen 
auf  Ebenen  bezogen,  welche  an  der  täglichen  Bewegung  nicht 
Theil  nehmen.  Die  Gestirne  werden  daher,  wenn  sie  aul 
letztere  Ebenen  bezogen  werden,  ihren  Ort  beständig  ändern 
uns  es  wird  von  Wichtigkeit  sein,  diese  Veränderungen  und 
die  dadurch  hervorgebrachten  Erscheinungen  kennen  zu  ler- 
nen. Da  die  Gestirne  aufser  dieser  allen  gemeinschaftlichen 
Bewegung  noch  andre,  wenn  auch  viel  langsamere  zeigen. 
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vermöge  welclier  dieselben  ihren  Ort  auch  in  Bezug  auf  die 
von  der  täglichen  Bewegung  unabliängigen  Coordinatensyste- 
uie  verändern,  so  wird  cs  nie  genügen,  den  Ort  eines  Him- 
melskörpers allein  zu  bestimmen,  sondern  man  bedarf  noch 
immer  der  Angabe  der  Zeit,  für  welche  dieser  Ort  gilt.  Es 
ist  daher  nothwendig,  kennen  zu  lernen,  auf  welche  Weise 
man  sich  der  täglichen  Bewegung  der  Hiinmelskugcl  theils 
allein,  theils  in  Verbindung  mit  der  Bewegimg  der  Sonne  an 
derselben  als  Mafs  der  Zeit  bedient. 


I.  Die  verschiedenen  Systeme  von  Ebenen  und  Kreisen 
an  der  scheinbaren  Hiramelskugel. 

1.  Der  Himmel  erscheint  uns  als  eine  holde  Kugclfläche, 
auf  welcher  wir  die  Gestirne  projicirt  sehen  und  in  deren 
Mittelpuncte  wir  uns  befinden.  Um  den  Ort  der  Gestirne 
an  dieser  scheinbaren  Hünmelskugcl  zu  bestimmen,  hat  man 
an  derselben  verschiedene  Systeme  von  sphärischen  Coordi- 
naten  erdacht.  Das  erste  dieser  Systeme  ist  das  der  Azimute 
und  Höhen.  Die  Grundebene  desselben  bildet  die  Ebene 
des  Horizonts,  welche  durch  die  Oberfläche  einer  ruhig  ste- 
henden Flüssigkeit  gegeben  ist,  in  so  fern  man  sich  dieselbe 
unendlich  verlängert  denkt.  Diese  Ebene  schneidet  die 
scheinbare  Himmelskugel  in  einem  gröfsten  Kreise,  welcher 
der  Horizont  heifst.  Man  kann  die  Ebene  des  Horizonts 
auch  definiren  als  die  Ebene,  welche  senkrecht  auf  der  Loth- 
linie  d.  h.  der  Richtung  der  Schwere  an  der  Oberfläche  der 
Erde  steht.  Die  Lotblinie  selbst  trifft  die  scheinbare  Himmcls- 
kugcl  in  zwei  Puncten,  welche  die  Pole  des  Horizonts  sind 
und  von  denen  man  den  über  dem  Horizonte  liegenden  das 
Zenith,  den  gegcnübcrstchcndcn  das  Nadir  nennt. 

Vermittelst  des  Zenithpuncts  und  des  Horizonts  kann 
man  nun  die  Lage  eines  Gestirns  an  der  Himmelskugel  be- 
stimmen. Man  legt  nämlich  durch  das  Zenith  und  das  Gestirn, 
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dessen  Ort  man  angeben  will,  einen  gröfsten  Kreis,  der  dann 
auf  dem  Horizonte  senkrecht  steht,  llestimmt  man  nun  den 
Durchschnittspunct  dieses  Kreises  mit  dem  Horizonte,  zählt 
dann  von  hier  aus  in  dem  gröfsten  Kreise  aufwärts  die  An- 
zahl von  Graden  zwischen  dem  Horizonte  und  dem  Gestirne, 
und  ebenso  im  Horizonte  die  Änzalil  der  Grade  bis  zu  einem 
gewissen  Anfangspuncte,  so  hat  man  zwei  sphärische  Coordi- 
naten,  durch  welche  der  Ort  des  Gestirns  bestimmt  ist.  Den 
durch  das  Zenith  und  das  Gestirn  gehciulen  gröfsten  Kreis 
nennt  man  einen  Verticalkreis,  der  Bogen  dieses  Kreises 
zwischen  dem  Horizonte  und  Gestirne  heifst  die  Höhe  des 
Gestirns,  dagegen  der  Bogen  zwischen  dem  Gestirne  und 
dem  Zenith  die  Zenithdistanz  desselben.  Höhe  und  Ze- 
nithdistanz ergänzen  also  einander  immer  zu  5)0  Graden. 
Der  Bogen  des  Horizonts  zwischen  dem  Verticalkreise  des 
Gestirns  und  einem  beliebig  gewählten  Anfangspuncte  heifst 
das  Azimut  des  Gestirns.  Dieser  Anfangspunct  ist  willkiihr- 
lich,  der  Einfachheit  wegen  nimmt  man  denselben  aber  so 
an,  dafs  er  mit  dem  Anfangspuncte  des  zweiten,  sogleich  zu 
betrachtenden  Coordinatensystems  zusammenfallt.  Die  Rich- 
tung, in  welcher  man  die  Azimute  zählt,  ist  ebenfalls  gleich- 
gültig; man  nimmt  dafiir,  wie  bei  dem  zweiten  Coordinaten- 
system,  die  Richtung  der  täglichen  Bewegung,  indem  man 
dieselben  von  links  nach  rechts  herum  von  0 bis  360°  zählt. 
Kleine  Kreise,  welche  dem  Horizonte  parallel  sind,  nennt 
man  noch  Horizontalkreise  oder  Almucantarats. 

Statt  durch  diese  sphärischen  Coordinaten  kann  man  den 
Ort  eines  Gestirns  auch  durch  rechtwinklige  Coordinaten 
angeben,  bezogen  auf  ein  Axensystem,  von  denen  die  Axe  der 
z senkrecht  auf  der  Ebene  des  Horizonts  steht,  während  die  Axen 
der  a;  und  y in  der  Ebene  desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs 
die  Axe  der  x nach  dem  Anfangspuncte  der  Azimute  die  positive 
Axe  der  y nach  dem  Azimute  90°  gerichtet  ist.  Bezeichnet  man 
dann  das  Azimut  durch  A,  die  Höhe  durch  h,  so  hat  man; 

X = cos  h cos  A,  y = cos  Ä sin  yt,  z = sin  h. 

Anm.  Um  diese  Coordinaten  beobachten  zu  können,  hat  man 
ein  diesem  Coordinatensysteme  vollständig  entsprechendes  Instrument, 
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den  Höhen-  und  Azimutnlkreis.  Dieser  besteht  im  Wesentlichen  aus 
einem  horizontalen,  getheilten  Kreise,  welcher  auf  drei  Fufsschrauben 
steht  und  mittelst  einer  Wasserwage  horizontal  gestellt  werden  kann. 
Dieser  Kreis  stellt  die  Ebene  des  Horizonts  vor.  Im  Mittelpuncte  des- 
selben steht  eine  lothrechte,  also  nach  dem  Zenith  gerichtete  Säule, 
die  einen  zweiten  Kreis,  parallel  mit  der  Säule  also  senkrecht  auf  dem 
Horizonte  stehend,  trägt.  Um  den  Mittelpunct  dieses  senkrechten  Krei- 
ses bewegt  sich  ein  Diopterlineal  oder  Fernrohr,  welches  mit  einem  In- 
dex verbunden  ist,  vermittelst  dessen  man  auf  dem  Kreise  die  Richtung 
des  Fernrohrs  angeben  kann.  Die  verticale  Säule  trägt  ebenso  einen 
auf  ihr  senkrechten  Index , welcher  auf  dem  horizontalen  Kreise  die 
Azimute  angiebt.  Weifs  man  nun,  welche  Puncte  auf  den  Kreisen  dem 
Anfangspunctc  der  Azimute  und  dem  Zenithpuncte  entsprechen,  so  kann 
man  durch  ein  solches  Instrument,  wenn  man  das  Fernrohr  auf  einem 
Stern  richtet,  das  Azimut  und  die  Höhe  oder  Zenithdistanz  desselben 
finden. 

Aufserdem  hat  man  noch  andere  Instrumente,  mit  denen  man  nur 
Höhen  beobachten  kann.  Sie  heifsen  Höheninstrumente  und  sind  ent- 
weder Quadranten,  Sextanten  oder  ganze  Kreise.  Instrumente,  mit  de- 
nen man  nur  Azimute  beobachtet,  heifsen  Theodolithen. 

2.  Die  Gestirne  verändern  ihren  Ort  an  der  scheinba- 
ren Himmelskugel  und  zwar  beschreibt  ein  jedes  Gestirn  ver- 
möge der  täglichen  Bewegung  der  Erde  in  einer  Zeit,  die 
man  Stemtag  nennt,  einen  Kreis  am  Himmel,  welcher  in  der 
Regel  ein  kleiner  Kreis  ist.  Da  die  Ebenen  aller  dieser  Kreise 
einander  parallel  sind,  so  heifsen  dieselben  Parallelkreise. 
Die  Axe,  tun  welche  die  tägliche  Bewegung  geschieht,  heifst 
die  Weltaxe.  Sie  schneidet  die  scheinbare  Himmelskugel 
in  zwei  Puncten,  von  welchen  der  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel der  Erde  siehtbarc  der  Nordpol,  dsr  andre  der 
Südpol  heifst.  Den  gröfsten  Kreis,  dessen  Pole  diesen  bei- 
den Weltpole  sind,  nennt  man  den  Aeqiiator.  Die  Lage 
der  Weltaxe  kann  man  durch  das  erste  Coordinatensystem 
bestimmen,  indem  man  das  Azimut  des  Pols  und  die  Höhe 
desselben  Uber  dem  Horizonte  angiebt.  Letztere  nennt  man 
die  Polhöhe  des  Beobaahtungsortes ; sie  ist  gleich  dem  Win- 
kel zwischen  dem  Aequator  und  dem  Zenith  des  Ortes  oder 
gleieh  der  geographischen  Breite.  Das  Coinplement  der  Pol- 
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hübe  zu  90*  ist  die  Hübe  des  Aequators  über  dem  Horizonte 
oder  die  Acquatorbübe  des  Beobaebtungsortes. 

Die  täglicbe  Bewegung  der  Gestirne  dient  nun  zur  An- 
nahme eines  zweiten  Coordinatensystems.  Gröfste  Kreise, 
welche  durch  die  Gestirne  und  die  Weltpole  gelegt  sind,  also 
auf  dem  Aequator  senkrecht  stehen,  heifsen  Declinations-, 
Abweichungs-  oder  Stundenkreise.  Der  Bogen  eines 
solchen  gröfsten  Kreises,  der  zwischen  dem  Aequator  und 
dem  Gestirne  enthalten  ist,  heifst  des  Gestirnes  Abweichung 
oder  Declination,  dagegen  der  Bogen  zwischen  dem  Nord- 
pole  und  dem  Gestirn  die  Polardistanz  desselben.  Die 
Declination  nennt  man  positiv,  wenn  das  Gestirn  in  dem 
Theile  des  Declinationskreiscs  liegt,  der  zwischen  dem  Aequa- 
tor und  dem  Nordpolc  enthalten  ist,  negativ,  wenn  das  Ge- 
stirn sich  in  dem  Theile  zwischen  dem  Aequator  und  dem 
Sudpole  behndet. 

Declination  und  Polardistanz  ergänzen  einander  immer 
zu  90°  und  entsprechen  der  Höhe  und  Zenithdistanz  im  ersten 
Coordinatensy Stern.  Analog  dem  Azimute  hat  man  den  Stun- 
denwinkel d.  h.  den  Winkel,  welcher  von  dem  durch  das 
Gestirn  gehenden  Stundenkreise  und  einem  bestimmten,  den 
man  als  Anfang  nimmt,  gebildet  und  im  Sinne  der  täglichen 
Bewegung  von  0°  bis  360°  herum  gezählt  wird.  Für  den 
ersten  Stundenkreis  hat  man  denjenigen  angenommen,  welcher 
durch  das  Zenith  geht  und  Meridian  genannt  wird.  Der- 
selbe schneidet  den  Horizont  in  zwei  Puncten,  von  welchen 
der  auf  der  Seite  des  Pols  liegende  der  Xordpunct,  der  andre 
der  SUdpunct  heifst.  Letzterer  ist  der  Anfangspunct , von 
welchem  aus  die  Azimute  gezählt  werden.  Neunzig  Grade 
vom  Süd-  und  Nordpuncte  liegen  der  West-  und  Ostpunct 
welche  zugleich  die  Durchschnittspunctc  des  Horizonts  und 
Aequators  sind. 

Statt  durch  die  beiden  sphärischen  Coordinaten,  Declina- 
nation  und  Stunden\vinkcl , kann  man  den  Ort  der  Gestirne 
auch  durch  rechtwinklige  Coordinaten  angeben,  indem  man 
denselben  auf  drei  Coordinatenaxen  bezieht,  von  denen  die 
positive  Axe  der  z auf  dem  Aequator  senkrecht  und  nach 


Digitized  by  Google 


48 


dem  Nordpole  gerichtet  ist,  während  die  Axen  der  .r  und  y 
in  der  Ebene  des  Acquators  liegen  und  zwar  so,  dafs  die 
positive  Ave  der  x nach  dem  Nullpnncte,  die  positive  Axe 
der  y dagegen  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Stundenwin- 
kel gerichtet  ist.  Bezeichnet  man  dann  die  Declination  mit 
6,  die  Stundenwinkel  mit  t,  so  liat  man: 

X — cos  5 cos  t,  y'  = cos  6 sin  t,  z = sin  6 

Anm.  Diesem  zweiten  Coordinatensvsteme  der  Declinationen  imd 
Stundenwinkel  entsprechend,  hat  man  eine  zweite  Gattung  von  Instru- 
menten, die  man  parallactischc  Instrumente  oder  Aequutoreale  nennt. 
Bei  diesen  steht  der  Kreis,  welcher  bei  der  ersten  Gattung  von  Instru- 
menten dem  Horizonte  parallel  liegt,  dem  Aequator  parallel,  sudafs  die 
darauf  senkrechte  Säule  sich  in  der  Richtung  der  Welta.xe  befindet. 
Dann  ist  der  Kreis,  welcher  dieser  Säule  parallel  ist,  ein  Stundenkreis 
und  die  Winkel,  welche  auf  dem  ersten,  dem  Aequator  parallelen  Kreise 
abgelesen  werden,  sind  Stundenwinkel.  Kennt  man  also  <liejenigen 
l’uncte  der  Kreise,  welche  dem  Anfangspuncte  der  Stundenwinkel  und 
dem  Pole  entsprechen,  so  kann  man  durch  ein  solches  Instrument  die 
Declinationen  und  Stundenwinkel  der  Gestirne  finden. 

3.  In  diesem  zweiten  Systeme  ist  die  eine  der  sphäri- 
schen Coordinaten,  nämlich  die  Declination,  constant,  der 
Stundcnwinkel  ändert  sielt  dagegen  in  jedem  Augenblicke, 
weil  man  denselben  von  einem  Puncte  des  Himmels  zu  zäh- 
len anfängt,  der  die  tägliche  Bewegung  desselben  nicht  theilt. 
Um  nun  auch  die  zweite  Coordinate  constant  zu  haben,  wählt 
man  als  Anfangspunct  einen  bestimmten  Punct  des  Aeqiiators 
und  zwar  denjenigen,  in  welchem  der  Aequator  von  der  Grund- 
ebene des  folgenden  Coordinatensystems,  der  Ecliptic,  ge- 
sclmitten  wird.  Vermöge  der  Jährlichen  Bewegung  der  Erde 
um  die  Sonne  beschreibt  nämlich  scheinbar  der  Mittelpunct 
der  Sonne  im  Laufe  eines  Jahres  einen  gröfsten  Kreis  am 
Himmel,  welcher  die  Ecliptic  oder  Sonnenbahn  genannt 
wird.  Dieser  gröfstc  Kreis  ist  gegen  den  Aequator  unter 
einem  Winkel  von  nahe  235®,  welcher  die  Schiefe  der 
Ecliptic  genannt  wird,  geneigt.  Die  Durchschnittspuncte 
der  Ecliptic  mit  dem  Aequator  heifsen  der  Frühlings-  und 
der  Herbst -Tag-  und  Nachtgleichcnpunct,  weil  auf 
der  ganzen  Erde  Tag  und  Nacbt  gleich  sind,  wenn  die  Sonne 
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um  21.  März  und  23.  September  jeden  Jahres  in  diesen 
Puneten  steht  *)  Die  Puncte  der  Ecliptic,  welche  90®  von 
den  Tag-  und  Nachtgleichenpuncten  abstehen,  heifsen  die 
Sonnenwend  epuncte. 

Die  neu  eingeftihrte  Coordinate  wird  also  im  Aequator 
vom  Frühlings-Tag-  und  Nachtgleichenpuncte  an  gezählt  und 
heifst  die  gerade  Aufsteigung  oder  die  Kectascension  des  Ge- 
stirns. Man  zählt  dieselbe  von  Westen  nach  Osten  von  0® 
bis  360®  herum,  also  entgegengesetzt  der  Richtung  der  täg- 
lichen Bewegung.  Statt  der  sphärischen  Coordinaten  der 
Rectascension  und  Declination  kann  man  wieder  ebenso  wie 
früher  rechtwinklige  Coordinaten  eintühren,  indem  man  den 
Ort  der  Sterne  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Ajcen  be- 
zieht, von  denen  die  positive  Axe  der  z senkrecht  auf  dem 
Aeqiiater  und  nach  dem  Nordpole  gerichtet  ist,  während  die 
Axe  der  x und'  rj  in  der  Ebene  des  Aequators  liegen  und 
zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x nach  dem  Anfangspuncte, 
die  positive  Axe  der  y nach  dem  9()*'-  Grade  der  Rectascen- 
sionen  gerichtetet  ist.  Bezeichnet  man  dann  die  Rectascension 
mit  u,  so  hat  man: 

x"  — cos  6 cos  a,  y"  = cos  6 sin  a,  t"  = sin  6 

Die  Coordinaten  a und  ö sind  also  fiir  jeden  Stern  con- 
stant,  um  aber  daraus  den  Ort  eines  Gestirns  an  der  schein- 
baren Himmelskugel  lür  einen  bestimmten  Augenblick  zu  er- 
halten, mufs  man  noch  die  Lage  des  Frühlingspunctes  am 
Himmel  lür  diesen  Augenblick  kennen.  Den  Ort  dieses  Früh- 
lingspunctes bestimmt  die  Sternzcit,  welche  gleich  dem 
Stundenwinkel  desselben  ist  und  von  welcher  24  Stunden 
auf  einen  Stemtag  gehen.  Es  ist  O®  Stemzeit,  wenn  der 
Stundenwinkel  des  Frühlingspunctes  gleich  Null,  also  der  FrUh- 
lingspunct  im  Meridiam  ist,  l®  Sternzeit,  wenn  der  Stunden- 
winkel des  Frühlingspunctes  den  24"‘-  Theil  vom  Umfange 


*)  Da  nämlich  die  Sonne  dann  im  Aequator  steht,  Aequator  und 
Horizont  aber  als  grolite  Kreise  einander  halbiren,  so  Tenreilt  die 
Sonne  an  diesen  Tagen  ebenso  lange  über  als  unter  dem  Horizonte. 
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oder  lö"  beträgt  etc.  Dies  ist  der  Grund,  wefshalb  der 
Aequntor  sufser  in  360**  auch  noch  in  24  Stunden  getheilt 
wird.  Bezeichnet  man  die  Sternzeit  mit  e , so  ist  immer: 

0 — I —OL 
also  t — & — a 

Ist  also  z.  B.  die  Rcctasccnsion  = 190®  20',  die  Stem- 
zeit  0 = 4h,  so  ist  < = 229*40'. 

Aus  der  Gleichung  fiir  t folgt,  dafs  fiir  < :=  0 0 s=  a ist. 
Jedes  Gestirn  kommt  also  in  den  Meridian  oder  culminirt  zu 
einer  Stemzeit,  welche  gleich  seiner  Reefascension  in  Zeit 
ausgedrückt  ist.  *)  Kennt  man  daher  die  gerade  Aufsteigung 
eines  Sterns,  welcher  in  einem  bestimmten  Augenblicke  im 
Meridian  ist,  so  hat  man  dadurch  auch  die  Stemzeit  dieses 
Augenblicks. 

Anm.  Die  Coordinaten  des  dritten  Systems  kann  man  durch  In- 
strumente der  zweiten  Gattung  finden,  wenn  man  die  Stemzeit  kennt. 


*)  Die  Verwandlung  von  Bogen  in  Zeit  und  umgekehrt,  muTs  man 
sehr  häufig  machen.  Hat  man  Bogen  in  Zeit  zu  verwandeln,  so  mufs 
man  mit  15  dividiren;  hat  man  also: 

15  o 5 Grade,  15c  -f  d Minuten,  I5e  4- y^Secunden 
so  ist  dies  in  Zeit; 

n Stunden,  4 6 4-  c Minuten,  4d  4-  « und  — Secunden 

1 5 


z.  B.  239®  18'  46".  75  = 15'>,  14X44-1  Minuten,  8x44-3  Secunden 

und  0".  117 

= 15h  57'  15".  117 


Hat  man  umgekehrt  Zeit  in  Bogen  zu  verwandeln,  so  mufs  man 
mit  15  multipliciren  und  nachher  die  Minuten  und  Secunden  mit  60  di- 
vidiren. Hat  man  also; 

a Stunden,  4 6 4-  c Minuten,  4d+  e Secunden 
in  Bogen  zu  verwandeln,  so  ist  dies  gleich: 

1 5 a 4-  6 Graden , 1 5 c 4-  d Minuten  und  1 5 e Secunden. 
also  15**  57'  1 5".  117  = 225-1-14  Graden,  15-f  3 Minuten  und  46.  75 Sec. 

= 239®  18'  46".  73 
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In  einem  bentimmten  Kalle  liiaaen  sich  die  Coordinaten  auch  durch  In- 
strumente der  $nten  Gattung  finden,  niimlieh  beim  Durchgänge  der 
Sterne  durch  den  Meridian,  da  man  die  Kectaacensiooen  durch  die  Be- 
obachtung der  Durchgangszeiten,  die  Declinationen  durch  die  Beobach- 
tung der  Höhen  der  Sterne  im  Meridian  erhält,  wenn  die  Aequator- 
oder  Polböhe  des  Beobachtungsortes  bekannt  ist.  Zu  diesen  Beobachtun- 
gen dient  der  Meridiankreis,  ein  Höhenkreis,  welcher  in  der  Ebene  des 
Meridians  aufgestellt  ist.  Soll  das  Instrument  nicht  zum  Ilöhenmessen, 
sondern  blos  zur  Beobachtung  der  Durchgangszeiten  der  Sterne  durch 
den  Meridian  dienen,  ist  dasselbe  also  ein  reines  Azimutalinstrument, 
welches  in  der  Ebene  des  Meridians  aufgestellt  ist,  so  heifst  es  Passagen- 
instrument. Beobachtet  man  an  einem  solchen  Instrumente  nach  einer 
guten  Uhr  die  Durchgangszeiten  der  Sterne  durch  den  Meridian,  so 
findet  man  ihre  Rectascensionsunteifschiede.  Dafs  der  Anfangspunct  der 
Rectascensionen  nicht  unmittelbar  zu  beobachten  ist,  macht  es  etwas 
schwieriger  die  absoluten  Rectascensionen  zu  finden. 

4.  Das  vierte  Coordinatcnsystein  ist  nun  dasjenige,  des- 
sen Crmndebene  die  Ecliptic  ist.  Gröfste  Kreise,  welche 
durch  die  Pole  der  Ecliptic  gehen,  also  senkrecht  auf  dersel- 
ben stehen,  heifsen  Breitenkreise  und  der  Bogen  eines 
solchen  Breitenkreises,  welcher  zwischen  der  Ecliptic  und  dem 
Gestirne  enthalten  ist,  heifst  die  Breite  des  Gestirns.  Dieselbe 
ist  positiv,  wenn  das  Gestirn  in  der  nördlichen  der  beiden 
von  der  Ecliptic  gebildeten  Halbkugeln  liegt,  negativ,  wenn 
das  Gestirn  auf  der  südlichen  Halbkugel  liegt.  Die  andre 
Coordinatc,  die  Länge,  wird  in  der  Ecliptic  gezählt  und  ist 
der  Bogen  zwischen  dem  Breitenkreise  des  Gestirns  und  dem 
Frühlingspuncte.  Sic  wird  von  ü bis  360®  herum  in  demsel- 
ben Sinne  wie  die  Kectascension  gezählt,  also  der  täglichen 
Bewegung  des  Himmels  entgegengesetzt.  *)  Der  Breitenkreis, 
dessen  Länge  Null  ist,  heifst  der  Colur  der  Nachtgleichen, 
derjenige  dagegen,  dessen  Länge  90®  ist,  der  Colur  der  Son- 
nenwenden. Der  Bogen  die.ses  (’olurs,  welcher  zwischen  dem 


Die  Längen  der  Gestirne  werden  oft  auch  in  Zeichen  angegeben, 
deren  jedes  30  Grade  enthält.  So  ist  6 Zeichen  I.*)  Grade  = 195® 
Länge. 

4* 
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Aequator  und  der  Ecliptic  enthalten  ist,  iat  gleich  der  Schiefe 
der  Ecliptic;  dieselbe  ist  auch  gleich  dem  Bogen  des  gröfs- 
ten  Kreises  zwischen  dem  Pole  des  Aequators  und  der 
Ecliptic. 

Die  Länge  wird  im  Folgenden  immer  durch  A,  die  Breite 
durch  [i,  die  Schiefe  der  Ecliptic  durch  t bezeichnet. 

Drückt  man  die  sphärischen  Coordinaten  ß und  A durch  recht- 
winklige aus , bezogen  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Axen, 
von  denen  die  positive  Axe  der  z auf  der  Ecliptic  senkrecht 
und  nach  dem  Nordpole  derselben  gerichtet  ist,  während  die 
Axen  der  x und  y in  der  Ebene  der  Ecliptic  liegen  und  zwar  so, 
dafs  die  positive  Axe  der  x nach  dem  Nullpiincte,  die  positive 
Axe  der  y nach  dem  neunzigsten  Grrade  der  Längen  gerich- 
tet ist,  so  hat  man: 

x"'  = cog  ß cos  A. , y'"  = cos  ß sin  A , z'"  = sin  (3 

Anm.  In  früherer  Zeit  hatte  man  Instrumente,  an  denen  man  die 
ipharischen  Coordinaten  der  verschiedenen  Systeme,  also  auch  die  Längen 
und  Breiten  beobachten  konnte.  Jezt  sind  dieselben  nicht  mehr  im 
Gebrauch.  Die^Coordinaten  der  Länge  und  Breite  werden  nie  durch 
directe  Beobachtungen,  sondern  immer  nur  durch  Rechnung  aus  den 
Coordinaten  der  andern  Systeme  gefunden. 


II.  Die  Verwandlung  der  verschiedenen  Systenae  von 
Coordinaten  in  einander. 

5.  Um  den  Ort  eines  Gestirns,  der  auf  das  Coordina- 
tensjstem  der  Azimute  und  Höhen  bezogen  ist  auf  das  Coor- 
dinatensystem  der  Stundenwinkel  und  Declinationen  zu  redu- 
ciren,  hat  man  nur  die  Axe  der  z im  ersten  Systeme  in  der 
Ebene  der  x und  z nach  der  Sichtung  von  der  positiven 
Axe  der  x nach  der  positiven  Axe  der  z zu  um  den  Winkel 
90  — 9 (wo  9 die  Polhöhe  bezeichnet)  zu  drehen , da  die 
Axen  der  y in  beiden  Systemen  zusammenfallen,  und  erhält 
dann  nach  der  F'ormel  (la)  fiir  die  Transformation  der  Coor- 
dinaten oder  auch  nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigo- 
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nometrie,  wenn  man  das  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  dem 
Pole  und  dem  Sterne  betrachtet  *): 

sin  Ä = sin  (p  sin  h — cos  cos  h cos  A 
cos  5 sin  < = cos  A sin  A 

cos  6 cos  ( = sin  A cos  <p  + cos  A sin  cp  cos  A 

Will  man  die  Formeln  in  einer  zur  logarithmischcn  Be- 
rechnung bequemeren  Fonn  haben,  so  setze  man: 
sin  A = m cos  M 

cos  A cos  A = m sin  M , 

wodurch  man  erhält: 

sin  d = m sin  (cp  — A/) 
cos  5 sin  ( = cos  A sin  A 
cos  d cos  t = m cos  (cp  — AT) 

Diese  Formeln  geben  die  gesuchten  Grösfen  ohne  alle 
Zweideutigkeit.  Denn  da  alle  Stücke  durch  den  Sinus  und 
Cosinus  gefunden  werden,  so  hat  man  nur  auf  die  Zeichen 
gehörig  zu  achten,  um  fiir  die  gesuchten  Stücke  immer  die 
rechten  Quadranten  zu  nehmen.  Die  HUlfswinkel,  welcdie 
man  zur  Umformung  solcher  Formeln  einiiihrt,  haben  immer 
eine  geometrische  Bedeutung,  die  sich  in  jedem  Falle  leicht 
finden  lafst.  Geometrisch  betrachtet  beruht  nämlich  die  Ein- 
führung der  HUlfswinkel  darauf,  dafs  man  das  schiefwinklige 
sphärische  Dreieck  entweder  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke 
theilt  oder  aus  zwei  rechtwinkligen  zusammensetzt.  Im  ge- 
genwärtigen Falle  mufs  man  sich  von  dem  Stern  auf  die  ge- 
genüberliegende Seite  90  — cp  oder  deren  Verlängerung  ein 
Perpendikel  gefällt  denken  und  da: 

lang  A = cos  A cotang  Af 

SO  ist  nach  der  dritten  der  Formeln  (10)  in  Nr.  8 der  Einlei- 
tung M der  Bogen  zwischen  dem  Zenith  und  dem  Fufspuncte 

•)  Die  drei  Seiten  dietei  Dreiecke  sind  respectire: 

90  — A,  90  — d nnd  90  — cp 
and  die  denselben  gegenöberstehenden  IVinkel; 

t,  180— A und  der  Winkel  am  Stern. 
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des  Perpendikels;  ferner  ist  nach  der  ersten  der  Formeln  (10) 
m der  C'osinus  des  Perpendikels  selbst,  da: 

>ia  h = cos  P cos  M 

wenn  man  das  Perpendikel  durch  P bezeichnet: 

Es  sei  fiir  die  Polhöhe  9 = 52  “ 30'  16".0  gegeben : 

Ä = 16®  II'  44".  0 A = 202®  4'  15".5 
Dann  ist  die  Rechnung  die  folgende: 

cos  A 9. 9669481»  vt  sin  M 9.9493620» 

cos  A 9.9824139  m cos  M 9.4454744 

sin  A 9.5749045»  .W  = — 72®35'54".61 
sin  M 9.9796542» 
ip— jtf  = 125®6'l0".61 

sin(9-Af)  9.912817  1 «es  Ä sin  < 9 . 5573184»  sin  fi  9.8825249 
m 9.9697078  cos  d cos  7 9.7284114»  cos  6 9.8104999 
cos  (9  — 3/)  9.7597036»  t = 228  56  2.22  d = + 49  43  46.00 

cos  f 9.9189115» 


6.  Bei  weitem  häufiger  wird  der  umgekehrte  Fall  an- 
gewandt, wo  man  einen  Ort,  der  auf  das  Coordinatensystem 
der  Stundenwinkel  und  Declinationen  bezogen  ist,  auf  das 
Coordinatensystem  der  Azimute  und  Höhen  reduciren  will. 
Man  hat  dann  wieder  nach  Formel  (1)  fiir  die  Transformation 
der  Coordinaten  folgende  Gleichungen: 

sin  A = sin  9 sin  d + cos  9 hos  d cos  t 
cos  A sin  .4  = cos  d sin  t 

cos  A CO.S  A = — cos  9 sin  d + sin  9 cos  d cos  t 

denen  man  wieder  leicht  durch  Einfiihrung  von  Hülfswinkeln 
eine  bequemere  Form  geben  kann.  Setzt  man  nämlich: 

cos  d cos  ( = m cos  Af 
sin  d = m sin  Af 

80  ist: 

sin  A = »1  cos  (9  — 3/) 
cos  A sin  A = cos  d sin  t 
cos  A cos  A = m sin  (9  — 3f) 


Digitized  by  Google 


55 


oder  auch: 

cos  M tanir  t 

Ung  A = V 

»in  ((p  —M) 

, CO»  .1 

Ung  k — •) 

Ung  (9-.V) 

Sucht  man  die  Zenithdistauz  allein,  so  sind  die  folgenden 
t ornieln  bequem.  Aus  der  ersten  Jformel  fiir  sin  h erhält 
man: 

cos  z = CO»  (ip  — 6)  — 2 CO»  tp  cos  S sin  J/* 

oder: 

»in  4**  = sin  4(<p  — Ä)*  + cos  <p  co»  6 sin 
Setzt  man  nun: 

n = sin  |(tp  — 5) 
m .=  )/  cos  tp  CO»  5 

so  ist: 


»in  is’  = n*[l  +^»in  J t’J 

fl 

oder,  wenn  man  setzt: 


— »in  4 1 = tang  A. 


sin  4 ^ = 


n 

CO»  >. 


Ist  sin  A gröfser  als  cos  A so  ist  es  vortheilhadcr  die 
Formel: 

sin  4 z = — r .«n  4 1 

»in  A 

zu  berechnen.  Man  inufs  hier  übrigens,  wie  man  s|)äter  se- 
hen wird,  für  Sterne,  welche  südlich  vom  Zenith  ciilminircn 
tp—ö,  für  Sterne  dagegen,  die  nördlich  vom  Zenith  culmini- 
ren  5— <p  in  der  Formel  zur  Berechnung  von  n brauchen. 


*)  Da  das  Asimut  immur  auf  derselben  Seite  des  Meridians  liegt 
wie  der  Stondenwinkel , so  kann  man  such  bei  Anwendung  dieser  letzte- 
ren Formeln  niemals  Uber  den  Quadranten  im  Zweifel  sein,  in  welchmn 

man  dasselbe  zu  nehmen  hat. 
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Wendet  man  aui'  das  Dreieck  zwischen  dem  Zeuith,  dein 
Pole  und  dem  Sterne  die  (laul'sischen  Formeln  an,  so  erhält 
man,  wenn  man  den  Winkel  am  Sterne  mit  p bezeichnet: 

CO»  . »in  \(_A—p)  = »in  . »in  ^(tp  + 6) 

CO»  . CO»  i(A—p)  = CO»  D • CO* 

»in  . »in  | (.4+j>)  = »in  cos  |(q)  + 6) 

»in  . cos  J (■■*+/’)  = coi  »in  ^(9  — ö) 

Kechnet  man  das  Azimut  vom  Is’ordpuncte  aus,  wie  man 
es  fiir  den  Polarstern  wohl  thut,  so  hat  man  180  — .4  statt 
A in  diese  Formeln  einzutiihren  und  erhält : 

CO»  4*  • »in  + = CO»  • CO»  — 9I 

CO»  . CO»  1 (/>  + .!)  = »in  . »in  |(d  + 9) 

»in  . »in  i(p  — A)  = cos  D • 

»in  Jz  . co»  l(p  — ■■t)  = »in  | / . co»  l(<S  + 9) 

Uäu6g  kommt  der  Fall  vor,  dals  mau  für  eine  bestimmte 
Polhöhe  eine  grofse  Menge  solcher  Verwandlungen  zu  machen 
hat*),  fiir  welche  man  der  bequemeren  Kechnung  wegen  im 
voraus  Tafeln  berechnen  will.  Für  diesen  Fall  ist  die  zweite 
Transformation,  welche  in  Nr.  6 der  Einleitung  für  die  drei 
Grundgleichungcn  gegeben  ist,  besonders  bequem.  Man  er- 
hält die  fiir  den  jetzigen  Fall  geltenden  Formeln  leicht,  wenn 
man  in  den  dort  gegebenen  Gleichungen  beziehlich 
90  — A,  90-d,  90  — 9,  I80-.I  und  < 

statt 

o,  6,  c,  /I  und  A 

setzt.  Der  Deutliebkeit  wegen  soll  indels  diese  Transforma- 
tion mit  den  jetzigen  Gleichungen  wiederholt  werden.  Es  war: 

(a)  »in  A = »in  9 »in  ö -f  co»  c/i  co»  6 cos  t 

(A)  co»  A »in  ,4  = co»  6 »in  / 

(c)  CO»  A co»  A = — cos  9 »in  1)  + »in  9 co»  6 cos  t 

*)  Wenn  man  t.  B.  Sterne,  deren  Ort  durch  Rectsscension  und 
Declination  gegeben  ist,  an  einem  Instrumente  einstellen  will,  an  dem 
man  nur  Höhen  und  Azimute  ablesen  kann.  Man  muCi  dann  vorher 
aus  der  Rectascension  und  Stemzeit  den  Stundenwinkel  berechnen. 
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Bezeichnet  man  mit  .4,  und  6^  diejenigen  Werthe  von 
A und  6,  die  wenn  man  sie  in  die  vorstehenden  Gleichungen 
setz,  A = 0 geben,  so  hat  man: 

(d)  0 = sin  9 sin  6„  + cos  <p  cos  cos  t 

(e)  sin  Ag  — cos  sin  l 

(/)  cos  Ag  = — cos  <p  sin  6g  + sin  (p  cos  Sg  cos  l 

Multiplicirt  man  (/)  mit  cos  9 und  subtmhirt  davon  die 
Gleichung  (d),  nachdem  man  dieselbe  mit  sin  9 multiplicirt 
hat,  multiplicirt  man  ferner  die  Gleichung  (/)  mit  sin  9 und 
oddirt  dazu  die  Gleichung  (d),  nacht^ni  man  dieselbe  mit 
cos  9 multiplicirt  hat,  so  erhält  man: 

cos  .-tj  cos  9 — — sin 
cos  Ag  sin  9 = cos  cos  l (*-1) 
sin  Ag  — cos  Sg  sin  t 

Setzt  man  dann; 

sin  9 = sin  y cos  B 
cos  9 cos  t = sin  ^ sin  B (fi) 
cos  9 sin  < = cos  y 

so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (d): 

0 = siny  sin  (6,  + B) 

oder: 

«0  = - ß 

und  aus  (a): 

sin  & = sin  sin  (d  + B) 

Ferner  erhält  man,  wenn  man  vom  Producte  der  Glei- 
chungen (5)  und  (/■)  das  Product  der  Gleichungen  (c)  und 
(e)  abzieht: 

cos  A sin  (A—Ag)  = cos  9 sin  t sin  (d  — do)  = cos  y sin  (d  + ß) 

und  ebenso,  wenn  man  zum  Producte  der  Gleichungen 
und  (/)  das  Product  der  Gleichungen  (f>)  und  («)  und  das 
der  Gleichungen  (a)  und  (d)  addirt: 

cos  i cos(A  —Ag)  — cos  d cos  d,  sin  <*  + sind  sin  Sg  + cos  S cos  d,  cost’ 
= cos  (S—Sg)  = cos  (d  + ß) 
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Das  System  der  Formeln  ist  also  vollständig: 

sin  qj  = «in  y cos  B \ 
cos  cp  cos  t = sin  y sin  B\  (1) 

cos  <p  sin  < = cos  y 1 

sin  B = cos  cos  <p  . 
cos  B cos  t ■=  cos  sin  <p/  (2) 

• cos  ü sin  ( = sin  ' 

sin  A = sin  y sin  (ö  + B)\ 
cos  A cos  — = cos(d  + J3)  ( (S) 

cos  A sin  (A  — .4,)  = cos  y sin  (6+  B)  ’ 

Setzt  man  Z)  = sin  y,  C = cos  y,  A — •=:  u,  so  ge- 

hen diese  Formeln  in  die  folgenden  über: 

lang  B = cotg  9 cos  t 
lang  A^  = sin  9 Ung  t 
»ia  h = D sin  (fi  + 6) 
lang  u = C tang  (_B  + S) 

A = A„  + u 

und  D und  C sind  dann  der  Sinus  und  Cosinus  eines  Win- 
kels y,  der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

cotang  y = sin  B tang  t — cotang  9 sin  A„  *) 

Dies  sind  die  von  Gaufs  in  „Schumachers  Hülfstafeln, 
neu  herausgegeben  von  Warnstorff  pag.  135  ff.“  mitgetheil- 
ten  Formeln.  Bringt  man  nun  die  Gröfsen  D,  C,  B und  A, 
in  Tafeln,  deren  Argument  ( ist,  so  ist  also  die  Berechnung 
der  Höhe  und  des  Azimuts  aus  dem  Stundenwinkel  und  der 
Declination  auf  die  B^chnung  der  vorigen  Formeln: 

sin  A = /)  sin  (B+d) 
tang  u = C tang  (B  + d) 

A — A„  + u 

ziiriickgefiihrt.  ln  VVarnstorfls  Hülfstafeln  findet  man  eine  sol- 
che Tafel  fiir  die  Polhöhe  der  Altonaer  Sternwarte  be- 
rechnet. Man  hat  übrigens  nur  nöthig,  diese  Tafeln  von 

*)  Es  ist  näinlicb; 

cotang  9 sin  .4,  = — sin  d,  tang  i = sin  B tang  t 
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( c=  0 bis  < = 6h  zu  berechnen.  Denn  aus  der  Gleichung 
lang  = sin  tp  tang  t folgt , dafs  und  t immer  in  demsel- 
ben Quadranten  liegen,  dafs  man  also  fiir  einen  Stundenwinkel 
= 12''  —t  nur  180  — .4  zu  nehmen  hat.  Ferner  folgt  aus 
den  Gleichungen  fiir  B,  dafs  dieser  Winkel  negativ  wird, 
wenn  < > 6'’  oder  > 90®  ist  und  dafs  man  fiir  einen  Stun- 
denwinkel 12"  — t den  Werth  — ü anzuwenden  hat.  Die 
Gröfsen 

C — cos  (()  siu  t und  /J’  = sin  cp*  + cos  cp*  cos  <’ 

werden  dagegen  gar  nicht  geändert,  wenn  man  180— t statt  t 
in  diese  Ausdrücke  setzt.  Liegt  t zwischen  12'*  und  24",  so 
hat  man  nur  die  Rechnung  mit  dem  Coinplement  von  t zu 
24"  durchzufiihren  und  nacher  für  das  gefundene  A sein 
Gomplemcnt  zu  360®  zu  nehmen. 

Es  ist  nun  leicht,  die  geometrische  Bedeutung  der  Uülfs- 
winkel  zu  finden.  Da  5g  derjenige  Werth  von  5 ist,  der  in 
die  erste  der  ursprünglichen  Gleichungen  gesetzt,  A = 0 macht, 
so  ist  5g  die  Declination  desjenigen  Punctes,  in  welchem  der 
durch  den  Stern  gelegne  Stundenkreis  den  Horizont  schneidet 
und  ebenso  ist  A^  das  Azimut  dieses  Punctes.  Da  ferner 
ß = — 6„,  so  ist  B 8 der  Bogen  SF  Fig.  1.  *)  des  bis  zum 
Horizonte  verlängerten  Stundenkreises.  Betrachtet  man  dann 
das  rechtwinklige  Dreieck  FOK,  welches  vom  Horizonte, 
dem  Aequator  und  der  Seite  FK  = B gebildet  wird,  so  hat 
man  nach  der  sechsten  der  Formeln  (10)  der  Einleitung,  weil 
der  Winkel  an  O gleicli  90— cp  ist:  • 

sin  cp  = cos  B sin  OFK 

Da  aber  auch  sin  q>t=D  cos  B ist , so  ist  D der  Sinus, 
mithin  C der  Cosinus  des  Winkels  OFK.  Endlich  ist,  wie 
leicht  zu  sehen,  der  Bogen  FH  = Ag  und  der  Bogen  FG  = m. 


*)  In  dieser  Figur  ist  P der  Pol,  z das  Zenitb,  OU  der  Horizont. 
OA  der  Ae<]uator  und  S der  Stern. 
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Man  find*;t  also  die  vorher  gegebenen  Formeln  durch 
die  Rotrafhtnng  der  drei  rechtwinkligen  Dreiecke  PFH,  OFK 
und  SF< r.  Das  erste  Dreieck  giebt : 

liuig  A„  = tang  t ain  c|> 

das  zweite: 

lang  B = cotang  <p  coa  t 
cotang  ^ = ain  B tang  t = rotg  <p  sin 

und  endlich  das  dritte: 

ain  h = sin  y.sia  (ß  + 6) 
tang  u = cos  y . tauig  (B  + d) 

Derselben  Hiilfsgrörsen  kann  man  sich  nun  auch  fiir  die 
Auflösung  der  umgekehrten  in  Nr.  5 betrachteten  Aufgabe 
bedienen,  aus  der  Höhe  und  dem  Azimute  eines  Sterns  sei- 
nen Stundenwinkcl  und  seine  Declination  zu  berechnen.  Man 
hat  nämlich  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  SLK,  wenn  man 
LG  mit  B,  JjK  mit  u,  AL  mit  A«  und  den  Cosinus  des  Win- 
kele STJ(  mit  C,  den  Sinus  mit  D bezeichnet: 

C tang  (A  — B)  = tang  u 
D sin  (A— yt)  = sin  A 
und  I = A^  — u 

wo  jetzt : 

tang  B = cotang  q>  cos  .( 
tang  .4,  = sin  q>  lang  A 

und  D und  C die  Sinus  und  Cosinus  eines  Winkels  y sind, 
der  gegeben  ist  durch  die  rileichung: 

cotang  y = gin  B tang  .t 

Man  hat  also  fiir  die  Berechnung  der  Hüllsgröfsen  die- 
selben Formeln  wie  früher,  nur  mit  dem  Cntt^rschiede,  dals 
überall  .1  statt  t vorkommt,  und  man  kann  sich  daher  der- 
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Miben  Hiilfstafeln  wie  vorher  bedienen,  wenn  man  nur  jetzt 
als  Argument  das  in  Zeit  verwandelte  Azimut  nimmt. 

7.  Die  Tangente  des  Winkels  O,  welche  Gaufs  mit  E 
bezeichnet,  kann  dazu  dienen,  den  Winkel  am  Stern  in  dem 
Dreiecke  zwischen  Pol,  Zenith  und  Stern  zu  berechnen.  Die- 
ser von  dem  Vertical-  und  dem  Declinationskreise  gebildete 
Winkel,  welche  der  parallactische  Winkel  heifst,  wird 
sehr  häufig  gebraucht.  Hat  man  die  vorher  erwähnten  Hiilfs- 
tafeln,  in  denen  auch  die  Gröfse  E aufgefiihrt  ist,  so  erhält 
man  diesen  Winkel,  der  mit  p bezeichnet  werden  soll,  durch 
die  bequeme  Formel: 

^ “ cos(ö+6) 

wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  auf  das  rechtwinklige 
Dreieck  SGF  Fig.  1 die  fiinfle  der  Formeln  (10)  in  Nr.  8 
der  Einleitung  anwendet.  Hat  man  dagegen  die  Tafeln  nicht, 
so  erhält  man  durch  die  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie aus  dem  Dreiecke  SPZ\ 

cos  A sin  />  = cos  <p  sin  l 

cos  A cos  p = cos  sin  <p  — sin  6 cos  <p  cos  t 

oder,  wenn  man  setzt: 

cos  tp  cos  / = n sin  iV 
sin  (p  neos  A’ 

fiir  logarithmische  Rechnung  bequemer: 

cos  A sin  />  = cos  cp  sin  t 
cos  A cosp  = n cos  (6  + AT) 

Der  parallactische  Winkel  wird  unter  andern:  gebraucht, 
wenn  man  den  Einfiufs  berechnen  will,  den  eine  kleine  Aen- 
derung  in  dem  Azimut  und  der  Höhe  auf  den  Stundenwin- 
kel und  die  Declination  hat.  IVlan  erhält  nämlich,  wenn  man 
auf  das  Dreieck  zwischen  Pol,  Zenith  und  Sterne  die  erste 
und  dritte  der  Formeln  (11)  in  Nr.  9 der  Einleitung  an- 
wendet: 

ä6  — cot  pdh  + cot  t dtp  + cos  A sin p . d yt 
cos  6dt  — — sinpdA  + sintsinö.dtp  + cos  A cot  p.dA 
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iin«l  ebenso: 

dh  = cos  pdb  — OOS  Ad<p  — cos  6 sin  p.dl 
cos  hdA  = sin  pdS  — sin  .-1  sin  kdcp  + cos  6 cos  pdt 

H.  Um  die  (,'oordinatcn  der  Keetasceneion  und  Declina- 
tion  in  C'oordinafen  der  Länge  und  Breite  zu  verwandeln, 
hat  man  nur  die  Axe  der  /'  *)  in  der  Ebene  der  y"  z"  nach 

der  Richtung  von  der  positiven  Axe  der  y"  nach  der  positi- 

ven Axe  der  z"  um  den  Winkel  s,  der  gleich  der  Schiefe 
der  Ecliptic  ist,  zu  drehen.  Dann  erhält  man  nach  den  For- 
meln (la)  in  Nr.  1 der  Einleitung,  da  die  Axen  der  x"  und 
x'''  in  beiden  Systemen  zusammenfallcn: 

cos  ß cos  P.  — cos  6 cos  u 

cos  sin  A — cos  S sin  ix  cos  f + sin  d sin  } 

sin  ß = — cos  S sin  « sin  s + sin  Ä cos  f 

Diese  Formeln  kann  man  auch  wieder  ableiten,  indem 
man  das  Dreieck  zwischen  dem  Pole  des  Aequators,  dem 
Pole  der  Ecliptic  und  dem  Sterne  betrachtet,  in  welchem  die 
drei  Seiten  90— d,  90— ß und  e,  die  denselben  gegenüber- 
stehenden  Winkel  respective  90  — A,  90  + n und  der  Winkel 
am  Stern  sind. 

Um  die  obigen  Formeln  für  logarithmische  Rechnung 
bequem  einzurichten,  führe  man  die  Hülfsgröfsen  ein: 

M sin  PV  = sin  d 
M cosN  = cos  d sin  o 

wodurch  die  drei  Gleichungen  in  die  folgenden  übergehen: 

cos  ß cos  A = cos  d cos  a 
cos  ß sin  A = M cos  (A'— t) 
sin  ß = sin  (N—e) 


*)  S.  Nr.  3 dieses  Abschnitts. 
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oder,  wenn  inan  alle  Gröfsen  durch  Tangenten  sucht  und  iiir 
M seinen  Werth 


cos  6 sin  u 
cos  N 


siibstituirt,  in  die  folgenden: 
tang  8 


UngTV  = 


sin  a 


. cos  (N—t) 

tang  A =: — . tang  u 

* cos  iV  * 

tang  ß = tang  (N—t)  sin  A 


(i) 


Die  ursprünglichen  Formeln  geben  u und  8 ohne  alle 
Zweideutigkeit;  braucht  man  aber  die  Formeln  (b)  zur  Rech- 
nung, so  kann  es  zweifelhaft  sein,  in  welchem  Quadranten 
man  den  Winkel  A zu  nehmen  hat.  Aus  der  Gleichung 
cos  ß cos  A = cos  d cos  a 


folgt  aber,  dafs  man  den  Winkel  A immer  in  denjenigen  Qua- 
dranten zu  nehmen  hat,  der  einmal  dem  Zeichen  von  tang  A 
Genüge  leistet  und  dann  die  Bedingung  erfüllt,  dafs  cos  u 
und  cos  A dasselbe  Zeichen  haben. 

Als  ControUe  der  Rechnung  kann  man  noch  die  Glei- 
chung anwenden: 


cos  (N—i)  _ vosß  sliiA 


cos  N cosdsina 

die  durch  Division  der  Gleichungen: 

cos  p sin  A = A/  cos  (N—t) 

und: 

cos  8 sin  (Jt  = M cos  N 


(c) 


entsteht. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hülfsgrüfsen  läfst  sich 
leicht  finden.  N ist  der  Winkel,  welchen  der  den  Frühlings- 
punct  mit  dem  Sterne  verbindende  g^öfste  Kreis  mit  dem 
Aequator  bildet  und  N der  Sinus  dieses  Bogens  des  gröfnten 
Kreises. 
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Beispiel.  Ks  sei: 

a = 6“  88'  29".  30  d = - 16"  22'  35".  45 
t = 22"  27'  3l".  72 


dann  giebt  die  Berechnung  der  Formeln  (d)  und  (<*): 


CO»  6 9.9820131 

Umg  ö 9 . 4681562  n 

•in  a 9.0577098 
A7  = - 68"45'4l".88 
t = + 28  27  31  .72 
7V-f  = - 92  18  13  .60 
co»(J^-e)  8.5882086« 

cos  AT  9.5590069 


lang  a 

CO»  (N—e) 
CO»  N 


9 . 0605604 
9.0292017« 


X = 859"17'48".9I 


Ung(A"-t)  1.4114658 
»in  A.  8 . 0897298  « 
ß--  17®85'87".5S 
co$  ß=  9.9791948 


cos  p sin  A = 8.0689241« 
cos  d sin a = 9.0397224 
9.0292017^ 


Wendet  man  auf  das  Dreieck  zwischen  dem  Sterne,  dem 
Pole  des  Äquators  und  dem  Pole  der  Ecliptic  die  Gaufsischen 
Formeln  an,  so  erhält  man,  wenn  man  den  Winkel  am  Stern 
mit  90— E bezeichnet:*) 

sin  (45  — 4P)  sin  J (£— A)  = cos(45  + ’i'' 

sin  (45  — 4/3)  cos  4(£T— A)  = sin  (45  + 4«)  co»[45— J (t  — 6)] 
cos  (45  — 4/3)  sin  4(A’  + A)  = sin  (45  + |a)  sin  [45  — 4(f  — d)J 
CO»  (45  — 4/3)  cos  4(£  + A)  = coa(45  + 4ot)  cos [45  — | (f  + d)) 

Formeln,  die  besonders  bequem  sind,  wenn  man  zugleich  mit 
den  Gröfsen  A und  ß auch  die  Kenntnifs  des  Winkels  90  — 
E verlangt. 

Anm.  Encke  hat  im  Jahrbuche  für  1881  noch  Tafeln  gegeben, 
die  für  eine  genSherte  Berechnung  der  Länge  und  Breite  aus  der  Rec- 
tascension  und  Declination  äufserst  bequem  sind.  Sie  beruhen  auf  der 
cweiten  der  in  Nr.  6 der  Einleitung  gegebenen  Transformationen  der 
drei  Grundgleichungen,  ähnlich  wie  die  in  Nr.  6 dieses  Abschnitts  er- 
wähnten Tafeln. 


*)  6 aufs  Theoria  motus  pag.  64. 
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9.  Ftir  (len  umgekehrten  Fall,  wenn  inan  die  Coordina- 
ten  eines  Sternes  in  Bezug  auf  die  Eclipfic  in  Coordinaten 
in  Bezug  auf’  den  Acquator  verwandeln  will,  werden  die  For- 
meln ganz  ähnlich.  Man  erhält  dann  durch  die  Formeln  (1) 
für  die  Transformation  der  Coordinaten  oder  auch  aus  dem 
vorher  betrachteten  sphärisehen  Dreiecke; 

ros  6 cos  IX  = cos  ß cos  X 
cos  d sin  u = cos  sin  X cos  * — sin  fj  sin  £ 
sin  S = cos  ß sin  X sin  f + sin  ß cos  t 


Dieselben  Gleichungen  erhält  man  auch,  wenn  man  in 
den  drei  ursprünglichen  Gleichungen  in  Nr.  8 ß und  X mit  d 
und  IX  vertauscht  und  den  Winkel  £ negativ  nimmt.  Auf  die- 
selbe Weise  findet  man  dann  auch  aus  den  Formeln  (/>): 


tnii};  JV  = 
tann  IX  = 


sin  A 

cos  (jV+f ) 
cos  A' 


lang 


X 


taug  d = taug  (A'+.‘)  sin  ix 


und  au.s  (<■)  die  Prüf’iingsgleiehuiig: 

cos  (A'+s)  cos  d sin  ix 
cos  A'  cos  ji  sin  /. 

wo  jetzt  N den  Winkel  bedeutet , welchen  der  den  .Stern  mit 
dem  Frühlingspunctc  verbindende  gröfstc  Kreis  mit  der  Eelij)- 
tic  macht. 

Die  Gaursischen  Gleichungen  geben  endlich  fiir  diesen 

Fall : 

sin  (45  — Jd)  sin  i(K+(/)  = sin  (45  + J A)  sin  [45  — J (£  + fi)J 
sin  (45  — 16)  cos  1(A’  + «)  = cos(45  + ^A)  cos [45  — (r— (i)J 
cos(45  — ^d)  sin^(A'— u)  = cos(45+ JA)  sin  [45  — J(f— fi)J 
cos(45— Jd)  cos  J(J?— a)  = sin  (45+ JA.)  cos[45  — | (f  + jä)] 

Ein  Beispiel  für  diesen  Fall  anzufiihren  ist  nicht  weiter 
nüthig,  da  die  Formeln  den  früheren  ganz  ähnlich  sind. 

Anni.  Kür  die  Sonne,  welche  sich  immer  in  der  Ebene  der  Eclip- 
tik  bewegt,  werden  diese  Ausdrucke  einfacher.  Bezeichnet  man  niimlich 
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die  Länge  der  Sonne  durrh  /. , ihre  Kectascenaion  und  Declination  dorcli 
A und  1),  so  erhält  man; 

lang  A = lang  L cos  r 
sin  I)  = sin  L sin  t 


oder  nach : 


lang  D = tang  t sin  A 


IO.  Den  Winkel  am  Stci-ne  in  dem  Dreiecke  zwischen 
dem  Pole  des  Aequators,  dem  Pole  der  Kcliptic  und  dem 
Sterne,  welcher  von  dem  Declinations-  und  Breitenkreiso  ge- 
bildet wird,  findet  man  zugleich  mit  X und  oder  </  und  6, 
wenn  man  die  Gaufsischen  P'ormcln  zur  Berechnung  dieser 
Gröfsen  anwendet,  indem,  wenn  man  diesen  Winkel  mit  rj 
bezeichnet,  r^  = 90—K  ist.  Braucht  man  aber  diesen  Win- 
kel, ohne  die  Gaufsischen  P'ormeln  b(;reehnet  zu  haben,  so 
findet  man  denselben  durch  die  Gleichungen ; 

cos  {3  siti  r,  = cos  u sin  t 

cos  ß cos  r,  = cos  f co.«A  + sin  i sin  d sin  « 

oder: 

cos  ö sin  t;  = cos  / sin  f 

cos  S cos  I,  = cos  i cos  li  — sin  t sin  ß sin  /. 

oder,  wenn  man  setzt: 

cos  t 
siii  ( sin  u 

oder: 

cos  t — ri  cos  A' 
sin  t sin  Ä = n sin  A' 

durch  die  Gleichungen: 

cos  ß sin  tj  = cos  r»  sin  s 
cos  ß cos  r,  = m cos  (.1/— i) 

oder: 

cos  6 sin  Tj  — cos  Ä sin  i 
cos  6 cos  Jj  = n cos  (X+ß) 


— /«  cos  .V/ 
= r/i  sin  .1/ 
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Man  braucht  diesen  ^Vinkel  wieder,  wenn  in.in  den  Eiii- 
riufs  untersuelien  will,  den  kleine  Aenderiingen  in  den  Grölsen 
li  und  f auf  </  und  S und  umgekehrt  haben.  Man  erhält 
nämlich  wenn  man  auf  das  bctniohtcte  Dreieck  die  erste  und 
dritte  der  Formeln  (11)  in  Nr.  9 der  Einleitung  anwendet: 

äli  = co.stjfZd  — CO» 6 .sin  1;. (Zu  — .sin /. <Zf 
cosfifZ).  = sin  tj(Z6  + coeS  cosij. iZ«  + cos),  »in  (Zf 

und  umgekehrt: 

il6  = co.s  ij(Zji  + co.sß  »in  Uk  + .«in  <xdf 
cof  6 tlu  =—  sin  r^dji  + conß  co.srj.fZ).  — rosa  »in  S.de 

II.  Der  Vollständigkeit  wegen  sollen  jetzt  noch  die 
Formeln  für  die  Transformation  des  ersten  Coordinatensystems 
in  das  vierte  gegeben  wertlen,  wiewohl  dieselbe  nie  ange- 
wandt wird. 

Man  hat  zuerst  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  Horizonts: 

r = CO»  A cos  h 
y = »in  A cos  h 
z = »in  h 

Dreht  man  die  Axe  der  jr  in  der  Ebene  der  rz  nach 
der  po.sitiven  Seite  der  Axe  der  z zu  um  den  IVinkel  90— cp, 
•SO  erhält  man  die  neuen  Coordinaten: 

x'  = T »in  (fl  + * CO.»  (p 
= y 

z =:  2 sin  (p  — * CO»  q» 

Dreht  man  dann  die  Axe  der  x in  der  Ebene  der  x , 
»/,  die  die  Ebene  des  Aequators  ist,  um  den  Winkel  W,  so- 
dals  die  Axe  der  x jetzt  mit  dem  Frühlingspuncte  ziisam- 
iiuinfällt,  so  erhält  man,  wenn  man  bedenkt,  dafs  die  positive 
Axe  der  y"  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Rectascensionen 
gerichtet  sein  mufs  und  dafs  Stundenwinkel  und  Rectascen- 
sionen in  entgegengesetztem  Sinne  gezählt  werden: 

x"  = X cos  0 + y sin  0 
— y*  — y CO»  0 — 2*^  »in  0 

jt  

5* 
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Dreht  nmii  cmllidi  die  Axe  der  //"  in  der  Ebene  der 
y"  z'  nneli  der  positiven  Axe  der  c"  zu  um  den  Winkel  f, 
80  erhält  man: 

t"  — x" 

i/"  = y"  cos  f + z sin  f 

tn  ff  * t ff 

z = y smf  + r ross 

und  da  man  aufserdem  hat: 

■j”'  — cos  ^ cos  ). 
y"  — cos  |3  sin  A 
z'"  - sin  p 

so  kann  man  ihireli  Elimination  von  .r',  y , z'  und  y" , t" 
dann  A und  unmittelbar  durch  ,1,  h.  9,  <->  und  r ausdriieken. 


III.  Besondere  Erscheinungen  der  täglichen  Bewegung. 

12.  In  Nr.  t)  war  die  (ileicluiufc  gef'und<'u: 
sin  h = sin  9 sin  6 + cos  q>  cos  Ö cos  t 

Befindet  sich  das  Gestirn  im  Horizonte,  ist  also  A = t», 
so  erhält  man  hieraus: 

0 = sin  9 »in  6 + cos  9 cos  A cos 

oder: 

cos  /g  ~ — t.'ing  9 taug  6 (ft) 

Vermittelst  dieser  Formel  findet  man  also  fiir  eine  be- 
stimmte Polhöhc  9 den  Stundenwinkcl  eines  auf-  oder  unter- 
gehenden Gestirns,  dessen  Declination  <5  ist.  Den  Werth 
dieses  Stundenwinkels  absolut  genommen,  nennt  man  den  hal- 
ben Tagbogen  des  Sterns.  Kennt  man  die  Sternzcit,  zu 
welcher  der  Stern  durch  den  Meridian  geht  oder  seine  Rec- 
tascension,  so  kann  man  also  die  Sternzcit  des  Auf-  oder 
Untergangs  berechnen,  je  nachdem  man  den  absoluten  Werth 
von  t,  von  der  Rectascension  « abzieht  oder  zti  derselben 
hinzufUgt.  Daraus  folgt  übrigens  zugleich,  dafs  nur  unter 
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dem  Acquutor,  wo  ip  = 0 also  der  halbe  Tagbogen  aller 
Sterne  gleich  90“  iat,  diejenigen  Sterne,  welche  zu  gleicher 
Zeit  auigehen,  auch  zu  gleicher  Zeit  untergehen. 

Beispiel.  Man  soll  berechnen,  um  welche  Zeit  der 
Stern  Aretiinis  für  Berlin  auf-  und  untergehl.  Für  den  An- 
fang des  JaJires  1848  ist 

u = ö = + 

ferner  ist: 

t]>  = 5-.'"  :$o'  Iß" 

Man  hat  daher: 

tang  6 9.5B048  . Arcturus  geht  also  auf 

Ung  ip  0.  iT.')09  um  ßh  15'.  ü Stemzeit 

= I18“lß'.  H und  unter  um 

= 7'>53'7''  22'’  l'.8 

Ist  6 positiv,  steht  also  der  .Steni  nördlich  vom  Aequa- 
tor,  so  wird  für  Orte  unter  nördlicher  Breite  cos  negativ; 
dann  ist  also  t„  gröfser  als  90“  und  der  Stern  verweilt  daher 
längere  Zeit  über  dem  Horizonte  als  unter  demselben.  Für 
Sterne  mit  südlicher  Declination  wird  dagegen  kleiner  als 
90“,  diese  verweilen  also  für  Orte  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel dec  Erde  kürzere  Zeit  über  <lein  Horizonte  als  unter 
demselben.  Auf  der  südlichen  Halbkugel  der  Erde,  wo 
negative  Werthe  hat,  verhält  es  sich  umgekehrt,  indem  dort 
der  Tagbogen  der  südlichen  Sterne  gröfser  als  12  Stunden 
ist.  Ist  <p=0,  so  wird  t„  fiir  jeden  Werth  von  ö gleich  90“: 
unter  dem  Aequator  verweilen  also  alle  Sterne  gleich  lange 
Zeit  über  dem  Horizonte  wie  unter  demselben.  Ist  0 = 0, 
so  wird  ebenfalls  für  jeden  M'erth  von  9 <„  = 90“.  Für  Aequa- 
torsterne  ist  also  die  Zeit,  während  welcher  sie  über  dem 
Horizonte  sind,  fiir  alle  Orte  der  Erde  gleich  der  Zeit,  wäh- 
rend welcher  sie  unter  demselben  sind. 

Steht  also  die  Sonne  nördlich  vom  Aequator,  so  sind 
auf  der  nördlichen  Halbkugel  der  Erde  die  Tage  länger  als 
die  Nächte,  und  umgekehrt,  wenn  sie  südlich  steht.  Ist  aber 
die  Sonne  im  Aequator,  so  ist  fiir  alle  Orte  der  Erde  Tag 
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und  Nacht  gleich.  Unter  dem  Aequator  seihst  ist  dies  immer 
der  Fall. 

Der  Werth  von  wird  übrigens  nur  so  lange  möglich 
sein,  als  tang  tang  6 1 ist.  Soll  also  ein  Gestirn  für 

einen  Ort,  dessen  Polhöhe  tj)  ist,  noch  untergehen,  so  inuls 
tang  Ä cotang  tp  oder  <5  <!  90  — q>  sein.  Ist  6 = 90  — q>, 

so  wird  t = 180“  und  das  Gestirn  berührt  dann  nur  in  der 
untern  Culniination  den  Horizont.  Ist  6 > 90  — cp,  so  geht 
das  Gestirn  nie  unter,  ist  dagegen  die  südliche  Declinatiou 
gröfser  als  90  — qj,  so  kommt  das  Gestirn  gar  niclit  mehr 
über  den  Horizont. 

Da  die  Declination  der  Sonne  immer  zwischen  den  Gren- 
zen — f und  + f liegt,  so  haben  diejenigen  Orte  der  Erde, 
lür  welche  die  Sonne  auch  nur  einen  Tag  im  Jahre  nicht 
.auf-  oder  untergeht , eine  nördliche  oder  südliche  Polhöhe 
gleich  90  — £ oder  661“.  Diese  Orte  liegen  in  den  beiden 
Polarkreisen.  Die  den  Polen  der  Erde  noch  näher  liegenden 
Orte  haben  die  Sonne  im  Sommer  desto  längere  Zeit  unun- 
terbrochen über  dem  Horizonte  und  im  Winter  unter  dem- 
selben, je  näher  sie  selbst  den  Polen  liegen. 


Anni.  Die  Gleichung  fiir  den  Stundcnwinkel  des  Auf-  und  Uii 
tergangs  läfst  »ich  noch  in  eine  andre  Form  bringen.  Zieht  man  niim- 
lich  die  (ileichung  (a)  von  eins  ab  und  addirt  »io  auch  dazu,  so  ergiebl 
<bc  Division  der  beiden  neuen  Gleichungen. 


lang  1 ’ 


co.s  (tp  — 6) 
cos  (qv  + ö) 


Auch  diese  Gleichung  zeigt,  dafs  nur  möglich  ist,  so- 
lange cos  (9—6)  und  cos  (q>-l-d)  positiv  sind,  dals  also  nur 
diejenigen  Gestirne,  deren  südliche  oder  nörillichc  Declination 
kleiner  als  90  — qi  ist,  für  diesen  Ort  auf-  oder  iintergehen 
können. 


13.  Um  den  Pimet  des  Horizonts  zu  finden,  wo  ein 
Stern  auf-  und  untergelit.  hat  man  nur  in  der  in  Nr.  ge- 
fundenen Gleichung: 

sin  (S  = »in  q>  »in  h — co»  q>  co»  h cos  A 
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/(  =:  0 zu  setzen,  wodurch  inan  erhält: 


cos  A„ 


sin  6 
cos  (jt 


w 


Der  negative  Werth  von  ^ ist  flas  Azimut  des  Sterns 
bei  seinem  Aufgange,  der  positive  Werth  das  Azimut  bei 
seinem  Untergange.  Die  Entfernung  des  Sterns  vom  wahren 
Ost-  oder  Westpuncte  nennt  man  die  Morgen-  oder  Abend- 
weite des  Sterns.  Bezeichnet  man  diese  durch  A^,  so  ist: 

• Io  = + .1,. 


also: 


sm  6 

Mll  .■),  = 

cosip 


(<•) 


wo  A,  positiv  ist,  wenn  der  l’uiict  des  Auf-  oder  Untergangs 
vom  Ost-  oder  Westpuncte  nach  Norden  liegt,  negativ,  wenn 
derselbe  nach  Süden  Hegt. 

Der  Formel  (c)  fiir  die  Morgen-  und  Abendweite  kann 
man  auch  wieder  eine  andre  Gestalt  geben,  wenn  man  schreibt: 

1 + sin  .4,  sin  + sin  6 

I — sin .(,  sin  iji  — sin  fi 

WO  V’ = 9t)  — i;>  ist.  Daraus  erhält  man  dann: 


tang 


t^ng  j- 

tji  — 5 
Ung  - 


Für  Arcturus  erhält  mau  danach  mit  den  vorher  gege- 
benen Werthen  von  6 und  <}> 

= ,'J4“  8'.  3 

14.  Setzt  man  in  der  Gleichung: 

sin  /i  = sin  cp  sin  <5  + cos  C(>  cos  i5  cos  I 
1 — 2 sin  i t’  tiir  cos  t,  so  erhält  man: 

sin  A “ cos  (tp  — (5)  ' - co»  *p  cos  sin  jl’ 

Daraus  sieht  man  zuerst,  dafs  zu  gleichen  Werthen  von 
t zu  beiden  Seiten  des  Meridians  auch  gleiche  Höhen  gehö- 
ren. Ferner  wird,  weil  das  zweite  Glied  immer  negativ  ist. 
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h iUr  < 0 ein  Miixiinuni  und  dies  Maximum  selbst,  oder 

die  Höhe  des  Sterns  hei  seiner  oberen  Culinination,  ergiebt 
sieh  aus  der  (Jlcichung: 

sin  h = cos  (cp  — d)  (</) 

Für  die  untere  Cidiuinatiun  oder  liir  t = ISO”  wird  da- 
gegen /(  ein  Minimum,  wie  man  am  leichtesten  sicht,  wenn 
man  180  + t'  liir  t cinfiihrt,  wo  also  t'  von  dem  nördlichen 
Thcilc  des  Meridians  ab  gerechnet  ist.  Dann  wird  nämlich: 
sin  h = sin  cp  sin  8 — cos  cp  cos  d cos  / 
oder,  wenn  man  wieder  1—2  sin  ^ t'’  tiir  cos  t'  setzt: 
sin  A = cos  (180— cp— Ä)  + 2 cos  cp  cos  8 sin  j/’ 

Da  nun  beide  Glieder  der  rechten  Seite  positiv  sind , so 
inufs  sin  h also  auch  h fiir  t'  0 d.  h.  in  der  untern  Ciil- 
mination  der  Sterne  ein  Minimum  sein  und  zwar: 
sin  A = cos  (180— cp  — Ä)  (c) 

Aus  der  Gleichung  (d)  folgt,  dal's  IK)  — h oder  die  /e- 
nithdistanz  dos  Sterns  bei  seiner  oberen  Culmination  entwe- 
der cp  — <5  oder  c5  — cp  ist.  Da  nun  aber  die  Zenithdistanz 
immer  positiv  sein  miifs,  so  inufs  man,  solange  der  Stern  auf 
der  Südseite  des  Zeniths  cuhninirt , solange  also  d «C]  cp  Ist, 
f lir  die  Zenithdistanz  cp  — ö nehmen.  Culminirt  der  Stern  aber 
auf  der  Nordseite  des  Zeniths,  wo  also  c5  ]>.  cp  sein  mufs,  so 
hat  man  ö— cp  für  die  Zenithdistanz  zu  nehmen.  Für  die  Zenith- 
distanz bei  der  untemCulmination  erhält  man  aus  Gleichung  («) 
* = 180  — cp  — ö. 

Um  alle  drei  Fälle  unter  eine  algebraische  Form  zu 
bringen,  nimmt  man  als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Zc- 
nenithdistanz  der  Sterne  bei  ihrem  Durchgänge  durch  den 
Meridian. 

J = d-cp  (/■) 

Man  mufs  dann  südliche  Zenithdistanzen  negativ  und  in 
der  untern  Culmination  180— Ö statt  8 nehmen  oder  man 
mufs  im  Icztcm  Falle  8 von  dem  Puncte  des  Aequators  zu 
zählen  anfangen,  welcher  den  Meridian  sichtbar  durch- 
schncidet. 
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Uic  Dcclination  von  Lyrae  ist  38“  3^',  also  ist  fiir  die 
Folhöhe  von  Berlin  6 — 9 = — 13“  51.  Der  Stern  « Lyrae 
geht  also  bei  seiner  oberen  C'ulinination  fiir  Berlin  südlich 
vom  Zenith  in  einer  Entfernung  von  13“  51'  durch  den  Äle- 
ridian.  Ferner  ist  180  — 9 — ö oder  die  Zeniihdistauz  bei 
der  untern  Culiuination  gleich  88“  31'. 

15.  Die  gröfste  Höhe  eines  Gestirns  findet  nur  dann 
im  Meridian  statt,  wenn  die  Dcclination  desselben  während 
der  Zeit  seines  Verweilens  über  dem  Horizonte  sich  nicht 
ändert.  Ist  die  Dcclination  dagegen  veränderlich,  so  erreicht 
dos  Gestirn  aufserhalb  des  Meridians  seine  gröfste  Höhe. 
Differenzirt  man  die  Formel: 

COH  z = sin  9 sin  Ö + cos  9 cos  5 cos  l 
indem  man  6 und  t als  veränderlich  ansieht,  so  erhält 
man: 

— sin  zdz  = (sin  9 cos  6 — cos  9 sin  6 cos  <J  c/d  — cos  9 cos  ö sin  lät 
und  hieraus  fiir  den  Fall,  dafs  z ein  Maximum  oder  dz  — 0 
ist : 

dÖ, 

sin  t = — [lang  9 — tango  cos  t\ 


Aus  dieser  (ileichung  findet  man  den  Stundeiiwinkel  des 

Gestirns  zur  Zeit  seiner  gröfsten  Höhe.  ^ ist  das  Verhält- 

iiifs  der  Aenderung  der  Dcclination  zur  Aenderung  des  Stun- 
denwinkels, sodafs,  wenn  z.  B.  dt  eine  Bogensecunde  bedeu- 
ti  ö 

tet,  — die  Aenderung  der  Declination  in  .j-  einer  Zeitse- 

cunde  ist.  Da  dies  Verhältnifs  bei  allen  Gestirnen  klein  ist, 
so  wird  man  sin  t mit  dem  Bogen  vertauschen  und  cos  l gleich 
eins  setzen  können  und  erhält  dann  für  den  Stundcnwinkel 
der  gröfsten  Höhe: 


( 


dS . 

— [tang  9 


lang  6J 


20t>2(>5 

TH 


G) 


ti  ö 

WO  — die  Aenderung  der  Declination  in  einer  Zeitsecundc 
ist  und  t in  Zcitsecunden  gefunden  wird.  Diesen  Stunden- 
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Winkel  t hat  man  dann  immer  zu  der  Zeit  der  Culminatiun 
algebraisch  zu  addiren,  um  die  Zeit  der  gröfsten  Höhe  zu 
erhalten. 

C'ulminirt  das  Gestirn  südlich  vüin  Zenith  und  nähert 

dö 

sich  das  Gestirn  dein  Nordpole  ist  also  --  positiv,  so  findet, 

wenn  q>  positiv  ist,  die  gröfste  Höhe  nach  der  C'ulmination 
statt,  nimmt  dagegen  die  Declination  ab,  so  tritt  die  gröfste 
Höhe  vor  der  Culmination  ein.  Das  Umgekehrte  findet  statt, 
wenn  das  Gestirn  zwisclien  dem  Pole  und  Zenith  culininirt. 

16.  Differenzirt  man  die  Formel; 

sin  A = sin  cp  sin  8 + cos  tp  cos  6 cos  t 

nach  h und  t,  so  erhält  tnim  für  die  Höhenänderung  eines 
Sterns : 


oder 


COS  h - 
dt 


COS  <p  cos  8 sin  t 


dh 

dl 


cos  8 sin  p 


(A) 


da  cos  A sin  p = cos  q>  sin  t nach  Nr.  7 dieses  Abschniils  ist. 

Häufig  brniK-lit  man  auch  noch  den  zweiten  Differcnzial- 
qiiotientcn.  Es  ist  aber  : 

dp 

. — — cos  o cos  p — — 
d P ^ dt 


Differenzirt  man  nun  die  Gleichung: 

sin  ip  = sin  A sin  8 + cos  A cos  8 cos  p 
indem  man  A und  p als  veriinderlich  betrachtet,  so  erhält  man: 

0 . f ros  A sin  d — sin  A cos  Ö cos  nl  — r — cos  Acosdsinp  ^ 

' dl 


dt 


oder 


dp  CO»  (j)  CO»  A dh 

d I CO»  6 CO»  h »in  p d t 

CO»  cp  CO»  A 
= + ^ 

CO»  A 
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Sul)stituirt  inan  diesen  Ausdruck 
chung  s‘>  erhält  man: 


von 


die  (ilei- 


'il* 

dt* 


cos  Ö CO» 

: — cos  , ( cos  p 

8in  2 


(0 


Ebenso  hat  man: 


— = + cos  6 »in  p 
dl  ‘ 

d^z  cosÄ  CO» cp 

7— J = + COS.IC' 

dt  sm  z 


(*•) 


COS/J 


17.  Da  cos  6 sin  p = cos  9 sin  A , so  hat  inan  auch : 


dh 

~ — CO»  cp  sin  ,1 

dt  ^ 


Es  wird  also  — = ü,  also  /i  ein  Maximum  oder  Minimum 

u t 

sein,  wenn  A t=  ü,  also  der  Stern  im  Meridian  ist  und  zwar 
zeigt  der  zweite  Ditl'ereutialquotient,  dal's  h ein  Maximum 
wenn  A = 0 und  ein  Minimum  für  A = 180  ist. 

Ferner  wird  ^ ein  Maximmn  sein,  wenn  sin  A = + 1, 
dt  — 

also  A = 90®  oder  270®  ist.  Die  Höhe  eines  Sterns  ändert 

sich  also  am  schnellsten  in  dem  Augenblicke,  wo  derselbe 

durch  den  Verticalkrcis  geht,  dessen  Azimut  90®  oder  270® 

ist.  Diesen  Verticalkrcis  nennt  man  den  ersten  Vertical. 

Um  die  Zeit  des  Durchgangs  der  Sterne  durch  diesen 

ersten  Vertical,  sowie  ihre  Höhe  in  demselben  zu  finden,  hat 

man  nur  in  den  Formeln  in  Nr.  6 dieses  Abschnitts  A = 90® 

zu  setzen  oder  das  jetzt  rechtwinklige  Dreieck  zwischen  Stern, 

Zenith  und  Pol  zu  betrachten  und  erhält: 


tane  6 

0»  t = — — 
tang9 

»in  S 


»in  h = 


»109 


(0 


Ist  <5  > 9,  so  wird  cos  t unmöglich,  also  kommt  daun 
der  Stern  gar  nicht  mehr  in  den  ersten  Vertical,  sondern 
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culininirt  zwischen  Zenith  und  Pol.  Ist  6 negativ,  so  wird 
cos  t negativ,  da  aber  unter  nördlichen  Polhöhen  die  Stun- 
denwinkcl  der  südlichen  Sterne  immer  kleiner  als  90"  sind, 
solange  sich  dieselben  über  dem  Horizonte  befinden,  so  kom- 
men dieselben  auch  nicht  in  den  sichtbaren  Theil  des  ersten 
V erticals. 


Für  Arctunis  und  die  Polhöhe  von  Berlin  erhält  man: 
l = 73®  48'. 5 = 4'>  55'  14" 


und 


A = 25®  30'. 2 


Arcturus  kommt  also  fiir  Berlin  in  den  ersten  V’ertical 
vor  der  C'ulmination  um  9*"  13'.  5 und  nach  derselben  um 
19'"  3'.  9 Steriaeit.  Ist  der  Stundenwinkel  nahe  bei  0,  so 
findet  man  t durch  den  Cosinus  und  /<  durch  den  Sinus  sehr 
ungenau.  Man  erhält  aber  dann  aus  der  Formel  für  cos  t 
auf  dieselbe  Weise  wie  früher: 


lang  | 


sin  (9—6) 
sin  («p+<5) 


uud  nimmt  dann  fiir  die  Berechnung  der  Höhe  die  folgende 
Formel: 


coUing  A = taug  t cos  9 


IV.  Die  tägliche  Bewegung  als  Maals  der  Zeit. 

Sternzeit,  Sonnenzeit,  mittlere  Zeit. 

18.  Da  die  tägliche  Umdrehung  der  Himinelskugel  oder 
eigentlich  die  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Axe  vollkommen 
glclchftirmig  vor  sich  geht,  so  dient  uns  dieselbe  als  Mafs 


•)  Wie  man  auch  aa<  der  Gleichung  für  «iu  A «iehl,  die  für  A 
daun  einen  negativen  Werth  giebt. 
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der  Zeit,  die  wir  ja  in  einem  ebentalls  gleichförmigen  Fort- 
gänge begriffen  anschcn.  Die  Zeit,  welche  die  Erde  zu  einer 
einmaligen  Umdrehung  um  ihre  Axe  braucht,  also  die  Zeit, 
welche  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Culminationen 
desselben  Fixsterns  verfliefst,  nennt  man  einen  Sterntag. 
Man  fängt  denselben  zu  zählen  an,  oder  man  sagt,  dafs  es 
O*"  Sternzeit  ist  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Frühlings  Tag- 
end Nachtgleichenpunct  durch  den  Meridian  geht.  Ebenso 
sagt  man,  dafs  es  !'■,  2'',  3''  etc.  nach  Sternzeit  ist,  w'enn 
der  Stundenwinkel  des  Frühlingspiinctes  P,  2'',  3''  ete.  beträgt, 
d.  h.  also,  wenn  derjenige  Punct  des  Aequators  culminirt, 
dessen  ßectascension  l*",  2'’,  3'’  etc.  oder  15®,  30®,  45®  etc.  ist. 

Man  wird  in  der  Folge  sehen,  dafs  der  Frühlingspunct, 
überhaupt  die  Durchschnittspuncte  der  Ecliptic  und  des  Aequa- 
tors keine  festen  Punctc  sind,  sondern  dafs  sich  dieselben 
auf  dem  Aequator  rückwärts  bewegen.  Diese  Bewegung  ist 
aus  zweien  andern  zusammengesetzt,  von  denen  die  eine  der 
Zeit  proportional  ist,  also  sich  mit  der  täglichen  Bewegung 
der  Himmelskugel  verbindet,  die  andre  aber  eine  periodische 
ist.  Diese  letztere  Bewegung  bewirkt,  dafs  der  Stundenwinkel 
des  FrUhlingspunctcs  sich  nicht  vollkommen  gleichflirmig 
ändert,  dafs  also  die  Sternzeit  kein  vollkommen  gleichfiirmiges 
Maals  ist.  Indessen  ist  diese  Unglcichformigkeit  äufserst 
gering,  da  die  Periode  von  19  Jahren  nur  die  beiden  Maxi- 
ma  — 1”  und  + 1"  enthält. 

19.  V\  enn  die  Sonne  am  21.  März  im  Frühlings  Tag- 
und  Nachtglcichenpunctc  steht,  so  geht  sie  an  diesem  Tage 
nahe  um  0*>  Stemzeit  durch  den  Meridian.  Die  Sonne  be- 
wegt sich  nun  aber  in  der  Eclij)tic  vorwärts  und  da  sie  am 
23.  September  im  Herbst  Tag-  und  Nachtgleichenpuncte  steht, 
also  12’’  Rcctascension  hat,  so  culminirt  sie  an  diesem  Tage 
nahe  um  12*'  Stemzeit.  Die  Zeit  der  Culmination  und  ebenso 
also  des  Auf-  und  Untergangs  der  Sonne  durchläuft  daher 
in  einem  Jahre  alle  Zeiten  des  Sterntages  und  wegen  dieser 
Unbequemlichkeit  wird  die  .Sternzeit  im  bürgerlichen  Leben 
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nicht  iinguwendet , sondern  die  Sonne  selbst  als  Zeitmesser  ge- 
braucht. Miui  nennt  den  jedesmaligen  Stundenwinkel  der  Sonne 
die  wahre  Sonnenzeit  und  die  Zeit,  welche  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  Ciüminationen  der  Sonne  verfliel'st, 
einen  wahren  Sonnentag.  Es  ist  O**  wahre  Zeit  an  einem 
Orte,  wenn  die  Sonne  diircli  den  Meridian  dieses  Ortes  gellt. 

Diese  wahre  Zeit  hat  indessen  wieder  das  Unbequeme, 
dafs  sic  nicht  gleichtormig  fortgeht,  weil  die  Kectiiscension 
der  Sonne  sich  nicht  gleichförmig  ändert.  Einmal  nämlich 
bewegt  sich  die  ^onne  nicht  im  Acquator,  sondern  in  der 
Ecliptic  und  man  erhält  die  Kcctascension  a derselben  aus 
ihrer  Länge  A nach  Nr.  9 Anm.  durch  die  Formel: 

tang  a = tang  A cos  f 

oder,  wenn  tnan  hierauf  Formel  17  in  Nr.  11  der  Einlcitting 
anwendet,  durch  die  Reihe: 

u = A — tang  J f ’ i*in  2 A + J taug  J f * sin  4 A — . . etc. 

Daraus  sieht  man,  dafs  die  Kectascension  der  Sonne  un- 
gleichlÖrmig  wächst,  selbst  wenn  sich  die  Länge  derselben 
glcichitirmig  änderte.  Die  Sonne  bewegt  sich  aber  aufserdem 
auch  in  ihrer  Bahn  ungleichfiiruiig  und  die  theorische  Astro- 
nomie lehrt,  dafs  die  Länge  derselben  zu  irgend  einer  Zeit  l 
dargestellt  wird  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

A = /,  + ,nt  + 

wo  eine  von  der  Länge  der  Sonne  abhängige  periodische 
Function  i.st.  Aus  beiden  Ursachen  wächst  also  die  Kectas- 
cension der  Sonne,  tind  somit  auch  der  Stundenwinkcl  der- 
selben oder  die  wahre  Sonnenzeit  ungleichförmig.  Da  nun 
unsre  Uhren  eine  gleichförmige  Bewegung  haben,  also  die 
wahre  Sonnenzeit  nicht  angeben  können,  so  wird  dieselbe 
auch  nicht  im  bürgerlichen  Leben  angewandt,  sondern  man 
braucht  da  wieder  eine  gleichförmige  Zeit,  die  mittlere  Son- 
nenzeit. 

20.  Z wischen  zwei  aufeinander  folgenden  Durchgängen 
der  Sonne  durch  den  Friihlingspunct  verfliefsen  StitJ  . 24222 
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Stemtage  d.  h.  irgend  ein  bentiminter  Stern  wird  in  dieser 
Zeit,  die  man  das  tropische  Jahr  nennt,  so  oft  seinen 
täglichen  Umlauf  an  der  Himmelskngel  vollenden  oder  so  oft 
durch  den  Meridian  gehen.  Da  aber  die  Sonne  vermöge 
ihrer  eignen  Bewegung  in  der  Ecliptic,  in  eben  dieser  Zeit 
die  24  Stunden  des  Aequators  durchlaufen  hat,  so  wird  sie 
während  eines  tropischen  Jahres  genau  einmal  weniger  durch 
den  Meridian  gegangen  sein,  als  ein  Fixstern  d.  h.  300.24222 
Mal.  Man  hat  nun  das  tropische  Jahr  in  ebenso  viele  gleiche 
Tage  getheilf,  die  man  mittlere  Tage  nennt  und  von  denen 
ein  jeder  wieder  24  gleiche  Stunden  enthält,  sodafs  dos  tro- 
pische Jahr  gleich 

365  Tagen  5 Stunden  48  Minuten  47.8091  Secunden 

in  mittlerer  Zeit  ist.  Nimmt  man  also  an,  dafs  eine  fingirtc 
Sonne  sich  im  Aequator  mit  gleichüirmiger  Geschwindigkeit 
bewegt,  dafs  also  die  Kectascension  « derselben  iiir  irgend 
eine  Zeit,  t gegeben  ist  durch  den  Ausdruck: 

a = L + /iit 

wo  L die  mittlere  I,änge  der  Sonne  zu  Anfang  der  Zeit 
t und 

_ 360  

‘‘  ~ SC-I.  24222 

also  wenn  t in  mittleren  Tagen  ausgedrückt  wird  = 59'  8".  33 
ist,  so  wird  der  Stundenwinkel  dieser  mittleren  Sonne  die 
mittlere  Zeit  sein.  Der  mittlere  Tag  beginnt,  wenn  die 
Stemzeit  gleich  der  Länge  der  mittleren  Sonne  oder  wenn 
diese  fingirtc  mittlere  Sonne  im  Meridian  ist.  Bei  astrono- 
mischen Angaben  werden  dann  die  Stunden  von  ()''  bis  24'' 
fortgezählt. 

Die  mittlere  Sonne  wird  nun  vor  der  wahren  Sonne 
bald  voraus,  bald  hinter  derselben  zurück  sein,  Je  nach 
dem  Zeichen  der  periodischen  Glieder  ^ und  des  Gliedes 
— tang  \ sin  2 A welches  die  Kcduction  auf  die 

E cl ip t ic  genannt  wird.  Diesen  T’nterschicd zwischen  dermitt- 
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lercn  lind  wahren  Sonnenzeit  nennt  man  die  Zcitgleieliiing 
lind  man  nimmt  das  algebraisehc  Zeichen  derselben  immer  so 
an,  dafs  man  dieselbe  zur  wahren  Zeit  algebraisch  addiren  mufs, 
um  die  mittlere  Zeit  zu  erhalten.  Die  Zeitgleichung  ist  vier 
Mal  im  Jahre  Null  oder  die  mittlere  Zeit  ist  gleich  der  wah- 
ren, nämlich  am  14.  April,  am  14.  Juni,  am  31.  August  und 
am  23.  December  oder  an  den  darauf  folgenden  Tagen.  Zwi- 
schen dem  23.  December  und  dem  14.  April  erreicht  die  Zcit- 
gleichung  um  die  Mitte  des  Februars  den  Maximumwerth 
14'  34"  und  es  ist  in  diesem  Zeitraum  die  wahre  Zeit  hinter 
der  mittleren  zurück.  Zwischen  dem  14.  April  und  dem  14. 
Juni  trifft  in  der  Mitte  des  Mais  das  Maximum  3'  .’)4"  ein 
und  zwar  ist  dann  die  wahre  Zeit  vor  der  mittleren  voraus. 
Zwischen  dem  14.  Juni  und  dem  31.  August  tritt  das  Maxi- 
mum (>'  11"  gegen  das  Ende  des  Juli  ein  und  in  dieser  Pe- 
riode ist  die  wahre  Zeit  wieder  hinter  der  mittleren  zurück. 
Endlich  ist  zwischen  dem  31.  August  und  23.  December  das 
Maximum  in  der  Mitte  des  Xoveiiibers  10'  17"  und  hier  ist 
die  wahre  Zeit  wieder  der  mittleren  Zeit  voraus.  Die  Zeit- 
gleichung wird  in  den  astronomischen  Ephemeriden  aufgetührt 
und  man  findet  dieselbe  z.  B.  in  Encke’s  Jahrbuche  ftir  jeden 
wahren  Berliner  Mittag  angegeben.*)  Die  Dauer  eines  wah- 
ren Tages  beträgt  iin  Maximum,  welches  Ende  December 
eintrifft  24‘‘  0'  30". 0.  Das  Minimum,  welches  Mitte  Septem- 
ber stattfindet,  beträgt  dagegen  23''  59'  39". 0. 

In  der  Astronomie  kommen  nun  die  drei  verschiedenen 
Zeiten  in  Anwendung  und  es  ist  daher  nöthig,  die  Regeln  für 
die  Verwandlung  dieser  drei  Zeiten  in  einander  kennen  zu 
lernen. 


’)  Die  Berechnung  der  Zeitgleichiing  ge.«chicht  aus  den  .Sonneii- 
tafeln,  aus  denen  man  die  mittlere  und  wahre  Lange  und  ebenso  die 
mittlere  und  wahre  Rectascension  der  Sonne  für  jede  gegebene  Zeit 
finden  kann.  Die  besten  Sonncntafelu  .sind  die  von  lie.sscl  verbesser- 
ten Carlinischen  Tafeln  in  den  Effemeridi  astronomichc  di  Milano  per 
l’anno  1S44. 
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21.  Verwandlung  der  mittleren  Zeit  in  Stern- 
zeit und  umgekehrt.  Da  865.24222  mittlere  Tage  gleich 
866,24222  Stemtagen  sind,  so  ist; 

365  . 2422*^ 

ein  Stemtag  = - — ^ ” mittleren  Tagen 

^ ."»66  . 24222  ^ 

= einem  mittleren  Tage  — 3'.'>.V'.909  mittlcreZeit 

und  ein  mittlerer  Tag 

SS6  . 24222  „ 

= Stemtagen 

365.24222  ® 

= einem  Stemtage  -f-  8'  56".  555  Sterazeit. 

Ist  also  W die  Stemzeit,  M die  mittlere  Zeit  und  (->o  die 
Stemzeit,  die  fiir  Af  =0  d.  h.  fiir  den  Anfang  des  mittleren 
Tag  es  oder  fiir  den  mittleren  Mittag  statt  findet,  so  ist: 

, 24h-3'  55".  909 

und 


+ M 


246  + 8'  56".  555 
246 


l.^m  also  Stemzeit  in  mittlere  Zeit  und  umgekehrt  zu 
verwandeln,  mufs  man  die  Stemzeit  im  mittleren  Mittage 
d.  h.  also  die  Rectascension  der  mittleren  Sonne  zu  Anfang 
des  mittleren  Tages  kennen  und  da  dieselbe  täglich  um 
3' 56".  555347  zunimmt,  so  brauchte  dieselbe  nur  fiir  eine 
bestimmte  Epoche  gegeben  zu  sein.  In  den  astronomischen 
Ephemeriden  wird  diese  Gröfse  aber  der  Bequemlichkeit 
wegen  für  jeden  mittleren  Mittag  aufgeflihrt. 

Zur  weiteren  Erleichterung  der  Rechnung  hat  man  dann 
noch  Tafeln,  welche  die  Werthe  von 

246  — 3'  5.5".  909 
' ■ ‘ 

und 

246+3'  66".  565 


für  die  einzelnen  Werthe  der  Zeit  t geben.  Solche  Tafeln 
findet  man  ebenfalls  in  den  astronomischen  Ephemeriden  und 
in  allen  Sammlungen  astronomischer  Tafeln. 

6 
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Beiflpicl.  1849  Juni  9 14*'  16' 36".  85  Sternzeit  liit 
Berlin  in  mittlere  Zeit  zu  verwandeln. 

Die  Stemzeit  im  mittleren  Mittage  beträgt  nach  Encke's 
Jahrbuche  fiir  diesen  Tag: 

lO'  48".  30 

also  sind  vom  mittleren  Mittage  bis  zur  gegebenen  Zeit 
9*'  5'  48".  05  Sternzeit  verflossen  und  diese  sind  nach  den 
Hülfstafeln  oder  wenn  man  die  Multiplication  mit 

24*>-3'55".909 
24h  ■ 


macht,  9h  4'  18".  63  mittlere  Zeit.  Wäre  die  mittlere  Zeit 
gegeben,  so  würde  man  dieselbe  nach  den  Hülfstafeln  in  Stem- 
zeit verwandeln  und  diese  zu  der  Stemzeit  im  mittleren  Mit- 
tage addiren,  um  die  zu  der  gegebenen  mittleren  Zeit  gehö- 
rige Stemzeit  zu  finden. 

22.  Verwandlung  der  wahren  Zeit  in  mittlere 
Zeit  und  umgekehrt.  Um  wahre  Zeit  in  mittlere  Zeit  zu 
verwandeln,  hat  man  einfach  für  die  gegebene  wahre  Zeit 
die  Zeitgleichung  aus  den  Ephemeriden  zu  nehmen  und  diese 
zu  der  gegebenen  Zeit  algebraisch  hinzuzulcgen.  Nach  dem 
Berliner  Jahrbiiche  hat  man  die  Zeitgleichung  im  wahren 
Mittage: 


1849  Juni  8 
9 

10 


- l'  20".  73 
1 9.37 

0 .'>7  . 74 


I.  Difl. 

+ 1 l".  36 
I I 63 


II.  DlfT. 
+ O". 27 


Ist  also  die  wahre  Zeit  9h  5'  23".  60  für  den  9.  Juni  ge- 
geben, so  findet  man  dafiir  die  Zcitgleichung  — 1'4".98, 
also  die  mittlere  Zeit  9h  4'  18".  62. 

Um  mittlere  Zeit  in  wahre  zu  verwandeln  dient  dieselbe 
Zeitgleichung.  Da  diese  aber  in  den  Ephemeriden  fiir  wahre 
Zeit  gegeben  ist,  so  müfste  man  eigentlich  schon  die  wahre 
Zeit  kennen,  um  die  Zeitgleichung  interpoliren  zu  können. 
Bei  der  geringen  täglichen  Aenderung  derselben  wird  es  aber 
hinreichend  sein , wenn  man  die  gegebene  mittlere  Zeit  da- 
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durch  in  wahre  verwandelt,  dafs  man  eine  Zeitgleichung  an 
<lie  gegebene  Zeit  anbringt,  welche  nur  ungefähr  der  gege- 
nen  Zeit  entspricht.  Mit  dieser  genäherten  wahren  Zeit  intcr- 
polirt  inan  dann  die  Zeifgleichung.  Ist  z.  H.  die  mildere 
Zeit  9'' 4'  18".  62  gegeben,  so  nehme  man  als  Zeitgleichung 
— 1^.  Mit  der  wahren  Zeit  9*'  5^  18".  6 findet  man  dann  die 
Zeitgleichung  — 1'  4" . 98 , also  die  wahre  Zeit  P*"  23" . 60. 

23.  erwandlung  der  wahren  Zeit  in  Sternzeit 
und  umgekehrt.  Da  die  wahre  Zeit  nichts  anderes  als 
der  Stundenwinkcl  der  Sonne  ist,  so  braucht  man  nur  noch 
die  ßectascension  A der  Sonne  zu  kennen,  um  die  Stern- 
zeit aus  der  Gleichung: 

0 = IF  + 

zu  erhalten,  wo  \V  die  walire  Zeit  bezeichnet. 

Nach  dem  Enckcschcn  Jahrbuche  hat  man  die  folgen- 
den Rectaseensionen  der  Sonne  fiir  die  wahren  Mittage  in 
Berlin: 

[.  Diff. 

184  9 .Juni  8 5'  so".  7 9 , „ 

+ 4'  7".  96  „ 

9 9 38  . 7ft  „ + 0 -27 

4 8 . 2S 

10  13  46  . 98 

Soll  man  nun  9''  5'  23" . 60  wahre  Zeit  für  den  9.  Juni 
in  Stemzeit  verwandeln,  so  hat  man  für  diese  Zeit  die  Rec- 
tascension  der  Sonne  gleich  5''  11'  12".  75,  also  die  Stemzeit 
gleich  14''  16'  36".  35. 

Um  Stemzeit  in  wahre  Zeit  zu  verwandeln,  bedarf  man 
einer  genäherten  Kenntnifs  der  wahren  Zeit  für  dife  Interpola- 
tion der  geraden  Aufsteigung  der  Sonne.  Zieht  man  aber  von 
der  gegebenen  Stemzeit  die  Rectascension  der  Sonne  ab, 
welche  für  den  Anfang  des  Tages  gilt,  so  erhält  man  die 
Anzald  der  Stemstunden,  welche  seitdem  verflossen  sind. 
Diese  Stemstunden  mUfste  man  in  wahre  Zeit  verwandeln. 
Es  reicht  aber  hin,  dieselben  in  mittlere  Zeit  zu  verwandeln 
und  fiir  diese  'mittlere  Zeit  die  Rectascension  der  Sonne  zu 

6 • 
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mterpolirnn.  Zieht  man  diese  dann  von  der  ge^^ebenen  Stem- 
zeit  ab,  so  erhält  man  die  wahre  Zeit. 

Juni  9 ist  die  Kectaacension  der  Sonne  zu  Anfang  des  Tages 
gleich  S*"  9' 38".  75,  also  sind  bis  zur  Sternzeit  H**  16' 36". 35 
verflossen  9'' 6' 57".  60  Stemzeit  oder  9''5'28".(X)  mittlere 
Zeit.  Interpolirt  man  für  diese  Zeit  die  Rectascension  der 
Sonne,  so  erhält  man  wieder  5^  11'  12".  75,  also  die  wahre 
Zeit  9'-  5'  23'.  60. 

Man  kann  diese  VerM’andlung  übrigens  auch  ebenso  be- 
quem vornehmen,  wenn  man  aus  der  Stemzeit  die  mittlere 
Zeit  sucht  und  aus  dieser  vermittelst  der  Zeitgleichung  die 
wahre  Zeit. 
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ZWEITER  ABSCHNin. 


Correctionen  der  Beobachtungen,  welche  durch  den 
Standpunct  des  Beobachters  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  und  durch  die  Eigenschaften  des  Lichts  bedingt 

werden. 

Die  astronomischen  Tafeln  und  Ephemeriden  geben  immer 
die  Oerter  der  Gestirne,  wie  sie  vom  Mittelpuncte  der  Erde 
aus  erscheinen.  Für  unendlich  weit  entfernte  Gestirne  ist 
dieser  Ort  gleich  dem,  welchen  man  von  beliebigen  Puncten 
der  Oberfläche  der  Erde  beobachtet.  Hat  aber  die  Entfer- 
nung des  Gestirns  ein  angebbares  Verhältnifs  zum  Halbmes- 
ser der  Erde,  so  wird  der  Ort  des  Gestirns,  vom  Mittelpuncte 
der  Erde  gesehen,  verschieden  sein  von  dem  Orte,  welchen 
man  von  irgend  einem  Puncte  der  Oberfläche  der  Erde  aus 
beobachtet.  VViU  man  daher  den  beobachteten  Ort  eines  sol- 
chen Gestirns  mit  den  Tafeln  vergleichen,  so  mufs  man  Mit- 
tel haben,  durch  welche  man  den  vom  Mittelpuncte  der  Erde 
gesehenen  Ort  aus  dem  beobachteten  berechnen  kann.  Will 
man  umgekehrt  aus  dem  beobachteten  Orte  eines  solchen 
Gestirns  gegen  den  Horizont  des  Beobachters  z.  B.  in  Ver- 
bindung mit  seiner  bekannten  Position  in  Bezug  auf  den 
Aequator  andre  Gröfsen  berechnen,  so  mufs  man  dazu  die 
scheinbare  Position,  wie  sie  vom  Bcobachtungsorte  gesehen 
erscheint,  anwenden  und  mufs  also  die  vom  Mittelpuncte  ge- 
sehene, welche  die  Ephemeriden  geben,  in  die  scheinbare 
verw.mdeln. 
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Der  Winkel  ani  Gestirne,  weleher  dureh  die  beiden  Ge- 
sichtslinien vom  Mittelpuncte  der  Erde  und  von  dem  Orte 
auf  der  Oberfläche  nach  demselben  gebildet  wird,  heifst  die 
Parallaxe.  Man  mufs  also  Mittel  haben,  die  Parallaxen  der 
Gestirne  liir  beliebige  Zeiten  und  beliebige  Orte  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  berechnen  zu  können. 

Unsre  Erde  ist  ferner  von  einer  Atmosphäre  umgeben, 
welche  die  Eigcnschafl  hat,  das  Licht  zu  brechen.  Man 
sieht  daher  die  Gestirne  nicht  an  ihrem  wahren  Orte,  sondern 
in  der  Richtung,  welcher  der  in  der  Atmosphäre  gebrochene 
Lichtstralil  in  dem  Augenblicke  hat,  wo  derselbe  das  Auge 
des  Beobachters  triffi.  Der  Unterschied  dieser  Gcsichtslinie 
von  derjenigen,  in  welcher  man  den  Stern  sehen  würde,  wenn 
keine  Atmosphäre  vorhanden  wäre,  heifst  die  Refraction. 
Um  also  aus  den  Beobachtungen  der  Gestirne  ihre  wahren 
Oertcr  kennen  zu  lernen,  mufs  man  Mittel  besitzen,  um  die 
Refraction  für  jeden  Piinct  des  Himmels  und  flir  jeden  Zu- 
stand der  Atmosphäre  zu  bestimmen. 

Hätte  die  Erde  keine  eigne  Bewegung  oder  wäre  die 
Geschwindigkeit  des  Lichts  unendlich  mal  gröfser  als  die  Ge- 
schwindigkeit der  Erde,  so  würde  diese  Bewegung  keinen 
Einflufs  auf  den  scheinbaren  Ort  der  Sterne  haben.  Da  aber 
die  Geschwindigkeit  des  Lichts  zu  der  Geschwindigkeit  der 
Erde  ein  angebbares  Verhältnifs  hat,  so  sieht  ein  Beobachter 
auf  der  Erde  alle  Sterne  um  einen  kleinen  Winkel,  welcher 
von  diesem  Verhältnifs  abhängig  ist,  nach  derjenigen  Rich- 
tung vorgerückt,  nach  welcher  sich  die  Erde  bewegt.  Diesen 
kleinen  Winkel,  um  welchen  msui  die  Oerter  der  Sterne  ver- 
möge der  Bewegung  der  Erde  und  des  Lichts  geändert  sieht, 
heifst  die  Aberration.  Um  also  die  waliren  Oerter  der 
Sterne  aus  den  Beobachtungen  zu  erhalten,  mufs  man  Mittel 
haben,  um  die  beobachteten  scheinbaren  Oerter  von  dieser 
Aberration  zu  befreien. 
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I.  Die  Parallaxe. 


1.  Unsre  Erde  ist  keine  vollkommene  Kugel,  sondern 
ein  abgeplattetes  Sphäroid  d.  h.  ein  solches,  welches  durch 
Umdrehung  von  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstanden 
ist.  Bezeichnet  a die  halbe  grofse,  b die  halbe  kleine  Axe 
eines  solchen  Sphäroids  und  u die  Abplattung  in  Theilen 
der  halben  grofsen  Axe,  so  ist: 

a~b  ^ b 

a a 


Ist  teriier  t die  Excentricität  der  Erzeugungsellipse,  d.  h. 
also  derjenigen  Ellipse,  in  welcher  eine  diurch  die  halbe  kleine 
Axe  gelegte  Ebene  die  Oberfläche  des  Sphäroids  schneidet, 
so  ist,  wenn  man  dieselbe  ebenfalls  in  Theilen  der  halben 
grofsen  .\xe  ausdrückt: 


also  auch 


ferner 


I — 


h 

a 


= 1 l-f> 


« = 1 - l l-r* 


und 

Das  Verhältnifs  — ist  nun  nach  ßessels  Untersuchungen 
bei  der  Erde 


oder  es  ist: 


298 . 1528 
299  . 1628 


_ l 
“ “ 299  . 1528 

und  in  Toisen  ausgedrückt  ist: 

a = 3272077  .14  log  n = 6 . 5148236 
b = 3261  189  . 33  log  b = 6.5133693 
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In  der  Astronotnie  braucht  man  aber  nicht  die  Toiae, 
sondern  die  halbe  grofae  Axe  der  Erdbahn  als  Einheit.  Be- 
zeichnet man  mit  :t  den  Winkel,  unter  welchem  der  Aequa- 
torealhalbmesaer  der  Erde  oder  die  halbe  grofse  Axe  des 
Erdsphäroids  von  der  Sonne  aus  erscheint  und  ist  R die  halbe 
grofse  Axe  der  Erdbahn  oder  die  mittlere  Entfernung  der 
Erde  von  der  Sonne,  so  ist: 

II  = I{  sin  ■x 

oder 

*2  0 1>  2 ti  5 

Der  Winkel  x oder  die  Aequatoreal  - Horizontalparallaxc 
der  Sonne  ist  nach  Encke  gleich: 

8".  67116 

Es  ist  der  Winkel,  unter  welchem  der  Halbmesser  des 
Erdäquators  von  der  Sonne  aus  gesehen  wird,  wenn  die  Sonne 
für  die  Orte  des  Erdäquators  im  Horizonte  steht. 

2.  Um  nun  die  Parallaxe  eines  Gestirns  für  jeden  Ort 
auf  der  Oberfläche  berechnen  zu  können,  mufs  man  jeden 
Punct  auf  der  sphäroidischen  Erde  durch  Coordinaten  auf 
den  Mittelpunct  beziehen  können.  Als  erste  Coordinate  nimmt 
man  nun  die  Stemzeit  d.  h.  den  Winkel,  welche  eine  durch 
den  Beobachtungsort  und  die  halbe  kleine  Axe  gelegte  Ebene*) 
mit  der  Ebene  durch  die  halbe  kleine  Axe  und  den  Frühlings 
Tag-  und  Nachtgleichenpunct  macht.  Ist  dann  OAC’Fig.  2. 
die  Ebene  durch  den  Beobachtungsort  A und  durch  die  halbe 
kleine  Axe,  so  mufs  man  um  die  Lage  des  Ortes  A anzugeben, 
noch  die  Entfernung  AO  = ^ vom  Mittelpuncte  der  Erde  und 
den  Winkel  AOC,  den  man  die  verbesserte  Polhöhe 
nennt,  kennen. 

Diese  Gröfsen  kann  man  aber  immer  aus  der  Polhöhe 
ANC  tnämlich  dein  Winkel,  den  der  Horizont  von  A mit 


*)  Da  diene  Kbene  durch  diu  Weltpole  und  durch  da«  Zenith  den. 
Beobachtungnorten  geht,  so  üt  sie  die  Ebene  des  Meridians. 
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der  W'ehaxe  oder  den  die  Normale  ,4  A’  an  der  Oberfläche 
in  .1  mit  dem  Aequator  macht)  und  den  beiden  Axen  des 
Erdsphäroids  berechnen. 

Sind  nämlich  x und  y die  Coordinaten  des  Piinctes  .4 
in  Bezug  auf  den  Mittelpunct  O,  wenn  man  OC  als  Axe  der 
Absscissen,  02/  als  Axe  der  Ordinaten  ansieht,  so  hat  man 
weil  A ein  Punct  einer  Ellipse  ist,  deren  halbe  grofse  imd 
halbe  kleine  Axe  a und  />  sind,  die  Gleichung: 

+ b'x'  = «*  A* 


Da  nun,  wenn  inan  die  verbesserte  Pulhöhe  mit  ip'  be- 
zeichnet. 


ist,  da  man  ferner: 


lang  qi  = 


dx 

tang  tp  = - - 


hat,  indem  die  Polhöhe  <p  der  Winkel  ist,  welchen  die  Nor- 
male an  A mit  der  Axe  der  Absscissen  macht,  so  erhält  man, 
weil  die  Difterentialgleichung  der  Ellipse 

y _ b*  dx 
X a*  dt/ 

giebt,  zwischen  den  Gröfsen  q>  und  cp'  die  folgende  Gleichung: 


tang  cp  = - tang  tp 
n 


(«) 


Um  i;  zu  berechnen,  hat  man: 

C = V^x*+y*  = — 

' * cos  9 

Da  nun  aus  der  Gleichung  für  die  Ellipse 

a ^ 

^ 1 + ^,  tang  9'’  y'r  + Ung9-Ung9' 
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f’ulgt,  so  erhält  niiin: 


8 = 


a sec  q» 


^ 1 -f  tang  cp  lang  cp 


C08  cp 

COS  cp'  COS  (cp  —cp) 


(i) 


Durch  diese  beiden  Formeln  kann  man  also  fiir  jeden 
Ort  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  dessen  Polhöhe  <p  bekannt 
ist,  die  verbesserte  Polhühe  q>'  und  den  Radius  q berechnen. 

Für  die  Coordinaten  x und  y erhält  inan  noch  die  fol- 
genden Formeln,  die  auch  in  der  Folge  gebraucht  werden: 

o cos  cp 

) cos  cp*  + (1— f)*sincp’ 


und 


a cos  cp 
V 1 — £*  sin  cp* 


(c) 


, 6* 

y = r tang  cp  = a-  — ^ tang  cp  = a-  ( l - £ ’)  tang  cp 
a(l  — £*)  sin9 


1 1 — c*  sin  9* 


(J) 


Aus  der  Formel  (a)  kann  mau  9'  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, welche  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  q>  fort- 
schreitet. Man  erhält  nämlich  nach  Formel  (Iti)  in  Nr.  11 
der  Einleitung: 


9'  = 9 - 


n*-6*  . „ 

^,s.n2  9 


+ 


sin  4 9 — etc. 


M) 


oder,  wenn  man 


n — b 
a + b 


setzt : 

9=9-  sin  2 9 + i „s  ) »m  4 9 ~ ct'-  («) 

Berechnet  man  die  numerischen  Werthe  der  Coellicicn- 
ten  fiir  die  oben  gegebene  Abplattung  und  multiplicirt  die- 
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selben  mit  208265,  um  sie  in  Secunden  zu  erhalten,  so  be- 
kommt man: 

<p'  zz  cp  — 11*  so“.  65  sin  2 cp  + l“.  16  sin  4 qi  — ..  (C) 

woraus  man  z.  B.  für  die'  Polhiihc  von  Berlin  52'’  3t/  16".  O 
findet 

cp'  = 52"  19'  8".  :t 

Wiewohl  i;  selbst  sich  nicht  in  eine  so  elegante  Reihe 
wie  cp’  entwickeln  läfst,  so  kann  man  docdi  iiir  log  Q eine 
solche  finden.  *)  Die  Formel  (h)  giebt  nämlich: 


cos  cp'’  [l  + \ tang  q)’] 


Setzt  man  hierin  liir  cos  cp'^  seinen  Werth 

fl’ 

a*  + I)*  lang  cp’ 


SO  erhält  man: 

, _ (1*  cos  cp’  + 6*  sin  cp’ 

® a’  cos  9’  + i’  sin  cp’ 

_ ii‘  + ft'  + (fl’— ft*)  cos  2 9 
ci’  + Ä’  + (11*  — ft’)  cos  2 9 
_ (g’  + ft’)’  + (n’-ft’)*  + 2 (g’+ft’)  (o’-ft’)  cos  2 9 
(fl  + ft)’  + (g  — ft)’  + 2 (a  + ft)  (g  — ft)  cos  2 9 


also: 


g’  + ft’ 

-nTT 


[>  + 


+ 2 


g’-ft’ 

g’+ft’ 


cos  2 9]J 


+ 


Schreibt  man  die  Formel  logarithinisch  und  entwickelt 
die  Logarithmen  der  (Quadratwurzeln  nach  Formel  (15)  in 


*)  Rnckc,  Jahrbuch  für  1852  pag.  326,  wo  auch  Tafeln  gegeben 
sind,  aus  denen  man  für  jede  Polhohe  9'  und  log  c findet. 
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Nr.  11  der  Einleitung  in  Reihen,  die  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  von  2 9 forsch  reiten , so  erhält  man: 


log  hyp  g = log  kyp  ---  + 
n + b 


a — b 1 


i— rf  CO«  2 9 

'a’+6*  n + b\ 


j !i 

r-( 

2 

, / 

s jl 

etc, 

' -( 

7Vb)  I 


(D) 


oder  liir  Briggische  Logarithmen,  wenn  man  zugleich 


n — h 
fl  + Ä 


mit  n bezeichnet: 


log  fl  = 


1/  2n  \ 

+ M ' — , — n CO«  2 9 

[(1^) 


— etc. 


(«) 


wo  M den  Modulus  der  Briggischen  Logarithmen  bedeutet  und 
log  M - 9.6377843 

ist.  Berechnet  man  wieder  die  numerischen  Werthe  der 
Coefficienten,  so  erhält  man,  wenn  man  a = 1 nimmt; 

log(?  = 9.9992747  + 0.0007271  co»  2 9 - 0.0000018  co«  4 9 (/■•) 

und  daraus  z.  B.  fiir  die  Polhöhe  von  Berlin: 


log  5 = 9.9990880 

Kennt  man  also  die  Polhöhe  eines  Orts,  so  kann  man 
durch  die  Reihen  ((7)  und  (F)  die  verbesserte  Polhöhe  und- 
die  Entfernung  des  Orts  vom  Mittelpuncte  der  Erde  berech- 
nen und  durch  diese  Gröfsen  in  Verbindung  mit  der  Stem- 
zeit  die  Lage  des  Orts  gegen  den  Mittelpunct  der  Erde  in 
jedem  Augenblicke  angeben.  Denkt  man  sich  durch  den 
Mittelpunct  der  Erde  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
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gelegt,  dessen  Axe  der  £ senkrecht  auf  der  Ebene  des  Aequa- 
tors  steht,  während  die  Axen  der  a:  und  y in  der  Ebene  des 
Aequators  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x 
nach  dem  Eriihlingspuncte,  die  positive  Axe  dery  nach  dem 
90.  Grade  der  Kcctascensionen  gerichtet  ist,  so  kann  man  auch 
die  Lage  des  Ortes  auf  der  Oberfläche  gegen  den  Mittelpunct 
durch  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  ausdriieken : 

7 = COS  COS  0 
y = Q cos  cp^  sin  © (f/) 

2 — ^ sin  cp' 

3.  Die  Ebene,  in  welcher  die  Gesichtslinien  vom  Mit- 
telpuncte  der  Erde  und  vom  Beobachtungsorte  nach  dem  Ge- 
stirne liegen,  geht,  wenn  man  sich  die  Erde  als  sphärisch 
denkt,  nothwendiger  Weise  durch  das  Zenith  des  Beobach- 
tungsortes und  schneidet  also  die  scheinbare  Himmelskugel 
in  einem  Verticalkreise.  Daraus  folgt,  dafs  die  Parallaxe  nur 
die  Höhe  der  Gestirne  ändert,  das  Azimut  dagegen  ungeän- 
dert  läfst.  Ist  nun  A Fig.  2 der  Beobachtungsort,  Z sein 
Zenith,  der  Stern  und  0 der  Mittelpimct  der  Erde,  so  ist 
ZOS  die  wahre  vom  Mittelpuncte  der  Erde  gesehene  Zenith- 
distanz z,  dagegen  ZAS  die  scheinbare,  von  dem  Orte  A 
auf  der  Oberfläche  beobachtete  Zenithdistanz  z'.  Bezeichnet 
man  dann  die  Parallaxe  d.  h.  den  Winkel  an  S = z'  ~ z mit 
p,  so  ist; 


wo  A die  Entfernung  des  Gestirns  von  der  Erde  bedeutet, 
und  da  p'  aufser  beim  Monde  immer  nur  ein  sehr  kleiner 
Winkel  ist,  so  ist  es  erlaubt,  den  Sinus  mit  dem  Bogen  zu 
vertauschen  und  zu  setzen: 

P = ^ »in  »'•  206265 

Die  Horizontalparallaze  ist  also  dem  Sinus  der  scheinba- 
ren Zenithdistanz  proportional.  Sie  ist  im  Zenith  Null, 
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erreicht  Im  Horizonte  ihr  Maximum  und  liewirkt,  dala  man 
die  Höllen  aller  ( ieätirne  zu  niedrig  flicht.  Der  Maximum- 
werth  (hr  z =-  0 


^ 206265 

heiPet  die  Hurizontalp  arullaxe  und  der  Werth 
p = - 206265 

wo  a der  Halbmesser  des  Erdäquators  ist.  die  Horizontal- 
Aequatoralparallaxc. 

Bisher  ist  die  Erde  als  sphärisch  vorausgesetzt ; da  indes- 
sen die  Ertle  ein  Sphäroid  ist , so  geht  die  Ebene,  in  welcher 
die  Gesichtfllinicn  vom  Mittelpuncte  der  Erde  und  vom  Beob- 
achtungsorte nach  dem  Gestirne  liegen,  nicht  durch  das 
ZenIth  des  Beobachtiingsortes,  sondern  durch  den  Piinct,  in 
welchem  die  Linie  vom  Mittelpuncte  der  Erde  nach  dem  Beob- 
achtungsorte die  scheinbare  Himmelskugcl  trifft.  Es  wird 
daher  auch  das  Azimut  der  Gestirne  durch  die  Parallaxe  ge- 
ändert und  zugleich  wird  der  strenge  Ausdruck  für  die  Höhen- 
parallaxe  ein  andrer  sein  ids  der  eben  gegebene.  *) 

Denkt  man  sich  drei  auf  einander  senkrechte  Coordinaten- 
axen,  von  denen  die  postive  Axe  der  z nach  dem  Zenith  des 
Beobachtungsortes  gerichtet  ist,  während  die  Axen  der  x und 
_V  in  der  Ebene  des  Horizonts  liegen  und  zwar  so,  dafs  die 
positive  Axe  der  x nach  Süden,  die  positive  Axe  der  y nach 
Westen  gerichtet  ist,  so  sind  die  Coordinaten  eines  Gestirns 
in  Bezug  auf  diese  Axen: 

A’  sin  z'  cos  A'  , A'  sin  z'  sin  A'  und  A'  cos  z' 

WO  A'  die  Entfernung  des  Gestirns  vom  Beobachtungsorte,  z' 
und  A’  vom  Beobachtungsorte  gesehene  Zenithdistanz  und 
Azimut  bezeichnen. 


')  Der  Verf.  verdankt  die  folgende,  elegante  Entwickelung  der 
gütigen  Mittheilung  des  Herrn  Prof.  Encke. 
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Ferner  sind  die  Coordinatcn  des  Gestirns  in  Bezug  auf 
ein  Axensystem,  welches  dem  vorigen  parallel  ist  aber  durch 
den  Mittclpunct  der  Erde  geht; 

^ sin  z cos  A,  A sin  z sin  A und  A cos  z 

wenn  man  mit  A die  Entfernung  des  Gestirns  vom  Mittel- 
puncte  der  Enle  und  mit  z und  A die  vom  Mittelpunctc  der 
Erde  gesehene  Zenithdistanz  und  das  Azimut  bezeichnet. 
Da  nun  die  Coordinatcn  des  Mittelpunctes  der  Erde  in  Bezug 
auf  dos  erstere  System  respective; 

— p sin  (cp  — qi'),  0 und  — p cos 

sind,  so  hat  man  die  drei  Gleichungen: 

A'  sin  z'  cosA'  = A sin  z cos.'t  — p sin  (tp— q/) 

A'  sin  z sin  Ä = A sin  z sin  A 

A'  cos  z'  = A cos  z — p cos  (q>  — q>') 

oder : 


A'  sin  z'  sin  (A'  — A)  = p sin  (q>  — qi')  sin  A 

A'  sin  z'  cos  (A'—A)  = A sin  z — p sin  (q>— <p')  cos  A (n) 

A!  cos  z'  = A cos  z — p cos  (qi  — qi^) 

Multiplicirt  man  die  erste  (ileichung  mit  sin  A), 

die  zweite  mit  cos  | {A'  — A)  und  addirt  die  l’rodncte,  so 
erhält  man : 


A'  sin  z' 
A'  cos  z' 


A sin  z 


— p sin  (q>— q>') 


cos  + A) 
cos  \ {A'^) 


A cos  z — p cos  (9  — q>') 


Hetzt  man  dann: 


cos  \{Ä+A)  , 


(4) 


80 


wird: 


A'  sin  z'  = A sin  z — p cos  (qi  — q>')  tnng  y 
A'  cos  z'  =:  A cos  z — p cos  (q)  — q>*) 


oder: 


A'  sin  (z'-z)  = p cos  (q>-q)')  ^ 

A'  cos  (z'-z)  zz  A - p cos(q)-q>') 


(c) 
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und  auch  noch,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  sin  i (z'—z), 
die  zweite  mit  cos  | (/— «)  multiplicirt  und  die  l’roducte 
addirt : 

A'  = - Q (<p-?')  C08  [K^' - y] 

C08  y 

Dividirt  man  die  Gleichungen  (a),  (/>)  und  (e)  durch 
nimmt  man  ferner  den  Halbmesser  des  Erdäquators  als  Ein- 
heit an,  und  setzt: 

i 

wo  p also  die  Horizontal  - Aequatorealparallaxc  bezeichnet,  so 
erhält  man  nach  der  Formel  (12)  und  (IH)  in  \r.  11  der 
Einleitung: 


y = cos  A (<))  — cp')  — sin  A Ung  5 {A'  — A)  (<p— <;>') 
, sin  A sin  A'  cos  i(A'+A)  , . . 

— sjtT •■•  > 


COS  y 
J\\  » 


+ 5 f«"n;<cos(cp-^)y 

\ COS  y / * 

, , 11»  c sin  p cos  (9~cp') 

log  hyp  A — log  hyp  A — cos  (i  — J’) 


I /ß  sin  p cos  (<p  — <p') 


cos  y 

I 

cos  'I  (i  — J’)  etc. 


*)  Ks  ist  nämlich ; 

cos  i (yl'  + i4)  . , , cos  'i{A'  + Ay  , 

y = c-osT(.^^)  - -cosl(^-.0»  ‘-e(9-<P)’+- 

Setzt  man  hier  für  lang  (9—9')  die  Reihe 
(9-9')  + y (9-9')’  + .... 
so  erhält  man  leicht  den  im  Texte  gegebenen  Ausdruck. 
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Hiernach  ist  genähert  bis  auf  Grüfsen  von  der  ( )rdnung 
sin  (9—9'),  die  bei  der  Gröfse  y nie  in  Betracht  kommen 
werden : 


y = (9—9')  cos  A 

und  man  erhält  tiir  die  Azimutalparallaxe: 

^C  »ini^sin(y-9')  ^ 
sin  z 

oder,  wenn  z sehr  klein  sein  sollte,  strenge: 

sin/>  sin  (9  — 9')  . ^ 

, sin  I 

t«ng  (.1  — .t)  = : : — ; jr- 

Q sin  />  sin  (9  - 9 ) 


cos  A 


Da  ferner: 

cos  (9  — 9')  _ cos  i (A'  + A)  sin  (9—9') 
cos  y cos  ^ (A'  — A)  sin  y 

also  sehr  nahe  gleich  1 ist,  so  erhält  mau  tiir  die  Parallaxe 
der  Zenithdistanz: 

t'  — z = p sin  p sin  fi  — (9  — 9^)  cos  A] 

oder  strenge: 

— sin  (z —z)  = 5 sin  /I  sin  |i  — (9—9')  cos  .tl 

— cos(:'— i)  = 1 — osin/»cos[s— (9— 9')  cos  /Ij 
A 

Für  den  Meridian  ist  also  die  Parallaxe  im  Azimut  Null 
und  die  Parallaxe  der  Zenithdistanz: 

X —z  = 5 sin  p sin  [2  — (9  — 9')] 


4.  Aehnlich  erhält  man  die  Parallaxe  für  Rectascension 
und  Declination.  Die  Coordinaten  eines  Gestirns  in  Bezug 
auf  die  Ebene  des  Aequators  und  den  Mittelpunct  der  Erde 
seien : 

A cos  6 cos  a.  A cos  Ä sin  « und  A sin  6 

7 
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Die  ticlieinbaren  C'oordinaten  in  Bezug  aut'  ilieselbe 
Ebene,  wie  sie  vom  Beobachtungsorte  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  erscheinen,  seien  dagegen: 

A'  cos  Ö*  cos  OL  , A'  cos  S sin  a und  A'  sin  6' 

Dann  hat  man,  weil  die  Coordinaten  des  Ortes  auf  der 
Oberfläche  in  Bezug  auf  den  Mittelpunct  der  Erde  und  fiir 
die  Grundebene  des  Aequators: 

Q cos  (p'  cos  O,  Q cos  sin  @ und  q sin  cp' 
sind,  zur  Bestimmung  von  A',  u und  die  drei  Gleichungen: 

A'  cos  S'  cos  a'  = A cos  6 cos  a — cos  <p’  cos  © 

A'  cos  6'  sin  (/  = A cos  6 sin  a — (J  cos  sin  0 (o) 

A'  sin  6'  = A sin  6 — Q sin  tp 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  sin  «,  die  zweite 
mit  cos  u und  zieht  beide  von  einander  ab,  so  erhält  man: 


A'  cos  6'  sin  {(X —ix)  = — g cos  tp  sin  (0— a) 

MiiltipHzirt  man  dagegen  die  erste  Gleichung  mit  cos  o, 
die  zweite  mit  sin  u und  addirt  beide,  so  findet  man: 

A'  cos  6’  cos  (»x'— (x)  =r  A cos  d — Q cos  <p’  cos  (©— 0«) 

Es  ist  mithin: 

, g'  cos  9'  sin  (a— 0) 

tsng  ((X  — m)  ^ Y i 7^ 

A cos  o — g cos  9 cos  (cx— 0) 

Q cos  0/  . , 

= V c (“-0) 

A cos  o 

Q cos  9' 

1 - ^ X cos  (ot-0> 

A cos  O 


oder,  wenn  man  hierauf  die  schon  oft  gebrauchte  Reihenent- 
wickehiiig  luiwendet : 


Q cos  9'  . ^ . fO  cos  9’\  ’ . 

= ^ sin  (tx-t-))  + J sin  2 (xx-0) 

A cos  o \A  cos  0/ 


Für  alle  Fälle,  den  Mond  ausgenommen,  reicht  man  mit 
dem  ersten  Gliede  dieser  Reihe  aus  und  hat  dann  ganz  ein- 
fach, wenn  man  für  g den  Halbmesser  des  Aequators  zur 
Einheit  nimmt  und  dann  im  Zähler  den  Factor  sin  x (wo  n 
die  Horizontal -Aequatoralpareallaxe  der  Sonne  ist)  hinzufugt, 
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damit  iin  Zähler  und  Nenner  dieselbe  Einheit,  nämlich  die 
halbe  grofse  Axe  der  Erdbahn  vorkommt: 


(ß) 


«'  — a 


9 sin  « cos  cp'  sin  (a— 0) 
A cos  S 


M — 0 ist  der  östliche  Stundenwinkel  des  Gestirns.  Die  Par- 
allaxe vergröfsert  also  die  Rectascensionen  der  Sterne  auf 
der  Ostseite  des  Meridians  und  vermindert  dieselben  auf  der 
Westseite.  Steht  das  Gestirn  im  Meridian,  so  ist  die  Parallaxe 
desselben  in  Rectascension  gleich  Null. 

Um  nun  auch  eine  ähnliche  Formel  ftir  ö'—6  zu  finden, 
setze  man  in  der  Formel  für 

A'  cos  6'  cos(«'  — u) 

jetzt 

1 — 2 sin  J-  («'  — m)  ’ 

Statt 

C»8  («'  — «), 

wodurch  man  erhält: 

A'  COS  ö'  = A CO«  A — 9 cos  cp'  cos  (0— a)  + 2 A'  co»  ö'  sin  J (a'  — «)’ 

Multiplicirt  und  dividirt  man  das  letzte  Glied  mit 
cos  \ (a'— (<),  .so  findet  man  hieraus,  wenn  inan  zugleich  die 
Formel: 

A’  cos  A’  sin  («' — a)  — — 9 cos  cp’  sin  (©  — <*) 

benutzt: 


A' 


A*  = A cos  A — 


, CO«  [0  — 4 (a'  + a)J 
® cos  4 (<*'— a) 


Führt  man  nun  die  Hülfsgröfsen  ein: 

ß sin  y = sin  (f 

cos  ro'  cos  [0—4  («'  + <*)J 

ßcosy  = ^ r 

cos  4 (<*  —<*) 

so  erhält  man  aus  (A): 


A'  cos  Ä'  = A co«  A — 9ß  co«  y 
und  aus  der  dritten  der  Gleichungen  (n): 

A'  «in  Ä*  = A «in  A — 9ß  »in  y 

7* 


(i) 


(f) 
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Aus  beiden  Gleichungen  findet  man  aber  leiclil : 

A'  sin  (S'—6)  = — ßj'J  sin  (y—S) 

A'  cos  (6'  — 6)  = A — Qii  cos  (y— Ä) 

oder: 

^ sin  (y-Ä) 

tnng  (ö'-<5)  = — 

1 — — cos  (y  — 6) 

A 


oder  auch  nach  der  l'oriiicl  (12)  in  Nr.  11  der  (Einleitung: 

S'  — 6 = — sin  (y-ö)—  I sin  2 (y  — 6)  ~ etc.  (C) 

• / 

Führt  man  hier  fiir  ti  seinen  VV'ertli  ein  und  setzt 

sm  y 

wieder  y sin  w statt  y,  um  im  Zaider  und  Nenner  dieselbe 
Einheit  zu  haben,  so  erhalt  man,  wenn  man  nur  das  erste 
Glied  der  Reihe  mitnimint: 

ß,  g _ Q sin  * sin  tp'  sin  (y— 6) 

A sin  y 


Setzt  man  noch  in  der  zweiten  der  Formeln  (e)  was 
immer  erlaubt  ist,  eins  statt  cos  | (a— ix)  und  <x  statt  cos  J(tx'+«) 
so  sind  also  die  vollständigen  Näherungsformcln  zur  lle- 
rechnung  der  Parallaxe  in  Rcctascension  und  Declinalion 
die  folgenden: 


u — a = — 


3T  (j  cos  cp'  sin  (0  — «) 
A ‘ cos  6 
Ung  cp' 
cos  (0— a) 

^ _ XQ  sin  cji'  sin  (y  — 6)  ’) 
A sin  y 


lang  y - 


*)  Fiir  den  Meridian  erhält  man  hieraus: 

6'  — 6 = — sin  (cp'  — fi)  = y ^ sin  fr  — (cp— ip')j 
also  die  Parallaxe  in  Declinalion  gleich  der  Hbhenparallaxe. 
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Hat  ditti  GtMÜrn  eine  sichtbare  Scheibe,  so  wird  sein 
scheinbarer  Halbmesser  von  der  Entfernung  abhängen  und 
man  wird  also  auch  dafiir  eine  Correction  nöthig  haben.  Es 
ist  aber: 


A‘  sin  (ßi—y)  = A sin  (5— y) 
A'  = A 

sin(fi  — y) 


und  da  sich  nun  die  Halbmesser,  so  lange  dieselben  kleine 
Winkel  sind,  umgekehrt  wie  die  Entfernungen  verhalten,  so 
hat  man: 


= R . 


sin  (Ä' — y) 
sin  (6— y) 


Beispiel.  1844  Sept.  3 wurde  in  Rom  um  20'’  41'  .38" 
Sternzeit  ein  von  de  Vico  entdeckter  Comet  beobachtet 


in  der  Rectascension  2°  S5'  55".  5 
und  in  der  Deelinalion  — 18  43  21  .6 


Der  Logarithmus  der  Entfernung  von  der  Erde  war  zu 
dieser  Zeit  9.28001,  ferner  ist  fiir  Rom 

9'  = 41"  42'.  5 

und 

log  Q = 9 . 99936 

Damit  ist  dann  die  Rechnung  iiir  die  Parallaxe  die 
folgende: 


0 in  Bogen  310“  24'.  5 

a 

2 35  .9 

0 

— a 

1 

I 

tang  9' 

9 . 94999 

V = 

55"  28'.  6 

cos  (0— a) 

9 . 78749 

s = - 

18  43  4 

sin  (0  — a) 

9 . 89765n 

y-S  = f 

74  12  . 0 

XQCO89' 

I . 52576n 

sin  (y— 5) 

9 . 98327 

A 

^Q8in<p' 

1 . 47ö76n 

sec  6 

0 . 02362 

A 

cosec  y 

0 . 08413 

log  (u'-ci) 

1 . 44703 

log  ö'— Ä = 

1 . 54316» 

II 

a 

1 

+ 27".  99 

6'~S  = 

- 34".  93 
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Wegen  der  Parallaxe  ist  also  damals  die  Kectascension 
des  Cometen  um  28".  0 gröfser  und  die  Declination  um  34".9 
kleiner  beobachtet,  als  man  sie  vom  Mittelpuncte  der  Erde 
gesehen  hätte.  Der  von  der  Parallaxe  befreite  Ort  des  Cometen 
ist  also: 

a = -2®  85'  27".  5 

6 = — 18  4 2 46  . 7 

Um  die  Parallaxe  eines’ Gestirns  für  Coordinaten,  welche 
auf  die  Grundebene  der  Ecliptic  bezogen  sind,  zu  erhalten, 
ist  es  nüthig,  die  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  in  Be- 
zug auf  den  Mittelpunct  der  Erde  fiir  dieselbe  Grundebene 
zu  kennen.  Verwandelt  man  aber  6)  und  cp'  in  Länge  und 
Breite  nach  Nr,  8 des  ersten  Abschnitts  und  erhält  man  da- 
für die  Werthe  l und  b,  so  sind  diese  Coordinaten: 

Q cos  6 cos  l 
d cos  b sin  l 
d sin  b 

und  man  hat  dann,  wenn  A',  p , A'  scheinbare  und  A,  ,3,  A 
wahre  Gröfsen  sind,  die  drei  Gleichungen: 

A'  cos  ^ cos  k'  = A OOS  cos  — d oos  b co»  l 
A'  cos  sin  k'  — A cos  |3  sin  A — g cos  b sin  l 
A'  sin  P'  = A sin  p — g sin  b 

woraus  man  ganz  ähnliche  Endfornieln,  wie  vorher  findet, 
nämlich ; 

*g  cos  b sin  (/— A) 

A cos  p 

Ung  b 
cos  (/  — A ) 

xg  sin  6 sin  (y— p) 

A sin  y 

ö und  cp'  sind  die  Rectascension  und  Declination  desjenigen 
Punctes,  in  welchem  der  verlängerte  Erdhalbmesser  die  schein- 
bare Himmelskugel  trifft,  l und  b sind  also  die  Länge  und 
Breite  desselben  Punctes.  Betrachtet  man  die  Erde  als  sphä- 


A'— A = 
lang  y = 
'2'-p  = 
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risch,  so  rällt  dieser  Punct  mit  dem  Zenith  zusammen  und 
man  nennt  die  Länge  desselben  auch  den  Nonagesimus, 
weil  der  dieser  Länge  entsprechende  Punet  der  Ecliptic  90® 
von  den  im  Horizonte  befindlichen  Puncten  derselben  absteht. 

i.  Da  die  Horizontalparallaxe  des  Mondes  oder  der 

Winkel  wenn  A die  Entfernung  des  Mondes  von  der 

Erde  bezeichnet,  immer  zwischen  54  und  61  Minuten  beträgt, 
so  reicht  man  bei  der  Berechnung  der  Mondsparallaxe  mit  dem 
ersten  Gliede  der  Reihe  für  </— « und  6'—S  nicht  aus,  son- 
dern man  mufs  dann  entweder  auf  die  höheren  Glieder  mit 
Rücksicht  nehmen  oder  die  strengen  Formeln  an  wenden. 

Man  suche  die  Parsdiaxe  des  Mondes  in  Rectascension 
und  Declination  für  Greenwich  den  10.  April  1848  um  10*’. 
Für  diese  Zeit  ist: 

a = "1^  48'  20".  26  = 115®  60'  S".  75 
Ä = + I6®27'22".9 
e=  llhl7'0".  02  = 169“  15' O".  SO 

die  Horizontalparallaxe 

p = 56'  57".  5 
R = 16'  8l".  3 

ferner  ist  für  Greenwich: 

«p'  = 51*17'  25".  4 
leg  9 = 9 . 9991134 

Fuhrt  man  die  Horizontalparallaxe  p des  Mundes  in  die 
beiden  in  Nr.  4 gefundenen  Reihen  fiir  a—u  und  ein, 

so  werden  diese: 

, i Q COS  qy  sin  />  . 

a ^a  = - 906266  r- ^ ^ sin 

( cos  0 

, /o  cos  tp' sin  b\  • . _ ^ 

' \ cos  O / 

. / o cos  tp'  »in  b\  ® , ) 
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und: 


6>-6  = - 206265  .in(y-tf) 

{ cosec  y ’ 


sin  (p 

sin  ;A  ’ 

. cosec 

y ) 

«l. 

'q  sin  qi' 

sin 

» \ 

^ cosec 

y / 

WO  inan  jetzt  zur  Berechnung  des  Hülfswinkels  y die  strenge 
Formel  anzuwenden  hat: 


tangy  = tangip' 


cos  5 (a'  — a) 
cosf©  — J (a'  + «)J 


Berechnet  mau  diese  Formeln,  so  erhält  mau  fiir  f/  — «: 


aus  dem  ersten  Gliede: 
„ „ zweiten  „ 

„ „ drtiten 

also  a—a  = 

und  fiir  <i'— 6: 


- 29'  45".  71 

- 11  .47 

- 0 ,08 

- 29' 57".  21 


aus  dem  ersten  Gliede  .* 

„ „ zweiten  „ 

.,  „ dritten  „ 

also  Ä'  —6  = 


- 36'  34".  21 

- 20  . 91 

- 0.12 

- 36'  55".  24 


Die  scheinbare  Kectascension  und  Declination  des  Mon- 
des ist  somit: 

a'  = 115»  20'  6".  54  6'  = 15»  50'  27".  66 


Zuletzt  erhält  man  noch  fiir  den  scheinbaren  Halbmesser 

ä'  = 15'  40".  20 


Zieht  man  es  vor,  die  Parallaxen  nach  den  strengen 
Formeln  zu  berechnen,  so  mufs  man  sich  diese  für  die  loga- 
rithmische  Rechnung  bequemer  einrichten.  Die  strenge  For- 
mel fiir  tang  («'— a)  war: 

, » , D cos  ro'  sin  u siii  (tt  — 0>  sw  6 

tang  (IX  —<x)  = ^ y- — i 1 („) 

1 — g cos  cp  sin  7>  cos  (a  — ©)  sec  6 ' ' 
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F<!rner  folgt  aus  den  beiden  Gleidjungen : 


und : 


S'  »in  6*  = sin  8 — g sin  cp'  sin  p 

S'  cos  A'  cos  (u'  — ex)  = cos  Ä — g cos  cp'  sin  p cos  (<x  - H) 
[sin  A'  — g sin  cp'  sin  p\  cos  (cx'— cx)  scc  8 


lang  A'  = 


Da  ferner: 


1 — g cos  cp  sin  p sec  A cos  (ix  — (-)) 


cos  A'  cos  (cx'— cx) 


o>) 


cos  A — g cos  cp'  sin  p cos  (cx  — 0) 

HU  erhält  man  noch: 

. . cos  A'  cos  (cx'— cx)  sec  A 

sm  ir  = 


(c) 


t — g cos  cp'  sin  p sec  A cos  (cx  — (-)) 

Führt  inan  nun  in  (a),  (A)  und  (c)  die  Uülfsgröfsen  ein: 

g sin  p cos  cp'  cos  (cx  — 0) 

cos  A = ; 

cos  o 

und: 

sin  C = g sin  p sin  cp' 

BO  erhält  man  die  fiir  logarithmieche  Rechnung  bequemen 
Formeln: 


und: 


, V i (?  P-  (cx— 0) 

uing  (a  -a)  = cos  A sin  i 

sin  1 (A  — C)  cos  i (A  + Ocos  («'  — cx) 

Ung  A = jf—: — r— Ti 

cos  0 sin  iA 


,y_i  CO»  ^ COS  (a'— a) 

cos  A sin  i A* 


Sucht  man  cx'—  a , A'  und  ü!  fiir  das  vorige  Beispiel  auch 
nach  diesen  Formeln,  so  erhält  man  fast  genau  wie  vorher: 
cx'-a  = - 29'  67".  21 

A = + 15®  50'  27".  68 
H'  = 16' 40".  21 


Für  die  strenge  Berechnung  der  Parallaxen  in  Länge 
und  Breite  erhält  man  ganz  ähnliche  Formeln,  in  denen  nur 
X',  A,  |i',  [i,  l und  h an  der  Stelle  von  cx',  cx,  A',  A,  0 und 
cp'  Vorkommen. 
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II.  Die  Refraction. 

6.  Die  Lichtstrahlen  gelangen  nicht  durcli  einen  leeren 
Kaum  zu  uns , sondern  durch  die  Atmosphäre  der  Erde.  Im 
leeren  Räume  gehen  die  Lichtstrahlen  geradlinig  fort;  wenn 
dieselben  aber  in  ein  andres  Mcdiiuii,  welches  das  Licht 
bricht,  eintreten , so  werden  sie  von  ihrer  ursprünglichen  Rich- 
tung abgelenkt.  Besteht  dieses  Medium  nun,  wie  unsre  At- 
mosphäre aus  unendlich  vielen  Schichten,  deren  Brechungs- 
krafl  sich  stetig  ändert,  so  wird  der  Weg  des  Lichtstrahls 
durch  dasselbe  eine  wirkliche  Curve  bilden.  Ein  Beobachter 
auf  der  Erde  sieht  nun  das  Object  in  der  Richtimg  der  letzten 
Tangente  der  Curve,  welche  der  Lichtstrahl  durchläuil  und 
mufs  aus  dieser  Richtung,  dem  scheinbaren  Orte  des  Objects 
auf  diejenige  Richtung  des  Lichtstrahls  schliefsen,  welche  der- 
selbe gehabt  haben  würde,  wenn  er  einen  leeren  Raum  durch- 
laufen hätte  d.  h.  auf  den  wahren  Ort  des  Objects.  Der 
Unterschied  beider  Richtungen  heifst  die  Refraction  und 
da  die  Curve,  welche  der  Weg  des  Lichtstrahls  in  der  At- 
mosphäre bildet,  dem  Beobachter  die  concave  Seite  zuwendet, 
so  sicht  man  wegen  der  Refraction  alle  Gestirne  in  einer  zu 
grofsen  Höhe. 

Im  Folgenden  wird  die  Gestalt  der  Erde  als  sphärisch 
vorausgesetzt,  da  der  Einflufs  der  sphäroidischen  Gestalt  der 
Erde  auf  die  Refraction  ganz  unbedeutend  ist.  Die  Atmosphäre 
wird  aus  concentrischen  Schichten  bestehend  angenommen, 
innerhalb  welcher  die  Dichtigkeit,  also  auch  die  davon  abhän- 
gende Brechungskrafl  constant  ist.  Um  nun  die  Aenderung 
der  Richtung  des  Lichtstrahls  in  jeder  Schicht  vermöge  der 
Brechung  zu  bestimmen,  mufs  man  die  Gesetze  der  Brechung 
des  Lichts  keimen.  Es  sind  ihrer  vier,  nämlich  die  folgenden : 
1)  Wenn  ein  Lichtstrahl  auf  irgend  eine  Fläche  eines  Kör- 
pers trifft,  welche  zwei  Medien  von  verschiedener  Brechbar- 
keit trennt,  so  lege  man  eine  tangirende  Ebene  an  den  Punct, 
wo  der  Lichtstrahl  einfallt,  ziehe  die  Normale  und  lege  durch 
dieselbe  und  den  Weg  des  Lichtstrahls  eine  Ebene,  so  wdrd 
der  Lichtstrahl  auch  nach  seinem  Eintritt  in  den  Körper  diese 
Ebene  nicht  verlassen. 
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2)  Wenn  inan  sich  die  Normale  auswärts  verlängert  denkt, 
so  wird  bei  einerlei  Medien  ftir  alle  Einfallswinkel  der  Sinus 
dieses  Einfallswinkels  (d.  h.  des  Winkels  zwischen  dem  ein- 
fallenden Strahl  und  der  Normale)  zum  Sinus  des  Brechungs- 
winkels (d.  h.  des  W'inkels  zwischen  dem  gebrochenen  Strahl 
und  der  Normale)  ein  constantes  Verhältnifs  haben.  Dieses 
Verhältnifs  nennt  man  den  Brechungsexponenten  fiir  diese 
zwei  Medien. 

3)  Wenn  der  Brechungsexpouent  zwischen  zwei  Medien  .4 
und  B gegeben  ist  und  ebenso  der  zwischen  zwei  andern 
Medien  B und  C,  so  ist  der  Brechungsexponent  zwischen  den 
Medien  A und  C das  zusammengesetzte  Verhältnifs  vom 
Brechungsexponenten  zwischen  A und  B und  dem  zwischen 
B und  C. 

4)  Ist  /I  der  Brechungsexponent  fiir  den  Uebergang  von 
einem  Aledium  A in  ein  andres  B,  so  ist  ^ der  Brechungs- 
exponent für  den  Uebergang  von  dem  Medium  B in  das 
Medium  A. 

Es  sei  nun  O Fig.  3 ein  Ort  auf  der  Oberfläche  der 
Erde,  C der  Mittelpunct  derselben,  iS  der  wahre  Ort  eines 
Sterns,  CJ  die  Normale  an  dem  Puncte  J,  in  welchem  der 
Lichtstrahl  SJ  die  erste  Schicht  der  Atmosphäre  trifft.  Ist 
dann  der  Brechungsexponent  für  diese  erste  Schicht  bekannt, 
so  kann  man  nach  den  Brechungsgesetzen  die  Richtung  des 
gebrochenen  Strahles  finden  und  erhält  dann  für  die  zweite 
Schicht  einen  neuen  Einfallswinkel.  Betrachtet  man  nun  die 
n.te  Schicht  und  ist  CN  die  Linie  vom  Mittelpuncte  der 
Erde  nach  dem  Puncte,  in  welchem  der  Lichtstrahl  die  n.te 
Schicht  trifft,  ist  ferner  der  Einfallswinkel,  /„  der  Brechungs- 
winkel, II,  der  Brechungsexponent  vom  leeren  Raume  in  die 
n.te,  /i„+i  dasselbe  für  die  n+lste  Schicht,  so  hat  man:*) 
sin  in  : sin/,  = : fh, 


•)  Diese  Brechungsexponenten  sind  Brüche,  deren  Zähler  grnfser 
als  der  Nenner.  Für  Schichten  an  der  Oberfläche  der  Erde  ist  z.  B. 

II  = 1 .000294  oder  nahe 
^ 3399 
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Ist  «laiin  N'  der  Puncl,  in  welchem  tler  LiuliUtrahl  die 
n+l»te  Sciiichl  trifft,  so  Imt  man  iin  Dreiecke  NCN',  wenn 
man  die  Entfernungen  der  Puncte  N und  N'  vom  Alittel- 
puncte  der  Erde  mit  r„  und  r„^i  bezeichnet: 

sin/«  : sin  i„+i  = r«+i  : r„ 

tind  aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  erstcren: 
r,  sin  i„  = r«+,  sin  i«+i/ii«+i 

Da  also  das  Product  aus  der  Entfernung  vom  Mittelpunct 
in  den  Brechungsexponenten  und  den  Sinus  des  Einfallswin- 
kels für  alle  Schichten  der  Atmosphäre  dasselbe  ist,  so  erhält 
man,  wenn  man  mit  a eine  Constante  bezeichnet,  als  allge- 
meines Gesetz  der  Refraction: 

r.f.1.  sin  < = a (o) 

wo  r,  fi  timl  i demselben  Puncte  der  Atmosphäre  zugehören 
müssen.  Für  die  Oberfläche  der  Erde  wird  nun  i d.  h.  der 
Winkel,  welchen  die  letzte  Tangente  des  Lichtstrahls  mit  der 
Normale  bildet,  gleich  der  scheinbaren  Zenithdistanz  z des 
Sterns.  Nennt  man  also  a den  Halbmesser  der  Erde  und  po 
den  Brecliungsexponcntcn  für  eine  Luftschicht  an  der  Ober- 
fläche der  Erde,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Constante 
« die  Gleichung: 

a fig  sin  2 = a (4) 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  Dichtigkeit  der  Atmosphäre 
sich  stetig  ändert,  dafs  also  die  Höhe  der  Schichten,  inner- 
halb welcher  die  Dichtigkeit  als  constant  angesehen  werden 
darf,  unendlich  klein  ist , so  wird  der  Weg  des  Lichtstrahls 
durch  die  Atmosphäre  eine  Curve,  deren  Gleichung  mau  be- 
stimmen kann.  Führt  man  Polarcoordinaten  ein  und  nennt  r 
den  Winkel,  welchen  jedes  r mit  dem  Radius  ('O  macht,  so 
erhält  man  leicht: 

tiv 

»•  T-  = 
ar 

Die  Richtung  der  letzten  Tangente  ist,  wie  man  eben 
gesehen  hat,  die  scheinbare  Zenithdistanz  z,  dagegen  ist  die 
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wahre  Zenithdistanz  4 der  Winkel,  welchen  die  verlängerte 
ursprüngliche  Richtung  SJ  des  liichtstrahle  mit  der  Normale 
macht.  Dies  4 hat  zwar  seinen  Scheitel  in  einem  andern 
Punctc  als  dem,  in  welchem  sich  das  Auge  des  Beobachters 
befindet ; da  indessen  die  Atmosphäre  nur  von  geringer  Höhe 
ist,  die  leuchtenden  Körper  dagegen  sehr  weit  entfernt  sind, 
überdies  auch  die  Refraction  selbst  ein  kleiner  Winkel  ist, 
so  wird  der  Unterschied  zwischen  dem  Winkel  4 und  der 
wahren  Zenithdistanz,  die  man  in  O beobachtet  hätte,  nur 
sehr  unbedeutend  sein.  Selbst  beim  Monde,  wo  dieser  Unter- 
schied noch  am  merklichsten  ist,  beträgt  derselbe  nur  einen 
sehr  kleinen  Theil  einer  Bogcnsecunde.  Man  kann  daher 
annehmen,  dafs  der  Winkel  4 die  wahre  Zenithdistanz  ist. 

An  dem  Puncte  N,  fiir  welchen  die  veränderlichen 
Gröfsen  i,  r und  gelten,  lege  man  nun  eine  Tangente  an 
den  Lichtstrahl,  die  mit  der  Normale  CO  den  Winkel  bil- 
det; dann  ist: 

^ = i+  .■  (.0 

Differenzirt  man  dann  die  allgemeine  Gleichung  (a)  loga- 
rithinisch,  so  erhält  man: 

tlr  ilfi 

— + cotang  t . lii  + = U 

r II 

und  aus  dieser  (Tleichiing  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen 
(c)  und  (d): 

, y • dft 

<li4  = — tangi  — ^ 

oder,  wenn  man  tang  / eliminirt  durch  die  (ileichung: 
tang  I - 

und  für  (/  seinen  Werth  — setzt: 

Po 


° 1 
— sin  z,ll,  dfi 

<i4f  = 

P |/p*  “P 


(<0 
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Ihts  integral  dieser  Gleichung,  genommen  zwischen  den 
Grenzen  s = i und  c!  = t,  ^ebt  dann  den  Betrag  der  Re- 
fraction.  Setzt  man: 


- = 1 -» 


so  kann  man  die  Gleichung  auch  so  schreiben: 

(1  — »)  sin 


äü  ^ - 


s*  — ^1  — '**-,^  + (2s  — s*)  sin 


(O 


Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  inülste  man  nun  s 
als  Function  von  jii  kennen.  Die  letztere  Gröfse  selbst  ist 
von  der  Dichtigkeit  abhängig  und  zwar  lehrt  die  Physik,  dafs 
die  Gröfse  — 1 , die  man  auch  die  brechende  Kraft  nennt, 
der  Dichtigkeit  proportional  ist.  Führt  man  also  als  neue 
Veränderliche  die  Dichtigkeit  o ein,  gegeben  durch  die 
Gleichung: 

n’  — 1 rg 

WO  8 eine  Constante  ist.  so  erhält  inan: 

dq 


i (l  — ,t)  sin  2 . r . 
- I +ro  1 / 


•+<•90 


, . ’—•>«(  I — * + (2,  — ,*)  ,in  i’ 

'+<^9o  f V l+cßo/ 


oder,  wenn  man  setzt: 

<~9o  /<*.’ 


a ( 1 — s)  sin  r 


=- 


+ <•»0  ,«o’ 

dj 

6o 


= 2 a 


I * ^ ^ I CO» 2*— 2«  ^ 1 — •)  «in 


CO 


Der  Coefficient 


ist  das  Quadrat  des  Verhältnisses  des  Brechungsexponenten 
fiir  eine  Schicht  deren  Radius  r zum  Brechungexponenten 
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einer  Schicht  an  der  Oberfläche  der  Erde.  Da  aber  fiir  die 
Grenze  der  Atmosphäre  = 1,  dagegen  fiir  die  Brechung 
vom  leeren  Kaum  in  Schichten  an  der  Oberfläche  der  Erde 

f>o  = tias  Verhältnifs  immer  zwischen 

diesen  engen  Grenzen.  Die  Gröfse  u ist  daher  klein  und 
man  kann  defshalb  statt  des  veränderlichen  Factors 


seinen  mittleren  Werth  zwischen  den  zwei  äiifsersten  Grenzen 
1 und  1 — 2 (t  d.  h.  den  constanten  Werth  1 — a nehmen. 

Um  die  Gleichung  / integriren  zu  können,  mufs  man 
nun  noch  « als  Function  von  g ausdrücken,  d.  h.  also  das 
Gesetz  bestimmen,  nach  welchem  sich  die  Dichtigkeit  der 
Atmosphäre  mit  der  Höhe  über  der  Erdoberfläche  ändert. 
Betrachtet  man  zuerst  die  Temperatur  der  Atmosphäre  als 
gleichförmig,  so  wird  die  Dichtigkeit  eine  reine  Function  des 
Druckes  oder  der  Elasticität  der  Luft  und  man  hat  nach  dem 
Mariottischen  Gesetze,  wenn  p den  Druck  der  Luft  für  einen 
Punct,  dessen  Entfernung  vom  Mittelpuncte  der  Erde  r ist, 
bezeichnet : 


P = Po 


ff 

ffo 


Erhebt  man  sich  dann  in  der  Atmosphäre  um  </r,  so  ist 
die  Abnahme  des  Druckes  gleich  der  kleinen  Luftsäule  gdr, 
multiplicirt  in  die  der  Entfernung  r entsprechende  Schwere  ff, 
also : 


oder,  da  auch: 


dp  = — ggdr 


S = 9o 


wo  ffo  die  Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde  bezeichnet : 

a’ 

<^P  = ~ 9o  ;ri  S 
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milhiii  auch: 


u 

Po  - = ,9o  " e ^ 

Wo  ^ 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  und  bestimmt  die  Ccyi- 
stnnte  dadurch,  dafs  für  y = go  auch  r = a ist,  so  erhält  man : 

(:-)  “ ^ 

e = ?o  e 


wo  e die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist.  Nennt  man 
dann  noch  l die  Höhe  einer  Luftsäule  von  der  Dichtig- 
keit 9o*)»  welche  vermöge  der  Schwere  (/„  dem  Drucke 
das  Gleichgewicht  hält,  so  dafs: 


Po  = 9o  Uo  i 

so  erhält  man  endlich,  weim  man  wieder 


r 


setzt: 


n.» 

ü = 8o  « ‘ 

Diese  Gleichung  giebt  also  für  jeden  Werth  von  s,  also 
lür  jeden  Werth  von  r die  Dichtigkeit  der  Luft  an  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  die  Temperatur  in  der  ganzen  Atmosphäre 
gleichförmig  ist.  Da  diese  Voraussetzung  indessen  der  Natur 
nicht  entspricht,  indem  die  Temperatur  der  Atmosphäre  nach 
einem  uns  unbekannten  Gesetze  mit  der  Höhe  abnimmt,  so 
ist  man  genöthigt,  irgend  eine  Hypothese  über  das  Gesetz, 
nach  welchem  die  Dichtigkeit  der  Atmosphäre  sich  ändert,  zu 
machen. 


*)  Dies  l ist  ftir  die  Temperatur  von  8°ßdaomur  gleich  4‘i2C.0.'>  Toisen. 
Es  ist  gleich  der  mittleren  Barometerhöho  an  der  Obcrdäohc  des  Meeres 
luiiltipUcirt  mit  der  relativen  Dichtigkeit  des  Quecksilber  gegen  Luft. 
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Bessel,  dem  wir  die  genauesten  Refractionstafeln  verdanken, 
nimmt  fiir  dies  Gesetz  den  folgenden  Ausdruck  an: 

A — / a.t 
? = Bo  « h ' t 

WO  fl  eine  Constante  ist,  die  so  bestimmt  werden  mufs,  dafs 
die  nach  diesem  Gesetze  berechneten  Refractionen  den  beob- 
achteten entsprechen.  Setzt  man  nun: 


TT“  = P 


(i7) 


und  führt  dann  in  die  Gleichung  (/)  statt  p seinen  durch 
die  Formel: 

C - 8.  ' ^ W 

gegebenen  Werth  ein,  so  erhält  inan: 


= + 


— 3.1 

«(1  « «in  * (1  — .<)  du 


(1— a)  CO«  — 2«  —e  ^ + (2«  — »’)  «in  ** 

oder,  wenn  man  die  Wurzelgröfse  nach  Potenzen  von  « ent- 
wickelt, indem  man  — sin  z*  als  einen  kleinen  Zuwachs  der 
übrigen  Glieder  unter  dem  Wurzelzeichen  betrachtet: 


= 


ajie 

-P*  • 

8in  z ds 

(1-a) 

J CO«  i’  — 2a 

^ + 2«  «in  z’  1 ^ 

uß  I dl 

-ß>  . j 

e «m  z 1 

co«z*  — 2 a ( 

,'-e  )(0 

(l-a)  ; 

etc. 

1 CO»  2u  ^ 

+ 2«  «in  z*|  ’ 

7.  Integrirt  man  die  Gleichung  (t)  nach  « zwischen  den 
Grenzen  » = H,  wo  H die  Höhe  der  Atmosphäre  ist  und 
« = 0,  so  erhält  man  den  Betrag  der  Kefraction.  Um  indessen 
positive  Zeichen  zu  erhalten,  werden  im  Folgenden  die  Gren- 
zen in  umgekehrter  Ordnung  genommen  werden,  sodafs  der 
dann  gefundene  Werth  fiir  die  Refraction  so  zu  verstehen 
ist,  dafs  man  denselben  zu  dem  scheinbaren  Orte  algebraisch 
addiren  mufs,  um  den  mittleren  Ort  zu  erhalten. 

8 
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Da  mm  » wegen  der  im  Vergleiche  zum  Erdhalbmesser 
geringen  Höhe  der  Atmosphäre  immer  nur  eine  kleine  Gröfse 
ist,  so  ist  tlas  erste  Glied  der  Reihe  für  de!  bedeutend  gröfser 
als  die  folgenden,  die  nur  einen  geringen  Einflufs  haben  und 
man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dafs  schon  das  zweite  Glied 
so  klein  ist,  dafs  es  immer  vernachlässigt  werden  kann.  Dies 
Glied  erreicht  nämlich  für  z = 90,  wenn  also  das  beobachtete 
Object  im  Horizonte  steht,  seinen  gröfsten  Werth,  nämlich; 

uß  .»  ,1s  e “ - 2ot  ^ 1 ) I 

(!-«)  I’ 

Um  diesen  Ausdruck  zu  integriren,  mufs  man  denselben 
in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  * entwickeln.  Bedenkt  man 
aber,  dafs  der  merklichste  Theil  des  Integrals  derjenige  ist, 
wo  s sehr  klein  ist,  so  braucht  man  nur  die  ersten  Glieder 
mitzunehmen  und  erhält  dann,  da; 


~ 3 .f 

a ß y j . ds  e [l  — 2 a i3] 

(1  — (x)  2l  [l  — aß]' 

Diesen  Ausdruck  hätte  man  nun  eigentlich  nach  s zwi- 
schen den  Grenzen  « = 0 und  s — H zu  integriren,  man  kann 
indessen  ohne  irgend  welchen  P'ehler  fiir  diese  Grenzen  auch 
0 und  « nehmen  und  findet  dann  fiir  das  Integral,  wenn 
man  bemerkt,  dafs; 

= hü’) 

0 

ist,  den  folgenden  Werth; 

«[l-2aß] 

4 (l-a)  fl-aßf  i 


Dies  Integral  ist  eine  von  den  in  der  Analysis  mit  P bezeich- 
neten  Kuiutionen,  den  sogenannten  Eulerschen  Integralen  und  zwar 

r(>). 
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Substitiiirte  man  hierin  die  später  vorkommenden  nume- 
rischen Werthe  der  Constanten,  so  würde  man  erhalten  0".  55 
und  da  dies  der  Maximumwerth  des  Integrals  des  zweiten 
Gliedes  ist,  welcher  überdies  nur  im  Horizonte  statt  hat,  so 
kann  man  dies  Glied  und  um  so  mehr  die  folgenden  Glieder 
ganz  vernachlässigen. 

Es  ist  also  nur  noch  das  erste  Glieil  der  Gleichung  (i) 
nämlich: 


= 


; d> 


(I— «)  jcoaj’  — 2a  ^ ~ ' 


- 


+ 2.v8in2 


>(  1 


(G 


P'ührt  man  hier  die  neue  V'^eränderliche  ein: 


,<f  = — a 


+ .• 


so  wird  der  Nenner  einfach: 

(1  — a)  feoa  r’  + 3s'  »in 

und  man  hat  dann  nur  noch  e </s  durch  «' aiisziidrückeii. 

Da  aber: 


/ , 

s ^ s + u 


(0 


80  kann  man  die  Gröfse  « indem  man  tür  « den  Werth 

aus  dieser  Gleichung  substituirt,  nach  Potenzen  von  a ent- 
wickeln. Setzt  man  nämlich  e * * = «,  so  hat  man  nach 
dem  Maclaurinschen  Lehrsätze: 

u = (7  + aq  + o’</,  + ....+  a"  7»  + ••  • • (<*) 

wo  U der  Werth  von  u tür  a = t*  oder  hier  e ^ ist  und 


7- 


1 .2.3 n 


für 


a = 0 


Man  braucht  also  nur  noch  den  Werth 


8 • 


fiir  « = 0 
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aua  der  Gleichung  (t)  zu  entwickeln, 
dieae  Gleichung: 


80  wird: 


i = r + ay 


Schreibt  tnan  aber 


alao  iat  auch: 

fdu\  __  /du\/dt\  _ /du\/d»\  __  du 

\da)  \daj\daj  ^ \da)\dt)  ^ dt 


(ß) 


Wenn  tnan  nun  ydu  in  Bezug  auf  t integrirt  und  nach- 
her wieder  in  Bezug  auf  ( differenzirt , wodurch  der  Werth 
von  ydu  nicht  geändert  wird,  ao  erhält  man: 

(S  = ra 

mithin : 

/d‘«\  ^ /dVy  du\ 

\day  \ da  dl  J 


Aua  der  Gleichung  (^)  folgt  aber,  wenn  man  fydu  atatt 
u aetzt: 


^d/y  du\^  _ ^'d/y*. 


alao  wird: 


Ganz  ähnlich  erhält  man  dann: 


und  allgemein: 


(d*  tt\  _ /d*yy*da 
da*/  \ dt* 


(y) 
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und  da  nun  fiir  a = 0 


y = 


(«) 


BO  erhält  man  endlich  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen 
(a),  (y)  und  (6): 


a*ß 


1 . 2 sinz 


17 


(0 


a*ß 

1 . 2 . S n sin  z * 


ds'  »-> 


In  der  Gleichung  (ifc)  war  nun  noch  der  Zähler  durch 
die  neue  Veränderliche  «'  auszudriicken.  Da  aber: 


ß dl  e 


-ß*  _ 


— — d . » 


-ßi 


80  wird  die  Gleichung  (^k)  jetzt,  wenn  man  d.e 
chung  (e)  entwickelt: 


^ * aus  Glei- 


aßsinzils' 
“s  = 


(1— a)[cosz*+2s'smz*]  ll 


(m) 


- p*' 

a d . 1 z 

sin  z* 

di‘ 

a*  d?  ! 

1.2sinz< 

dz" 

«"  d 

, )",^1 

d if'  " 


7 ctc. 


WO  in  dem  allgemeinen  Crliede  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gilt,  je  nachdem  n eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  iat. 
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E»  ist  aber: 

a’ 

^ 1.2.3...  Hsiii  z‘>" 

_ u"[i" 

~ 1 . 2 . 3 . . . n «in  I*  " 


(i/  '* 

ii*' 

n — nti/ 


)—  n.  n € 


1 . 2 


wie  man  leicht  sieht,  wenn  man 

— i«' 

in  eine  Reihe  entwickelt,  jedes  Glied  mit  fi  ‘ multiplicirt 
und  dann  nmal  nach  s'  differenzirt ; mithin  erhält  man,  wenn 
man  in  Gleichung  (m)  fiir  die  einzelnen  Glieder  diese  Reihen- 
entwickclung  substituirt: 

-ti*'  , 


« ji  sin  z ds 

1— a [cogi*  + 2s' sin  j*]V  | a|3  / — -i  [i$  — ß‘ 

‘ sin  -*  ' 


(") 


') 

) 


3.2  ,-2iis  -iis' 

+ 2 *e  ‘ -e  ' 

1.2 


und  diese  Gleichung  hat  man  nun  zwischen  den  gehörigen 
Grenzen  zu  integriren.  Das  Integral  niufs  aber  immer  von 
der  Oberfläche  der  Erde  bis  zur  Grenze  der  Atmosphäre, 
deren  Höhe  H sein  mag,  genommen  werden,  also  von  r = n 
bis  r = a + IJ.  Da  aber  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  die 
Dichtigkeit  derselben  Null  ist,  also  der  Lichtstrahl,  wenn  man 
denselben  vom  Auge  des  Beobachters  ausgehend  denkt,  keine 
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weitere  Brechung  erleidet,  so  kann  man  fiir  die  Grenzen 
auch  r •=  a und  r = co  nehmen , und  da : 


•t  I - — , 
r 


80  werden  also  die  Grenzen  in  Bezug  auf  diese  Veränder- 
liche s — 0 und  8=1,  mithin  in  Bezug  auf  t = 0 und 


*'  = l - 


a(l- 


) 


Aus  der  Gleichung  (4)  folgt  aber,  dafs  |3  eine  sehr  grofse 
Zahl  ist,  weil  un  der  Grenze  der  Atmosphäre  die  Dichtigkeit 
Null  ist,  also  die  Formel  w’enigstens  einen  so  kleinen  Werth 
fiir  Q geben  mufs,  dafs  man  ihn  ohne  allen  merklichen  Irrthum 

vernachlässigen  kann.  Die  Gröfsen  e ” werden  also, 
wenn  man  fiir  s die  obere  Ghrenze  substituirt,  sämmtlich  sehr 
klein  und  man  kann  daher  in  dem  Integral  der  Gleichung  (n) 
ohne  merklichen  Irrthum  s = 0 und  «'  = c/s  als  Grenzen 
nehmen. 

Die  Glieder  der  Gleichung  (n)  enthalten  nun  alle  einen 
Factor  von  der  Form: 


p da  e Bin  z 


(V) 


l/cos  **  + 2.»'  sin  z’ 

Führt  man  hier  eine  neue  Veränderliche  t ein,  gegeben 
durch  die  Gleichung: 


coa  , I , 

1 i + * = r*  ‘ 

sin  z pr 


SO  gellt  der  Differentialausdruck  (i,)  über  in; 

r p cos  z’  , 


IS  dt.  e -i  ^i" 


und,  wenn  inan  also  setzt: 


.f. 


— r 


dt  = e 


P r , 

— cotaiiK  z 

2 Iji  (r) 


(^) 
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wo  das  Integral  zwischen  den  (rrenzen 
t = cotang  i 

und  t = <yD  genommen  werden  soll,  so  wird; 

/o»  , 

ß ds'  sin  z e ^ (r) 

[co9i*  + 2»'gin*’JJr  y— 

mithin,  wenn  man  die  Refraction  mit  6z  bezeichnet; 


= 1— 


t)’  (1) 


iirnr* 

' f i i > 

iTain?  \ä  ' - 2 ■ 2 ‘ «l>(2)  + 'l'COy 


ein  Ausdruck,  fiir  welchen  man,  da: 


1 -X  + 


12  1.2.3 

auch  den  folgenden  schreiben  kann: 


+ ...  — « 


= t:iz;V2P  [ / 


aß 


i)'(0 


. - _ 2 aß 

/+  2 « linz*  tj-  (2) 

Sin  2 

a'3'  ’ — ^ 

f+  “ 3 ’ e sin  2*  (8) 

1.2  Bina' 


Die  Berechnung  des  Betruges  der  Kefhtetion  ist  also 
ziirückgeiiihrt  auf  die  Berechnung  der  Transcendente  V^(r) 

oder  auf f dt,  genommen  zwischen  den  Grenzen 


cotang  2 


und  l =3  cy?.  Kennt  inan  dies  und  die  numerischen  Werthe 
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der  Coiistanten  u und  ß,  so  kann  man  durch  die  Formel  (B) 
den  Betrag  der  Kei'ractiun  Sz  fiir  jede  scheinbare  Zenith- 
distanz z finden. 

8.  Setzt  man: 

~ cotaug  = 7'* 

so  hat  man  also  jetzt  noch  die  Transcendente : 


r 


zu  bestiiiunen.  Zur  Berechnung  derselben  bedient  man  sich 
vorzüglich  zweier  Methoden.  Die  erste  entwickelt  die  Trans- 
cendente in  eine  Keihe,  welche  man  durch  theilweise  Inte- 
gration erhält,  und  die  zwar  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt, 
divergirt,  aus  der  man  aber  doch  die  Werthe  mit  beliebiger 
Aimäherung  erhalten  kann,  indem  dieselbe  die  Eigenschaft 
hat,  dafs  w'eim  man  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht,  die 
folgenden  Glieder  zusanunen  nicht  mehr  betragen  als  das  zu- 
letzt mitgenommene.  Es  ist  nämlich: 


oder,  wenn  man  theilweise  integrirt: 


Auf  gleiche  Weise  erhält  man: 
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also  endlich: 


/-<•  e '*  r * ' • * 1.3.5 

* =--^[^'-2,.  + (2,.).  + 

1.3.5....(2n+l)  / ‘e  ”1 

2"+'  / 7jii+jJ 


1.3.5  ....(2n-l) 
oder  nach  Einsetzung  der  Grenzen 


1.3.5 

(27’*)* 


/•OO  _ 7’«  r- 

_,t  c ^ I , 1^  ^ 1.3 

e dt  - 2 7’  |_  ‘37”  (2 

T 

/»OO  — V 

-1*  dt 
T 

Die  Factoren  des  Zählers  wachsen  nun  immer,  sie  werden 
daher  auch  gröfser  als  2 werden  und  von  hier  ab  wachsen 
dann  alle  Glieder  unaufhörlich,  da  das  im  Zähler  hinzukom- 
mende  mit  jedem  Gliede  gröfser  wird  als  das  im  Nenner  hin- 
zukommende. Betrachtet  man  nun  aber  den  Rest 


/•QO 


dt 


so  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  dieser  kleiner  ist  als  das  letzte 
mitgenommene  Glied.  Der  Werth  des  Integrals  ist  nämlich 
kleiner  als: 


,A 


dt_ 

n+i 


_ 

inultiplicirt  mit  dem  gröfsten  Werthe  von  e zwischen  den 


Grenzen  T und  cyi  d.  h.  e; 


-7’’ 


und  da  nun: 


/<x 

dt  _ _1 1 

r-"+'J  ~ 2n+l  7’J"+i 


SO  wird  der  Rest  immer  kleiner  sein  als: 

— T"’ 

1 .3.5  ...  2n— 1 , ^ 

I ® 

^ 2"+'  7'ä"+> 
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Dieser  Ausdruck  ist  aber  uiclits  weiter  als  das  letzte  mit- 
genuminene  Glied  mit  entgegengesetztem  Zeichen.  Bleibt 
man  also  z.  B.  bei  einem  negativen  Gliede  stehen,  so  ist  der 
Reet  positiv,  aber  kleiner  als  das  letzte  mitgenommene  Glied. 
Um  also  möglichst  genaue  Werthe  der  Transcendente  durch 
die  Berechnung  der  Reihe  zu  erhalten,  braucht  man  nur  bis 
zu  einem  Gliede  fortzugeilen,  welches  gerade  sehr  klein  ist 
und  hat  dann  nur  einen  Fehler  zu  befiirchten,  welcher  kleiner 
als  dies  letzte  sehr  kleine  Glied  ist. 


Die  zweite  Methode  der  Berechnung  besteht  darin,  dafs 
man  die  Transcendente,  wie  Laplacc  zuerst  gezeigt  hat,  in 
einen  Kettenbruch  verwandelt. 

Man  setze: 


= 2/17-1  (ß) 


Der  nte  Differentialquotient  eines  Productes  xy  ist  aber 
gleich : 

d’'.iy  (i".x  — 'x  dy  n (n  — l ) rf"— 1 x d*y 

dr  ~ dl”  • at”-'  ■ dt  ^ Ti  df—i  ’ dt*  ^ ' 


also  ist  auch: 

d'‘+W  d»U  d"-U/ 

d/»+>  ~ ' dt«  dt«  ' 


eine  Gleichung,  welche  man  auch  auf  folgende  Weise  schrei- 
ben kann,  wenn  man  das  Product  1.2.3  ....n  durch  n!  be- 
zeichnet: 

(n+l)  d‘+'.U  d«  U (f-'U 

(n+l)7  «!/»  + ' n!  dt«  (n-l)/d/"-' 

d«  U 

oder,  wenn  man  noch  — — durch  U,  bezeichnet: 
n!  dt« 

(n+l)  17,^,  = 2/(7,  + ‘lUn—i 
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Diese  Gleichung  gilt  von  n cs  1 an,  wo  dann  /7g  die 
Function  U selbst  ist.  Man  erhält  aus  derselben: 


also: 


t7-  = 


1 

Tt 


l-(n+l) 


1 Un  + i 


it  u. 


oder: 


U„ 


2 r 


Nun  war  aber  nach  Gleichung  (/3); 

^^  = 2t-i 

U U 


also; 


U = 


1 


2 i 


2t  U 


Aus  der  Gleichung  (;■)  folgt  aber: 


± ^ 

2t  U 


1 

2? 


1 Ut 

1-2  — — 
2 t U. 


(y) 


Substituirt  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  und  setzt 
die  Entwickelung  fort,  so  erhält  man: 


1 - 


2t* 


I -2  . 


2t’ 


1 - 8 — , 
2t* 

1 — etc. 
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also  auch,  wenn  man  = q setzt; 
oc 

e äl  = 1 

J + V 

‘ + »g  (*) 

1 + 3g 
1 + *q 
1 + etc. 

Ist  ( sehr  klein,  so  kann  man  auch  bequem  eine  dritte 
Methode  zur  Berechnung  der  Transcendente  anwenden.  Es 
ist  nämlich: 

OB  /»oo  /*r 

-t*  / . / -<*  . 

e dt  = J e dt  —J  e dt 
r 0 0 


Das  letzte  Integral  erhält  man  aber  leicht,  wenn  man 
— t*  . . 

t in  eine  Reihe  entwickelt,  nämlich: 


0 


ist,  BO  erhält  man  daraus  den  Werth  von 


0 


den  man  dann  noch  mit  « zu  multipliciren  hat,  um  die 
durch  bezeichnete  Transcendente  zu  finden. 

Nach  dem  vorigen  kann  man  nun  immer  die  Werthe 
von  il’(r)  berechnen.  Wegen  der  häufigen  Anwendung  dieser 
Transcendente  hat  man  dieselbe  in  Tafeln  gebracht  und  man 
findet  eine  solche  z.  B.  in  Bessels  „Fundamenta  astronomiae.“ 
Der  erste  Theil  der  dortigen  Tafel  hat  zum  Argumente  7' und 
geht  von  7'  = 0 bis  7*  = 1 durch  alle  Hunderttheile.  Da  aber 
die  Transcendente  desto  näher  ihrem  Argtunente  umgekehrt 


Digitized  by  Coogle 


12(i 


proportional  ist,  je  gröfser  T ist,  so  wälilt  Bcssel  fiir  die 
Werthe,  « elcho  ein  gröfseres  Argument  als  7’=  1 hätten,  die 
Briggischen  Logarithmen  von  7’ als  Argumente.  Dieser  zweite 
Theil  der  Tafel  erstreckt  sich  dann  von  Log.  Brigg.  O.tM)  bis 
Log.  Brigg.  l.(K),  als  vor  7’=  1 bis  T=  10,  was  fiir  alle 
Anwendungen  genügt. 

9.  Die  Formel  (H)  enthält  die  beiden  Constanten  a 
und  ji,  deren  numerische  Werthe  man  kennen  mufs,  wenn 
man  den  Betrag  der  Reiraction  für  irgend  eine  Zenithdistanz 
2 finden  will.  Wäre  der  Zustand  der  Atmosphäre  immer  der- 
selbe , so  würden  diese  Constanten  auch  immer  dieselben 
Werthe  haben.  Da  nun  aber  die  Dichtigkeit  der  Luft  von 
dem  jedesmaligen  Barometer-  und  Thermometerstand  abhängt. 


so  wird  auch  u, 


was  ja  nichts  anders  ist  als  die  Grröfse  -- 


— 1 
f 


(wo  ,<io  den  Brechungsexponenten  vom  leeren  Raume  in  Ijuft- 
schichten  an  der  Oberfläche  der  Erde  bedeutet)*)  eine  Func- 


tion desselben  sein. 


Ebenso  wird  ß oder 


A-Z 

AZ 


a von  dem  Ther- 


mometerstande abhängen,  weil  die  GrZJfse  / oder  die  Höhe 
einer  Luftsäule  von  der  Dichtigkeit  q„,  welche  dem  Dnicke 
der  Atmosphäre  entspricht,  eine  Function  der  Temperatur 
der  Luft  ist.  Um  nun  also  die  Refraction  für  einen  gegebe- 
nen Zustand  der  Atmosphäre  d.  h.  ftir  einen  gegebenen  Ba- 
rometer- und  Thermoineterstand  zu  finden,  mufs  man  bei 
der  Berechnung  der  Formel  (77)  auch  die  wirklich  diesem 
Zustande  entsprechenden  A\’erthe  der  Constanten  anwenden. 

Nun  dehnt  sich  die  Luft  von  0®  bis  100®  der  hundert- 
theiligen  Thermometers  um  f ihres  Volumens  oder  genauer 
um  0.36438  aus.  Ist  also  ein  Volumen  Luft  bei  einer  be- 
stimmten Temperatur,  woftir  Bessel  8®  R^aumiir  = 10®  C'lsius 
t=  50®  Fahrenheit  angenommen  hat,**)  gleich  eins,  so  ist 


*)  Oder  auch  — 


2 (I+cj?„) 

*)  Nach  dem  von  Bradley  angewandten  Thermometer. 


Digitized  by  Google 


127 


dasselbe  Luflvolumen  bei  einer  Temperatur  von  r"  Fah- 
renheit: 

, , 0 . 36438 

1 + (r-50)  = 1 + (r-50)  0.0020243 

180 

Wenn  daher  den  Werth  der  Constante  l fiir  die  Tem- 
peratur r = 50  bezeichnet,  so  ist  fiir  jede  andre  Temperatur  r:, 
^ = <0  [•  + (’’-50)  0.0020243] 

und  ebenso,  wenn  die  Dichtigkeit  der  Lufi  fiir  r=50“ist, 
fiir  jede  andere  Temperatur: 

e = 

^ 1 + (r-50)  0.0020243 

Die  Dichtigkeit  der  Lufi  hängt  nun  aber  auch  vom  Ba- 
rometerstände ab.  Da  dieselbe  nach  dem  Mariottischen  Ge- 
setze sich  umgekehrt  wie  der  Druck  verhält,  so  wird  also 
wenn  man  wieder  mit  p„  die  Dichtigkeit  bei  einem  bestimm- 
ten Barometerstände  bezeichnet,  wofür  Bessel  29 . 6 englische 
Zolle  nimmt,  fiir  jeden  andern  Barometerstand  b: 

b 


C = So 


29.6 


Da  nun  fiir  so  kleine  Aendeningen  der  Dichtigkeit, 
als  hier  in  Betracht  kommen,  dieser  Dichtigkeit  proportional 
angenommen  werden  kann,  so  erhält  man,  wenn  man  den 
Werth  von  « fiir  den  Normalzustand  der  Atmosphäre 
nennt: 


29.6 


1 + (r-50)  0.0020243 

Bessel  hat  nun  in  seinem  Werke  ,,Fundamenta  astronu- 
miae“  den  Werth  der  Constante  aus  Bradleys  Beobachtun- 
gen bestimmt  und  dafiir  gefunden: 


und  ferner  fiir  die  Constante  A: 

A = 116865.8  Toiaea. 

Daraus  folgt , wenn  man  den  Krümmungshalbmesser 
der  (jlreenwicher  Sternwarte  gleich  3269805  Toisen  nimmt. 
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für  den  NortnalzusU.nd  der  Atmosphäre  der  Werth  der  (kon- 
stante (i: 

= 745.747 

womit  man  alle  nöthigen  Data  hat,  um  aus  der  Formel  (B) 
die  Kefraction  für  jede  Zenithdistanz  und  jeden  Zustand  der 
Atmosphäre  berechnen  zu  können.  Sucht  man  z.  B.  die  Re- 
fracdon  für  80°  Zenithdistanz  und  für  den  Normalzustand  der 
Atmosphäre,  so  ist: 

log  iTß  = 3 . 34688 

Ferner  erhalt  man  für  die  Logarithmen  der  einzelnen 
Functionen  r{)  nach  den  Formeln  (a)  oder  (6)  in  Nr.  8 und 
für  die  Logarithmen  der  Factoren  dieser  Gröfsen  die  folgen- 
den Werthe: 


log 

2H-.1 

n .j  log 

1 / uj3  y-' 

log  il»(n) 

(n— l).'\sin  z*J 

-n  . 

log  e sin  : 

n=  1 

0.00000 

0.00000 

9.14982 

9.90685 

n=2 

0.15051 

9.33142 

9.00745 

9.81369 

n=3 

0.71568 

8.36181 

8 . 92228 

9.72054 

n = 4 

1.50  15 

-7.21610 

8.86128 

9.62738 

n=  Ö 

2.44640 

5.94546 

8.81362 

9.53423 

n=  6 

3.46568 

4.57791 

8.77473 

9.44108 

n=7 

4.64804 

:1 . 1 3 1 1 8 

8. 74169 

9.34792 

Damit  erhält  man  dann  für  die  einzelnen  innerhalb  der 
Klammer  stehenden  Glieder  der  Formel  (B); 


erstes  Glied 

0.113988 

zweites  „ 

0.020094 

drittes  „ 

0.005262 

riertes  „ 

0.001622 

iiinites  „ 

0.000549 

sechstes  „ 

0.000182 

siebentes  „ 

0.000074 

Summa 

0. 141711 

log 

9. 15140 

log  Const 

3.34688 

Kefraction 

+ 5'  1 5".  0 
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Ressel  hat  später  nocli  gefunden,  dafs  die  auf  diese 
Weise  berechneten  Refractionen  mit  1.003282  multiplicirt 
werden  müssen,  um  die  Königsberger  Beobachtungen  darzu- 
stellcn.  Macht  man  diese  Multiplication,  so  erhält  man  fiir 
die  Kefraction  bei  80^  Zenithdistanz  und  fiir  den  Normalzu- 
stand der  Atmosphäre  + 5'  16".0. 

Wollte  man  die  Refraction  nicht  tür  den  Normalzustand 
der  Atmosphäre,  sondern  für  die  Temperatur  r“  Fahrenheit 
und  den  Barometerstand  von  h englischen  Zollen  haben,  so 
müfste  man  zuerst  die  diesen  entsprechenden  Werthe  von  u 
und  ,3  nach  den  vorher  gegebenen  Formeln  suchen  und  mit 
diesen  die  Berechnung  von  {B)  durchführen. 

Um  aber  dieser  lästigen  Berechnung  überhoben  zu  sein, 
hat  man  die  Refraction  in  Tafeln  gebracht,  welche  die  schein- 
bare Zenithdistanz  zum  Argumente  haben.  Die  eine  Tafel 
giebt  die  Werthe  der  Refraction  für  die  Normaltemperatur 
und  den  Normalbarometerstand  oder  die  sogenannte  mittlere 
Refraction.  Eine  andre  Tafel  giebt  dann  die  Correction,  wel- 
che man  an  diese  mittlere  Refraction  anzubringen  hat,  um 
daraus  die  wahre,  dem  jedesmaligen  Zustande  der  Atmosphäre 
entsprechende  Refraction  zu  erhalten.  Für  die  Berechnung 
dieser  letzteren  Tafeln  ist  es  nöthig,  die  analytischen  Aus- 
drücke der  Aenderung  der  Refraction  durch  Thermometer  und 
Barometerstand  zu  suchen. 

10.  Bezeichnet  r die  wahre,  6 z die  mittlere  Refraction, 
so  ist: 

.60)  + (i-29.6)  (n) 

ab 

Nach  Formel  {B)  in  Nr.  8 hat  man  aber,  wenn  man: 

vin  T * 


setzt: 


(1-tt) 


= Vf  S " 


n ~ \ 


1.2.3,.  .(n-l) 


1 .2.  S . 


— nr 

e if'(n) 
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wo  man  für  u nacli  einander  alle  gan/.en  Zahlen  von  I ab 
setzen  mufs.  Führt  inan  der  Kürze  wegen  die  folgenden  Be- 
zeichnungen ein : 


lind; 


fi  ■ \!-(n) 


— nr 

JT».  e 

1 . 2 . 3 . . . . ti 


7-t  = 


Qn 


SO  wird  diese  (ileichiing  einfach: 


(l-a)A: 


. Q„ 


Wegen  der  Kleinheit  von  « kann  iinin  hierin  den  Factor 
1 — <«  als  constant  hetrachlen,  sodafs  dann  die  Veränderlichen 
b lind  J nur  in  .r  und  Vorkommen  und  zwar  in  ji  allein  r, 
ln  j;  dagegen  sowohl  7 als  auch  b.  Sucht  man  nun  zuerst 
die  Differentiahiuotienten  von  Q„,  so  ist: 


\,ItJ  ~ \iJxJ\fiTj  '*■  ^ 


Es  ist  aber  auch: 


V > ■■ 

1—3'  ^ r"  t 

T 1.2.3  n 


oder,  wenn  man  die  Reihe: 


— I — nx 

\ i»  e 

I .2.3  ....n 


mit  i/  bezeichnet : 


ferner: 

^ X"  r ~ "*  /^\ 

V'^iV  1.2.3  ..II  \dßj 

Man  erhält  aber,  wenn  man  den  bekannten  Satz  fhr  die 
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Berechnung  des  DifTerentialquoticnten  eines  bestimmten  In- 
tegrals nach  einer  seiner  Grenzen  anwendet: 


_ cotaiig  ^ cotang  s 


also  wird  auch: 

2 2V  2ß  ^ 1.2  3 ....„  (»0 

Ferner  hat  man,  da: 

fd{i\  n /du\  /dl\ 

[dl)  =-1-  [rr)  = -‘^^-  = > 

\dr/  ^ A — / 

/cix\  X /<tß\  ^ /2A  — A 

\rfry  “ ß \rfry  '*’  a \ A / / 

mithin  nach  den  Formeln  (/<).  (c),  (<l),  (^): 

CrJ  = " lir-T  a-7  ■ 2 '■"‘“"«^1 


(*) 


+ e 


1 / ß cotang  z / h \ 

V T 2 vr-7y 


^ ■>  — n X 

^ n"x”e 

,^d  1.2.3  ....  n 


<J) 


Da  ferner  die  Veränderliche  /»  blos  in  ,r  vorkommt , so  ist : 


fi 


oder  da: 


_ A/(A /^\  _ 1 — X . 

h)  ~ \dx)\df.J  ~ X ^ \di>J 

; dx\  _ X 

\dJ,J  ~ u \df>) 

rl^)  = L-f  f/  (j,) 

\d/J  2P.« 

Differenzirt  man  aber  die  Formel  fiir  (1— a)  f>?.,  so 
erhält  man: 

,,  .d.öz  I ■ ,1/  2 /dQ„\ 

(!-«)  ß [df)  * V T [-dv) 


*)  Nach  den  Formeln  in  Nr.  9,  wo  * die  Zahl  0.0020243  bedeutet. 

!>  * 
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und: 


d.öz  , 


Via-) 


Siibstituirt  man  hierin  die  Werthe  der  Differentialquo- 
tientcn  von  Q aus  den  Gleichungen  (/)  und  (ß)  und  ebenso 

für  seinen  Werih  aus  der  ersten  der  Gleichungen  («), 

so  findet  man  endlich: 

(•-)  ^ (Ä)  - 

* aa 


cotang  i’  + f sin  z’  colang* 


und : 


^ il.öz  . ,1/2  1 w 

„ = suw  y _ __  Q 


Vermittelst  dieser  Formeln  könnte  man  nun  die  Werthe 
der  Differentialquotienten  ebenso  wie  die  Werthe  der  mittle- 
ren Rcfraction  in  Tafeln  bringen,  die  zum  Argumente  die 
scheinbare  Zenithdistanz  2 haben  und  dann  die  wahre  Refrac- 
tion  durch  die  Formel  (n)  berechnen.  Diese  Formel  ist  indefs 
nicht  bequem.  Setzt  man  aber  zur  bequemen  Berechnung 
durch  Logarithmen: 


[1  + * (r  — 50)]A. 


f— y 


d.8i 


d.Sz 


SO  sind  >■  und  .1  Functionen  von  und  — - 


die  sich 


ebenso  wie  diese  in  Tafeln  bringen  lassen.  Diese  Functionen 
kann  man  nun  leicht  bestimmen.  Da  nämlich: 

[1  + £ (r-50)]~^  = 1-Ae  (7-50)  etc. 
b 


29.6;  \29.6  J 


SO  erhält  man  aus  Gleichung  (.ß),  wenn  man  nur  die  ersten 
Glieder  beibehält: 


r = 6z  — Xe (7  — 50)  Äz  + A 


\,29.6  ./ 
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und,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Formel  (a)  ver- 
gleicht: 


X = 

l d.6z  j 

A = 

0.0020243  Sz  ' äT  f 

(O 

29.6  d.dz  1 

Sz  ' db  ; 

Beispiel. 

Für  die  scheinbare  Zenithdistanz  z = 80® 

erhält  man,  wenn  man  noch  die  Glieder  mitnimmt,  welche 
t|^(8),  wovon  der  log.  8.71302  ist,  enthalten: 

log  (jf  =.  8.58950 

V — fix 

^ fi^x"  e 

log  X 1 = 9.4361  1 

° itad  1.2.3  ....  n 

und  damit: 

, / 1 dSz\ 

(t  ■ -57)  = 

log  ^ = 5.71441 

db 

und  endlich: 

X = + 1.0428 
A = + \ .0042  . 

Wollte  man  also  z.  B.  die  ßefraction  kennen  fiir  t = 15” 
R^aumur  und  ^ = 28.6  englische  Zolle,  so  erhielte  man,  da 
15®  R^aumur  = 65®. 7 Fahrenheit  sind: 

1 

[l  + 0.0020243  (r-50)J^ 

und  hieraus,  da  <S?  = + 5'  16". 0 ist: 
r = + 4'  55".  5 

Nach  den  Formeln  (ß)  und  («)  sind  nun  die  BcsseKschen 
Refractionstafeln  entworfen.  Die  erste  Tafel  giebt  mit  dem 
Argumente  der  scheinbafen  Zenithdistanz  aufscr  der  mittleren 


= 9.98583 
= 9.98502 
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Refraction  die  Gröfsen  *4  und  A.  Die  andern  Tafeln  geben 
mit  dem  Argumente  der  nach  irgend  einer  der  drei  gebräuch- 
lichen Thermometerscalen  beobachteten  Temperatur  und  des 
nach  pariser  Zollen,  englischen  Zollen  oder  Metern  beobach- 
teten Barometerstandes  die  Logarithmen  der  Factoren 


; und . 

1 + 0 0020243  (7-50)  29.0 

Der  erste  Factor  ist  das  Verhältnifs  eines  Volumens  Luft 
bei  der  Temperatur  7 = 50®  nach  dem  von  Bradley  ange- 
wandten Fahrenheitschen  Thermometer  zu  dem  Volumen  bei 
einer  andern  Temperatur.  Bezeichnet  man  das  Volumen  Lutl 
bei  der  Temperatur  des  Frostpunctes  mit  1 , so  wird  dasselbe 
Volumen  fiir  jede  andre  Temperatur: 

1 + 0.0020243  (t— 32®.  0) 

0.36438 


= 1 + 


180 


(r-32“.0) 


Nun  hat  Bessel  gefunden,  dafs  das  von  Bradley  ange- 
wandte Thermometer  alle  Temperaturen  um  1®.  25  zu  hoch 
angab,  indem  der  Frostpunct  desselben  um  ebenso  viel  zu 
niedrig  angegeben  war.  Die  Temperatur  50®  entsprach  also 
der  wahren  Temperatur  48®.  75.  Somit  wird  der  Coefficient: 

1 

1 + 0.0020243  (7-50) 
wenn  man  denselben  mit  y bezeichnet: 

180  + 16.75  X 0.36488  , , 

y — (O) 

' 180  + (/-S2)  0.36438 

WO  / die  Temperatur  der  Luft  nach  einem  Fahrenheitschen 
Thermometer  bedeutet.  Bezeichnet  man  dieselbe  Temperatur 
nach  Rdaumur  und  Celsius  mit  r und  c,  so  ist  auch: 


180  + 16.75  X 0.36438 
9 

180  + J 0 . 36438 

180  + 16.75  X 0.36438 
9 

180  + - c.  0 . 36438 
5 


Nach  diesen  Formeln  ist  dann  log  y in  Tafeln  gebracht. 
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Für  daa  Barometer  waren  29.6  englische  Zoll  des  Brad- 
lejschen  Instruments  als  Normalstand  angenommen.  Da  nun 
Bessel  gefunden  hat,  dafs  dies  Instrument  alle  Barometerhöhen 
um  I pariser  Linie  zu  klein  angab,  so  ist  dieser  Normalstand 
gleich  29.644  englischen  Zollen  oder  333.78  pariser  Linien. 
Die  Barometer  sind  nun  immer  entweder  nach  pariser  Linien 
oder  englischen  Zollen  oder  Metern  gctheilt.  Die  Längen 
einer  pariser  Linie,  eines  englischen  Zolles  und  des  Meters 
gelten  fiir  die  Normaltemperaturen  13®  Reaumur,  62°  Fahren- 
heit und  0®  Celsius.  Nennt  man  dann  h h und  f> 
die  in  pariser  Linien,  englischen  Zollen  und  Metern  ausge- 
drückten  Baroroeterhöhen,  wie  sie  bei  irgend  einer  Tempera- 
tur t beobachtet  sind,  so  werden  diese  sich  nicht  auf  das 
wahre  Maafs  beziehen,  sondern  wenn  s die  Austlehniing  der 
Scale  vom  Frostpuncte  bis  zum  Siedcpunctc  bezeichnet,  so 
wird  sich  der  bei  der  Temperatur  l abgclesene  Barometer- 
stand zu  dem,  welchen  man  abgelescn  hätte,  wenn  t gleich 
der  Normaltemperatur  des  Maafscs  gewesen  wäre,  verhal- 
ten wie: 


S X 

i + r : i + — ?. 
a a 

wenn  die  Länge  der  Scale  beim  Frost  punct  gleich  eins  gesetzt 
wird  und  a die  Anzahl  der  zwischen  dem  Frost-  und  dem 
Siedepuncte  enthaltenen  Grade  des  Thermometers  bezeichnet. 
Nennt  man  dann  wieder  r,  /,  c die  beobachtete  Temperatur  nach 
Rciaumur,  Fahrenheit  und  Celsius,  so  werden  die  auf  das 
wahre  Maafs  bezogenen  Barometerstände  sein: 

(0  . 80  + rs  ^(e)  _ 180  + (/-82)jt  ^(>«)  100  + c» 

* 8^+  iSi’  180  + 30«  ■ 100 

wo  K = 0.0018782  bei  einer  Scale  von  Messing  ist. 

Da  nun  ein  englischer  Zoll  = pariser  Linien 
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und  ein  Meter  c=  443.29«  pariser  Linien,  so  sind  die  drei 
vorigen  Barometerstände  in  pariser  Linien: 


(t)  80  + r» 
80  + 13» 


j (e)  12  180  + (/-32)» 

1.065765  ■ 180  + SO.» 


(m) 

b ' '44S.296 


100  + cs 

lÖÖ 


(« 


Die  vorausgesetzte  Normalbarometerhöhe  von  333.78 
pariser  Linien  gilt  nun  fiir  die  Nornialtemperatur  8*  R^aumur 
oder  50°  Fahrenheit  oder  10°  Celsius,  ist  also  auch  an  einer 
Scale  von  dieser  Temperatur  gemessen.  Die  Normalbarome- 
terhöhe auf  wahres  pariser  Maafs  zurückgeiiirt,  wird  also  sein: 


33.S  . 78 


80  + 8« 
8^  + 13/! 


und  hiermit  sind  daher  die  beobachteten  aber  auf  wahres  pa- 
riser Maafs  reducirten  Barometerstände  in  («)  zu  dividiren. 


Nun  mufs  aber  auch  noch  auf  die  Ausdehnung  des  Queck- 
silbers Rücksicht  genommen  werden,  die  vom  Frostpuncte  bis 

Siedepuncte  ^■^---  beträgt.  Bezeichnet  man  diese  Zahl  mit  g, 

so  wird  sich  der  bei  einer  Temperatur  t beobachtete  Baro- 
meterstand zu  dem,  welchen  inan  beobachtet  hätte,  wenn  ( 
gleich  der  Norraaltemperatur  7’  gewesen  wäre,  verhalten  wie: 


1 + 


1 + 2’. 
a 


Man  erhält  also  für  die  3 verschiedenen  Thermometer  die 
folgenden  Correctionsfäctorcn,  mit  denen  die  Barometerhöhen 
in  (m)  zu  mulfipliciren  sind: 


80  + 87 
80  + rq' 


180  +187 100  + IO7 

180  + (/-32)7  100  + C7 


WO  r . /■,  c die  Angaben  des  am  Barometer  befindlichen  Ther- 
mometers sind.  Die  vollständigen  Ausdrücke  itir  wer- 
den mithin  aus  zwei  b'aetoren  bestehen,  von  denen  der  eine 
allein  von  der  Barometerhöhe,  der  andre  blos  von  der  Tem- 


Digitized  by  Google 


137 


peratur  des  Barometers  abliängt.  Bezeichnet  man  den  erstem 
mit  B,  den  andern  mit  T,  so  ist: 

_ b 80  + 87  1 

“ 333 . 78  ■ 80  + 8 * 1 

6^*^  12  80  + 13*  180  + I87  I 

— 3 33.  78  ■ I.0G5765  ' 80  + 8s  ’ 18^  +”3Ös  | 

6^”*^  80  + 13*  100  + 10«  / 

. 443, 29G  . . 

333 .78  80  + 8s  100  1 

und  I 

80  + rs  _ 180  + (/■-32)s  _ 100  + cs  j 

^ “ 80  + T7  “ 180  + (J-S2)g  ~ 100  + cg  j 

Nach  diesen  Formeln  (/i')  und  (Z>)  sind  nun  die  Tafeln 
entworfen,  welche  log  B mit  dem  Argumente  der  Barometer- 
höhe nach  den  drei  Scalen  und  log  7’  mit  dem  Argumente 
der  Höhe  des  am  Barometer  befindlichen  Thermometers  (des 
inneren  Thermometers)  nach  den  drei  Thermometerscalen  und 
endlich  log  y mit  dem  Argumente  der  Höhe  des  in  freier 
Luft  aufgehängten  Thermometers  (des  äufeern  Thermometers) 
ebenfalls  für  alle  drei  Scalen  geben. 

Man  findet  diese  Besselschen  Refractionstafeln  in  Bessels 
„Tabulae  Kegiomontanae“,  in  Schuhmachers  Hülfstafeln  und 
auch  in  den  astronomischen  Jahrbüchern  von  Encke.  Statt 
der  Gröfse  Öz  giebt  Bessel  die  Gröfse  u,  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

Sz  = a tang  z 

sodaTs  dann  der  Ausdruck  der  Refraction  der  folgende  ist: 
log  r = log  a + log  lang  z + X log  y + A (log  B + log  7)  (f) 

Die  der  Berechnung  von  a zum  Grunde  liegende  Con- 
stante  ist  57".  538  mal  1.003282  = 57".  727. 

11.  Die  im  vorigen  vorgetragcilfe  Theorie  der  Refraction 
ist  die  von  Laplace  und  Bessel  gegebene.  Sie  entspricht 
selbst  in  den  gröfsten  Zenithdistanzen  den  Beobachtungen 
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noch  fast  vollkommen.  Man  hat  nun  aber  noch  andre  Re- 
fractionsformeln,  die  sich  auf  einfachere  Gesetze  ilir  die  Dich- 
tigkeit der  Lud  gründen  und  darum  auch  viel  einfachere 
Ausdrücke  fiir  die  Hefraction  geben,  aber  namentlich  in  gros- 
sen Zenithdistanzen  stark  von  den  Beobachtungen  abweichen. 
Da  indessen  häufig  besonders  die  einfacheren  analytischen  Aus- 
drücke fiir  die  Anwendung  bequem  sind , so  sollen  die  wich- 
tigsten derselben  im  Folgenden  abgeleitet  werden. 

In  Nr.  6 war  die  Differentialgleichung  gefunden: 


a ^0 

go 

—ff)  sin  z 

3 

1 

! 1 

^ cos  I*— 2a  ^ 

1 — — ) + (2*— i*)sinz* 
. go/ 

Diese  Gleichung  lüfst  sich  sehr  leicht  integriren,  wenn 
man  zwischen  « und  r das  Gesetz  annimmt: 


1 — .«  = 


2« 


WO  m eine  wiilkührliche,  durch  die  Beobachtungen  zu  bestim- 
mende Gröfse  ist.  Dann  mrd  nämlich  die  Gleichung; 


2 m — 3 


= - 


g.  < V Co/i 


oder,  wenn  man  eine  neue  Veränderliche  w einfuhrt,  gege- 
ben durch  die  Gleichung: 


2m  - 1 


! I— 2a  I l— — Ir  ^ »in  » = Ul 
t \ go/-* 

ganz  einfach; 


d^  = - 


also,  wenn  man  integrirt: 


dw 

(2  m — 1 ) \ 1 — U)’ 


St 


1 

arc  8in  ir 

2m  - I 
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Da  nun  an  der  Oberfläche  der  Erde  die  Dichtigkeit  der 
Lutl  gleich  , an  der  Grenze  der  Atmosphäre  aber  gleich  ü ist, 
so  sind  als  Grenzen  des  Integrals: 

2 m — 1 

r:  sin  z und  to  = (1— 2 a)  2 sin  z 
zu  nehmen  und  man  erhält  dann: 

p 2ra—  1 

* — «rcsinj  1 — 2a  2 sin* 

oder: 

2rn-r 

sin  [z  — (2m— 1)  = (1— 2a)  2 sin  z 

wofür  man  der  Kürze  wegen  schreiben  kann: 

M sin  z = sin  [z  — 7V6z]  (a) 

Ist  z = 90,  so  hat  man,  wenn  man  den  dann  stattflndenden 
Werth  von  6z  d.  h.  die  Horizontalrefraction  mit  A bezeichnet : 

M = cos  Nh 


also  ist  allgemein: 

cos  (Nh)  sin  z = sin  [z  — iVÄz]  (h) 

Dies  ist  die  von  Simpson  aufgestellte  Regel  der  Refirac- 
tion,  die  indessen  von  ihm  nicht  analytisch,  sondern  mehr 
practisch  gefunden  wurde.  Werden  die  CoelBcienten  gehörig 
bestimmt,  so  kann  man  dadurch  die  Refraction  bis  zu  85* 
Zenithdistanz  scJion  ganz  gut  darstcllen. 

Addirt  man  zu  der  Gleichung  (a)  die  identische  sinzesinz, 
so  erhält  man: 

sin  z[\  + M]  =2  sin  ( z özj  cos  — dz 


Subtrahirt  man  dagegen  dieselbe  identische  Gleichung,  so 
findet  man: 

/ N \ N 

sin  z [1  — A/J  = 2 cos  ( z özj  sin  — ö z 


Beide  Gleichungen  durch  einander  dividirt  geben: 

/Ar  . \ \-M  f N ) 

ung  (^~6zJ  = |*--öz( 

oder  wenn  man  wieder  die  Horizentalrefraction  einfuhrt: 


‘•“‘ß  (t^*)  = ‘“"6  (t  *) 
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Dies  ist  die  von  Bradley  aufgestellte  Regel  der  Kefhic- 
tion,  die  man  kurz  so  schreiben  kann: 

lang  aSz  = |3  tsng  [z— a6z] 

Ist  f)z  klein,  so  kann  man  sich  auch  erlauben  zu  setzen: 

6z  = — lang  [r— aÄzl 
<x 

woraus  man  sieht  dafs  die  Refraction,  solange  dieselbe  klein 
ist,  der  Tangente  der  scheinbaren  Zenithdistanz  proportional 
angenommen  werden  kann. 

12.  Indem  die  Refraction  alle  Gestirne  in  einer  gröfse- 
ren  Höhe  erblicken  läfst,  als  sie  wirklich  haben,  so  bewirkt 
dieselbe  auch,  dafs  man  die  Gestirne  schon  sieht,  wenn  sie 
in  der  That  noch  unter  dem  Horizonte  sind.  Sie  beschleu- 
nigt daher  den  Aufgang  und  verzögert  den  Untergang  der 
Gestirne, 

Es  war  allgemein: 

sin  A = sin  q)  sin  ö -f  cos  <p  cos  6 cos  l 

Sieht  man  nun  ein  Gestirn  im  Horizonte,  so  steht  es 
eigentlicli  noch  unter  demselben  um  eine  Gröfse,  welche 
gleich  der  Horizontalrefraction  ist.  Bezeichnet  man  diese  mit 
y,  so  hat  man  also  dtir  den  Auf-  oder  Untergang  eines  Ge- 
stirns die  Gleichung: 

— sin  Q = sin  q>  sin  ö + cos  q)  cos  6 cos  (<i) 

Nennt  man  nun  T den  Stunden winkel , welchen  das  Ge- 
stirn bei  seinem  Auf-  oder  Untergange  haben  wUrde,  wenn 
die  Refraction  gleich  Null  wäre,  so  hat  man  auch: 

0 = sin  q>  sin  6 + cos  9 cos  6 cos  T (b) 

also  aus  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b): 

_ / sin  o \ 

cos  L = cos  r ( 1 ^ ) 

\ cos  9 cos  0 cos  T) 

Einfacher  ist  es  noch,  wenn  man  blos  die  Correction  A T 
des  Stundenwinkcls  7'  sucht,  welche  durch  die  Refraction  her- 
vorgebracht wdrd.  Diese  findet  man  aber  mit  hinlänglicher 
Genauigkeit,  wenn  man  die  Gleichung  fiir  sin  h nach  h 
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und  t differenzirt;  inan  erhält  dann,  wenn  das  A 7'  in  Zeitse- 
oiinden  ausdrückt: 


cos  ^ cos  S sin  T ' 15 

Für  Arctiu^s  und  die  Polhühe  von  llerlin  war  in  Nr. 
12  des  ersten  Abschnitts  gefunden: 

T = !>'  53'.  7 = 118“  16'.8 

Berechnet  man  nun  die  Formel  für  A7'und  nimmt  g=33', 
so  erhält  man: 

A7'  = 4'22".0 

Um  SO  viel  wird  also  der  Auf-  und  Untergang  des  Arc- 
turus  für  Berlin  beschleunigt  oder  verzögert. 

Die  Zenithdistanz  eines  südlich  vom  Zenith  culminiren- 
den  Stern  ist  qj— 5,  also  die  südliche  Declination  eines  Sterns, 
welcher  bei  seiner  oberen  Culmination  grade  im  Horizonte 
steht,  90— cp.  (I  No.  12).  Da  nun  aber  ein  solcher  Stern 
vermöge  der  Refraction  in  der  Höhe  o erscheint,  wo  g wieder 
die  Horizontal  refraction  bezeichnet,  so  sieht  man  also  noch 
alle  diejenigen  Sterne  Uber  den  südlichen  Horizont  kommen, 
deren  südliche  Declination  kleiner  als  90—9  + Q ist.  Ebenso 
sieht  man,  dafs  noch  alle  diejenigen  Sterne  bei  ihrer  unteren 
Culmination  über  dem  nördlichen  Horizonte  erscheinen,  deren 
nördliche  Declination  gröfser  als  90— 9— g ist. 


Anm.  Ueber  die  Refraction  vergleiche  man:  Laplace,  Mdcanique 
cäleste  Livre  X.  Beisei,  Fnndamenta  astronomiae  pag  26  et  seq.  und 
die  Vorrede  zu  Bessers  Tabulae  Regiomontanae  pag  59  iq. 


111.  Die  Aberration. 

13.  Da  die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  ihrer  jährli- 
chen Bahn  um  die  Sonne  zur  Geschwindigkeit  des  I.ichts 
ein  angebbares  Verhältnifs  hat,  so  erblickt  man  die  Sterne 
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von  der  sich  bewegenden  Erde  tuis  nicht  in  der  Richtung, 
in  welcher  dieselben  wirklich  stehen,  sondern  sieht  dieselben 
immer  um  einen  kleinen  Winkel  nach  derjenigen  Richtung, 
nach  welcher  sich  die  Erde  hin  bewegt,  vorgerückt.  Man 
unterscheide  zwei  Zeitmomente  t und  t',  in  denen  der  Licht- 
strahl, von  einem  im  Raume  unbeweglichen  Gestirne  (Fix- 
sterne) kommend,  nach  einander  das  Objectiv  und  Ocular  ei- 
nes Fernrohrs  (oder  die  Linse  und  die  Netzhaut  unseres 
Auges)  trifft.  Die  Oerter  des  Objectivs  und  Oculars  im 
Raume  zur  Zeit  t seien  a und  b,  zur  Zeit  tf  dagegen  a und 
//.  Fig.  4.  Dann  ist  die  wahre  Richtung  des  Lichtstrahls  im 
Raume  die  Richtung  der  Geraden  ab',  dagegen  ist  die  Rich- 
tung ab  oder  auch  a' b',  da  diese  wegen  der  unendlichen 
Entfernung  der  Fixsterne  ab  parallel  ist,  die  Richtung  des 
scheinbaren  Ortes,  welchen  man  beobachtet.  Der  Unterschied 
zwischen  den  Richtungen  b'a  und  ba  heifst  die  jälirliche 
Aberration  der  Fixsterne. 

Es  seien  nun  a,  z die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Oculars  b zur  Zeit  t,  bezogen  auf  irgend  einen  unbeweglichen 
Punct  im  Raume;  dann  werden 

(f  0.  ,v  + I7R'-')  ""d  ^ 

dl  dt  dt 

die  Coordinaten  des  Oculars  zur  Zeit  tf  sein,  da  man  in  der 
kleinen  Zwischenzeit  t'—t  die  Bewegung  der  Erde  als  linear 
betrachten  kann.  Die  (,'oordinaten  des  Objectivs  gegen  das 
Ocular  seien  4,  »j,  dann  sind  die  Coordinaten  des  Objec- 
tivs zur  Zeit  t,  wo  das  Licht  in  dasselbe  eintritt,  x 

Nimmt  man  nun  als  Ebene  der  x,y  die  Ebene  des  Aequu- 
tors,  die  beiden  andern  Ebenen  senkrecht  darauf  an  und  zwar 
so,  dafs  die  Ebene  der  x,  z durch  die  Aequinoctialpuncte,  die 
der  y,  z durch  die  Solstitialpuncte  geht,  bezeichnet  man  fer- 
ner die  Rectascension  und  Declination  desjenigen  Punctes,  in 
welchem  die  wahre  Richtung  des  Liciitstralils  die  scheinbare 
Himmelskugel  trifft,  mit  u und  ö und  mit  ,k  die  Geschwin- 
digkeit des  Lichts,  so  wird  dasselbe  in  der  Zeit  i—l  einen 
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Weg  durchlaufen,  dcsäeii  Projectionen  auf  «lie  drei  Coordi- 
natenaxen 

fi(/  —t)  cos  6 cos  M,  —t)  cos  6 sin  a,  /ii(f  — <)  sin  b 
sind.  Nennt  man  ferner  die  Länge  des  Fernrohrs  l und  die 
Rectasccnsion  und  Declination  desjenigen  Punctes,  in  welchem 
die  scheinbare  Richtung  des  Lichtstrahls  die  Himmelskugel 
triffl,  und  b' , so  sind  die  scheinbaren  Coordinaten  des 
Objectivs  gegen  das  Ocular,  welche  man  beobachtet: 

4 = t cos  b'  cos  OL , i]  — I cos  b'  sin  u,  4 = / »io  ^ 

Die  wahre  Richtung  des  Lichtstrahls  wird  nun  gegeben 
durch  die  Coordinaten  des  Objectivs  zur  Zeit  t 
l cos  S cos  (X  + X 
l cos  fi'  sin  a + y 
/ sin  6'  + I 

und  durch  die  Coordinaten  des  Oculars  zur  Zeit  f 


Man  erhält  daher  die  Ibigenden  (Jleichungen,  wenn  man 


^7-—  mit  L bezeichnet: 


II  ros  b ros  u ~ L cos  b'  ros  ix 
II  cos  b sin  u ■=  l,  cos  b sin  <z 
II  sin  6=7,  sin  b' 


dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

Tt 


Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht: 

. «Vf  r ' dx 

L cos  S cos  (a  — «)  = cos  o + — t—  cos  a -■  - sm  a 

,11  f dt  dt 


L cos  S sin  {a!  — a)  = - ^ 


dy  dx  . I 

cos  a ~ — sin  u! 

dt  ' 


oder 


ung  (o'-o)  = — 


sec  o (—  cos  u 
dt 


dx  . 

• sm  a 
dt 


. < )dy  , ax  1 

1 + k sec  b — sin  a + — cos  <*; 
'dt  dt 


dx 
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Eine  ganz  ähnliche  Gleichung  erhält  man  für  tang  {6'— 6). 
Entwickelt  man  beide  Gleichungen  in  Reihen,  indem  man 
Formel  (12)  in  No.  11  der  Einleitung  anwendet,  so  er- 
hält man,  wenn  man  in  der  Formel  für  tang  (6'— 6)  fiir 
tang  ^ (n'— a)  den  aus  u'—u  hergeleiteten  Werth  suhstituirt, 
bis  zu  den  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  inclusive: 


u — « = — — 

i" 
1 


1 t dl 
dt' 
dx 


<h 

dl 


sec  Ö 


+ — i-  l-r- 


dy  ) idx  dy  . 

. sina — cosu  ; cosm+— ^sin« 

dt  dt  ) {dt  dt 


l'  sec 


(a) 


Ä'-Ä  = - 


\dx.  . ‘h  . t ■ 

»m  o cos  a + -—  sm  o sm  « — — cos  o ; 
tdt  dt  dt  ' 


idx  . dy 

sin  a — ~~  cos  <x 
I dt  dt 


tang  6 


— cos O cos a + -r-  Cato  sin  « + — sm 
dt  dl  dl 


6> 

\ 


X. 


dx  . . 

— sm  o cos  (X 
(dt 


+ 


^ . I . dz  1 

— + sm  o sm  (X — cos  O ' 

dl  dt  ) 


Denkt  man  sich  nun  den  Ort  der  Erde  durch  C'oordina- 
ten  X,  y in  der  Ebene  der  Ecliptic  auf  den  Mittelpunct  der 
Sonne  bezogen  und  nimmt  die  Linie  vom  Mittelpuiicte  der 
Sonne  nach  dem  Frühlings  Tag-  und  Nachtgleichen  Puncte 
als  positive  Seite  der  Axe  der  x,  die  positive  Axe  der  y senk- 
recht darauf  nach  dem  Colure  der  Sommersonnenwende  ge- 
richtet, so  ist,  wenn  man  die  Länge  der  Sonne  von  der  Erde 
aus  gesehen  mit  ©,  ihre  Entfernung  von  der  Erde  mit  R 
bezeichnet:*) 

X = — R cos  O 
y = — Ä sin  O 

Bezieht  man  die  Coordinaten  auf  die  Ebene  des  Aequa- 
tors,  indem  man  als  Axe  der  x die  Linie  nach  dem  Friih- 
lingspuncte  beibehält  und  die  Coordinatenaxe  der  r in  der 


*)  Da  die  Länge  der  Erde  von  der  Sonne  aus  gesehen  180  +0  ist. 


Digilized  by  Google 


145 


Kbene  der  tfz  um  den  Winkel  t,  gleich  der  Schiefe  der 
Ecliptic.  gedreht  denkt,  so  erhält  man; 

r = — R cot  Q 
?/  = — «in  0 eo«  i 
j = — /f  «in  0 »in  i 

• und  daraus: 


di 


+ 


R sin  0 . 


,13 

dl 


*—=  — /?  CO»  0 CO»  r . 

dt  dt 


(U 

dl 


R CO»  O »in  r. 

dt 


W 


Substitilirt  mau  diese  Werthe  in  die  (Jleichungen  (a)  und 
fuhrt  statt  f<  die  Anzahl  k von  Zcitsecunden  ein,  welche  das 
Licht  braucht,  um  den  Halbmesser  der  Erdbahn  zu  durch- 
laufen, BO  dafs; 


Ä , 1 l 

it  ~ — also  = 

t f, 


H 


wird,  so  hat  man,  wenn  man  nur  die  Glieder  erster  Ordnung 
beibehält : 


/— u = — t. 


dt 


CO»  0 CO»  t CO»  « + »in  0 sin  u|  »ec  A 


S —h  = + i'.  I COS0  fsinasindcos»  — CO»  Aainf]  — cosusindsin  0 J 


Die  Sonne  legt  nun  in  einem  mittleren  Tage  59' 8".  33 
zurück*),  also  ist: 


(10  59' 8".  33 

dt  ~ 8(.M00 


0.04  1068«,- 


*)  Eigentlich  mür»te  die  wahre  Hewegung  der  Sonne  in  ihrer  ellip- 
tischen Bahn  zur  Berechnung  der  Aberration  angewandt  werden,  e«  kann 
aber  für  diesen  Fall  die  elliptische  Bahn  füglich  mit  der  Kreisbahn 
verwechselt  werden  da  der  Unterschied  nur  ein  constantes  Glied  in  der 
Aberration  he^orbringt,  welche»  mit  den  mittleren  Oertern  der  Sterne 
verbunden  bleibt.  Vid.  Bessel,  Tabulae  Regiomontanae  pag.  XIX. 

10 
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ferner  ist  k oder  die  welche  das  Licht  braucht,  um  den 

Halbmesser  der  Erdbahn  zu  durchlaufen  4!>3".2,  also  ist; 

A-  12.=  20".  255. 

dt 

Man  hat  daher  fiir  die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  in 
Rectascension  nnd  Declination  die  Formeln: 

a—a  = — 20".  25S  [co«0cos  t cos  a + sin0  sin  a]  sec  S 
(A)  6'—  6 = + 20".  2.S.5  cos  0 [sin  a sin  S cos  t — cos  6 ein  e] 

— 20".  205  cos  u sin  sin  0 

Die  Glieder  zweiter  Ordnung  .sind  so  unbedeutend,  dafs 
sie  fast  immer  vemachläfsigt  werden  können.  Für  die  Rec- 
tascension werden  diese  Glieder,  wenn  man  in  das  zweite 
Glied  der  Formeln  (a)  die  Werihe  der  DifTerentialqnotienten 
(i>)  einführt: 

^ sec  6*fcos  2 0 sin  2 a (1  +_cos  f *)  — 2 sin  2 0 cos  2 a coss] 

wo  das  kleine  in  sin  2 sin  s’  inultiplicirtc  Glied  vernach- 
lässigt ist.*)  Siibstitnirt  -rnan  die  numerischen  Werthe,  so 
erhält  man  mit  r = 23“  2S': 

— o".  00091  55  sec  6 ’ sin  2a  cos  2 0 
+ O".  0009123  sec  Ä’  cos  2 a sin  2 0 

Diese  Glieder  geben  erst  für  Sterne,  deren  Declination 

85  y“  beträgt,  Zeit.seciinde,  sie  können  also  aiifscr  beim 

Polarsterne  immer  vernachlässigt  werden. 

Für  die  Declination  geben  die  Glieder  zweiter  Ordnung, 


1 

4 ■ /u*  V dt 


*)  Man  erhalt  nämlich  abgesehen  von  dem  vor  der  Klammer  ste- 
henden Factor: 

2 sin  2 (X  [cos  0’  cos  t’  — sin  0’J  — 2 sin  2 0 cos  t [cos  a*  — sin 
Uu  man  hier : 

cos  u’  — sin  a’  = cos  2 u,  cos  0 ’ = 5 fl  + cos  2 0^ 
und  sin  0’  = 4 fl  — cos  2 0> 
so  erhält  man  den  oben  stehenden  Ausdruck. 
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wenn  man  die  Glieder  vernachlHfgigt,  die  nicht  in  tang  6 
multiplicirt  sind:*) 


I / d ^ \ * 

— ^ 1 2 ©[cO(  2a  o + cos  t’;  — sin  f ’j 

+ 2 sin  2 ein  2 a 0 cos  r | 


oder: 


+ [0".  000894  - O".  0004578  cos  2aJ  tang  6 cos  2 © 
— O".  0004561  tang  5 sin  2 a sin  2© 


lind  auch  diese  Glieder  erreichen  für  kleinere  Declinationen 

als  87  “ 9'  noch  nicht  einer  Bogensecunde. 

Nimmt  man  statt  des  Aequators  die  EcUptic  zur  Grund- 
ebene an,  so  werden  die  Fonnein  (/>)  einfacher,  nämlich: 


dx 

d7 


+ 


/?  sin  © 


dQ 

dt 


dt 


«co,©|^ 


dz 

Tt 


= 0 


(c) 


Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Formeln  (a)  und 
setzt  A und  fi  an  die  Stelle  von  a und  ö,  so  erhält  man  für 
die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  in  Länge  und  Breite 
die  Formeln: 


A'— A = - 20".  255  cos  (A  — ©J  sec  (i 
|3'-ß  = + 20".  255  sin  CA-©;  sin  (3 


(B> 


*)  Das  zweite,  in  tang  6 multiplicirte  Glied  des  Ausdrucks  von 
S^  — S in  der  Gleichung  fn)  gicbt  nämlich  abgesehen  von  dem  constan- 
ten  Factor: 

sin  ©’  sin  a*  + cos  ©’  cos  f’  cos  a’  + i sin  2 ©.  sin  2a.  cos  t 
Drückt  man  hier  wieder  die  Quadrate  der  Sinns  und  Cosinus  von 
© und  a durch  den  cos  2 © und  cos  2 u aus , und  vemachläfsigt  die 
constanten  Glieder  1 4-  cos  e'  — cos  2 a sin  e*,  so  erhalt  man  den  ange- 
führten Ausdruck. 

10* 
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Beispiel.  Für  den  ersten  April  1849  hat  inan  für 
Arcturus: 

u ~ 14''  8'  48"  = 212“  !•>'.  0.  6 = + 19"  ^8'.  I,  © = 11  "37'.  2 
f = 23"  27'.  4 

Damit  findet  man: 

u'-u  = + 18".  70 
ü-a  = _ 9"  56 

und  da: 

Ä = 202"  8',  ß = + 30"  iO' 

auch : 

A'-A  = + 23".  19 
ff-p  = - l . 89 

14.  Um  die  Berechnung  der  Aberration  in  Rectascen- 
sion  und  Declination,  die  nach  den  eben  gegebenen  Formeln 
etwcts  unbequem  ist,  zu  vereinfachen,  hat  man  Tafeln  entwor- 
fen. Die  bequemsten  sind  die  von  Gaufs  gegebenen. 
Gaufs  setzt: 

20".255  sin  0 — a sin  (0  + A) 

20.  255  cos  0 cos  £ = a cos  f©  + A') 

und  erhält  dann  einfach: 

d — a,  = — osec6  cos  ( © + .4  — a) 

S — 8 = — osinÄsinf©  + A—a)  — 20".  255  cos  © cos  (5  sin  t 
= — osinösinf©  +>4— a)  — lO".  128  sin  t cos  (©  + Ä) 

— lO".  128  sin  £ cos  (©— Ä) 

Hiernach  sind  nun  die  Tafeln  entworfen.  Die  erste  Tafel 
giebt  mit  dem  Argumente  der  Länge  der  Sonne  A und  log  a, 
wodurch  man  die  Aberration  in  Rectascension  und  den  er- 
sten Theil  der  Aberration  in  Declination  erhält.  Den  zwei- 
ten und  dritten  Theil  findet  man  dann  aus  der  zweiten  Tafel, 
in  welche  man  mit  den  Argumenten  © -(-<5  und  Q—6  eingeht. 
Diese  Tafeln  wurden  zuerst  von  Gaufs  in  der  monatlichen 
Correspondenz  Band  XVII  pag.  312  gegeben.  Die  dort  ge- 
brauchte Constante  ist  die  im  vorigen  angeführte  20".  255. 
Später  wurden  dieselben  von  Nicolai  mit  der  Constante 
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20".4451  neu  berechnet  und  in  der  Warnstorfschen  Samm- 
lung von  Hülf'stafeln  abgedruckt. 

Für  das  vorige  Beispiel  erhält  man  au.s  letzteren  Tafeln: 

.4  = l®l'  log  n = 1.2748 

und  damit: 

u-u  = + 18".  88 

und  für  den  ersten  Theil  der  Aberration  in  Declination 

— 2".  15.  Den  zweiten  und  dritten  Theil  findet  man  gleich 

— 3".47  und  = —4". 03,  wenn  man  in  die  zweite  Tafel  mit 
den  Argumenten  31°35'  und  — K“21'  eingeht.  Ks  ist  also: 

6'-d  = - 9". «5 

Multiplicirt  man  diese  Werthe  von  >x'— u und  ib'— 6 mit 

20".  2550  , , . , 

—  , so  erhalt  man  wie  vorher: 

20  .4451 

u~a  = + 18".  70  um)  d'~6  — — 9".56. 

Aufser  diesen  allgeineinen  Talein  für  die  Aberration 
werden  in  den  astronomischen  Jahrbüchern  noch  specielle 
Tafeln  gegeben,  die  nach  den  Tagen  des  Jahres  geordnet 
sind.  Dort  ist  nämlich  gesetzt: 

— 20". 255  cos  Q cos  f — h sin  // 

— 20".  255  sin  Q — h co.s  H 

— 20".  255  cos  0 sin  e = h lang  f sin  II  = i 

und  es  ist  dann: 

a'  — a = h sin  (//  + «)  sec  6 

A'  — d = h cos  (//  -8 «)  sin  6 + i co.s  A 

•Solche  Tafeln,  welche  die  Werthe  von  /i,  II  und  i von 
10  zu  It)  Tagen  geben,  findet  man  z.  B.  in  Kneke’s  Jahr- 
büchern. Für  das  vorher  gebrauchte  Beispiel  hat  man  danach: 

h = + 18".65,  //  = 257*22',  i = - 7".90 

womit  man  für  </— « und  A'— A dieselben  Werthe  wie  vor- 
her findet. 

15.  Das  Maximum  und  Minimum  der  Aberration  in 
Länge  findet  statt,  wenn  die  Länge  des  Sterns  gleich  der 
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der  Sonne  oder  180®  gröfaer  ist,  dagegen  trifft  das  Maximum 
oder  Minimum  in  der  Breite  ein,  wenn  der  Stern  der  Sonne 
90®  vorausgeht  oder  ihr  um  eben  so  viel  folgt.  Ganz  analog 
den  Formeln  fiir  die  jährliche  Aberration  sind  die  Formeln 
für  die  jährliche  Parallaxe  der  Fixsterne  (d.  h.  für  den  Win- 
kel, welchen  die  Richtungen  von  den  Mittelpuncten  der  Sonne 
und  der  Erde  nach  dem  Fixsterne  mit  einander  bilden),  nur 
dafs  dort  die  Maxiraa  und  Minima  auf  andre  Zeiten  treffen. 
Ist  nämlich  A die  Entfernung  des  Fixsterns  von  der  Sonne, 
A und  ß seine  von  der  Sonne  aus  gesehene  Länge  und  Breite, 
so  sind  die  (’oordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Sonne: 

X = A COR  ß cos  A,  y = A cos  sin  A,  t = A sin  ß 

Die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Erde  wer- 
den sein; 

x'  = A'  cos  ß*  cos  A*,  y — A'  cos  ß'  sin  A',  t'  = A'  sin  ßf 
und  da  die  Coordinaten  der  Sonne  in  Bezug  auf  die  Erde: 

-Y  = /f  cos  © und  }■  = Ä sin  © 
sind,  so  hat  man: 

A'  cos  ß^  cos  A'  = A cos  ß cos  X + N cos  © 

A'  cos  ß^  sin  A'  = A cos  sin  A + H sin  © 

A'  sin  jj'  = A sin  ß 

Daraus  erhält  man  leicht: 

A'  — A = — sin  (A  — ©)  sec  ß. 

ß^  — ß — ~ G~0)  Üdt>265 

oder  da  206265  gleich  der  jährlichen  Parallaxe  :t  ist: 

A'— A = — a sin  (A  — Q)  sec  ß 
ß'  —ß  = — Ä cos  (A  — ©)  sin  ß 

Die  Formeln  sind  aber  ganz  ähnlich  ade  die  fiir  die 
Aberration , nur  findet  das  Maximum  und  Minimum  der  Par- 
allaxe in  Länge  statt,  aenn  der  Stern  der  Sonne  90°  vor- 
ausgeht oder  um  ebensoviel  folgt;  dagegen  findet  das  Maxi- 
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mum  oder  Minimum  in  der  Breite  statt,  wenn  die  Länge 
des  Sterns  180°  gröfser  oder  gleich  der  Länge  der  Sonne  ist. 

Für  die  Rectascension  und  Declination  hat  man  die  Glei- 
chungen ; 

A'  CO«  6'  cos  a'  = A cos  S cos  a + R cos  Q 

A'  cos  d'  sin  a'  = A cos  d sin  u -t-  7^  sin  Q cos  r 

A'  sin  d'  = A sin  d + R sin  0 sin  f 

woraus  man  dann  ähnlich  wie  bei  der  Aberration  findet: 

u —a  = — % [cos  Q sin  a — sin  Q cos  £ cos  «]  sec  d 
d"  — d = — jt  [cos  £ sin  a sin  d — sin  e cos  dj  sin  Q 
— 5t  cos  0 sin  d cos  « 

16.  Die  tägliche  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  bringt 
ebenso  wie  die  jährliche  Bewegung  um  die  Sonne  eine  Aber- 
ration hervor,  welche  die  tägliche  Aberration  genannt 
w'ird.  Diese  ist  indessen  viel  unbedeutender  als  die  jährliche 
Aberration,  da  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Erde 
um  ihre  Axe  sehr  viel  kleiner  ist  als  die  Geschwindigkeit 
der  Bewegung  in  der  jährlichen  Bahn  um  die  Sonne. 

Die  Coordinaten  eines  Ortes  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  in  Bezug  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Axen,  von 
denen  die  eine  mit  der  Rotationsaxe  zusaramenrällt,  die  bei- 
den andern  in  der  Ebene  des  Acquators  liegen  und  zwar  so, 
dafs  die  positive  Axe  der  x vom  Mittelpuncte  nach  dem 
Frühlingspuncte,  die  positive  Axe  der  y nach  dem  neunzig- 
sten Grade  der  Rectascensionen  gerichtet  ist,  sind  nach  No.  2 
dieses  Abschnitts: 

X = (j  cos  q>  CO« 
y = (j  cos  ((>'  sin  0 
X = Q sin  <p' 

Man  hat  also : 

dr  , , d(?> 

dl  ^ ' dt 

dy  , dtr^ 

- — = + o cos  m cos  0 . 
dt  dt 


dt 
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Subatituirt  man  dieac  Weithe  in  die  ITornicln  (a)  in 
No.  13,  so  erhält  man  leicht  mit  Vemachlärsigung  der  zwei- 
ten Potenzen: 


a —a  = 


«'-ö  = 


<!(■) 

~di 

dl 


ß cos  cp*  co.s  (W  — sec  6 
g cos  q)  sin  ('©—«>  sin  6 


Bezeichnet  nun  7’  die  Anzahl  der  Stemtage,  welche  in 
der  Zeit  enthalten  sind,  in  welcher  die  Sonne  360®  am  Him- 
mel durchläuft,  dem  sogenannten  sidcrischcn  Jahre*),  so  ist 
also  die  durch  die  Umdrehung  der  Erde  entstehende  VVin- 
kolbcwegung  eines  Punctes  derselben  7’ mal  schneller  als  die 
Winkelbewegung  der  Erde  in  ihrer  Balm,  sodafs: 


(/(■}  _ 

rf7  ~ HT' 

Man  erhält  datier  als  Constantc  der  täglichen  Aberration,  da: 


1 

u 


ö = 


e 

i{ 


k sin  -X 


ist,  wo  X die  Soniienpandlaxc  und  k die  Anzahl  von  Zeit- 
sceunden  bezeichnet,  welche  das  Licht  braucht,  um  den  Halb- 
messer der  Erdbahn  zu  durchlaiiren: 


k. 


dl  ■ 


sin  X.  T 


oder  da: 


k. 


'i,®  = 20" 

dl 


‘2  3 b. 


- 8".  57  12  und  T = .166  26  ist 
n".  .3081 


*)  Diese  Zeit  ist,  wie  man  spater  sehen  wird  etwas  grofser  als  die 
Zeit,  welche  zwischen  zwei  Durchgängen  der  Sonne  durch  das  Frühlings- 
Bijuinoctium  verfliefst,  indem  das  siderisebe  Jahr  = 365.25637  mittle- 
ren Tagen  ist  oder  gleich  365  Tagen  6 Stunden  0 Minuten  und 
10.7496  Sccunden. 


Digilized  by  Gothic 


153 


Setzt  inan  noch  statt  der  verbesserten  Polhöhc  q>'  einfach 
die  Pohöhe  cp,  so  erhält  inan  also  fiir  die  tägliche  Aberration 
in  Rcctascension  und  Declination: 

(x'  — a = O”.  8083  cos  cp  cos  (p)— ex)  sec  6 

S'  — 6 = o".  3088  cos  <p  sin  (Q—a)  sin  6 ^ 

Danach  ist  im  Meridian  die  tägliche  Aberration  der 
Sterne  in  Declination  Null,  während  sie  in  Rcctascension  ihr 
Maximum  erreicht,  nämlich: 

O”,  3083.  cos  cp  sec  (5 

17.  Für  die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  in  Länge 
lind  Breite  waren  vorher  die  Ausdrucke  gefunden: 

}!—X  — — k cos  (^— O)  sec  (3 
|3'— ^ = + fc  sin  CA— 0)  sin  |3 

wo  die  Constante  20".  255  durch  k bezeichnet  ist.  Denkt  man 
sich  nun  an  dem  mittleren  Orte  des  Sterns  eine  tangirende 
Ebene  an  der  scheinbaren  Himmelskugel  und  in  dieser  ein 
rechtwinkliges  Axenkreuz,  dessen  Axe  der  x und  y die  Durch- 
schnittslinien der  Ebenen  des  Parallel-  und  des  Breitenkreises 
mit  der  tangirenden  Ebene  sind,  und  bezieht  nun  den 
wahren  mit  der  Aberration  behafteten  Ort  auf  den  mittleren 
durch  die  (’oordinaten: 

z — A>  cos  ß und  y = ß! — (3,  ') 

so  erhält  man  leicht,  wenn  man  die  obigen  Gleichungen 
quadrirt: 

I/’  = k*  sin  /3’  — sin  j3* 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  halbe 
grofse  Axe  gleich  k,  deren  halbe  kleine  Axe  dagegen  k sin  |3 
ist.  Vermöge  der  jährlichen  Aberration  beschreiben  also 


')  Indem  für  so  kleine  Entfernungen  vom  Änfangspuncte  die  tan 
girende  Ebene  mit  der  Kngeloberflache  zusammenfallend  angesehen  wer- 
den kann. 
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die  Fixsterne  Ellipsen  um  ihren  mittleren  Ort,  deren  halbe 
groFse  Axe  20".  255  und  deren  halbe  kleine  Axe  das  Maximum 
der  Abemition  in  Breite  ist.  Für  Sterne,  welche  in  der 
Ecliptic  stehen  ist  ji  und  mithin  auch  die  halbe  kleine  Axe 
gleich  Null.  Solche  Sterne  beschreiben  also  im  Laufe  eines 
Jahres  eine  gerade  Linie,  indem  sie  sich  in  der  Ecliptic 
20".  255  von  dem  mittleren  Orte  nach  jeder  Seite  hin  entfer- 
nen. Für  einen  Stern,  welcher  im  Pole  der  Ecliptic  stände, 
wäre  ^ = 90°,  mithin  die  halbe  kleine  Axe  gleich  der  hal- 
ben grolsen  Axe.  Ein  solcher  Stern  würde  also  im  Laufe 
eines  Jahres  um  seinen  mittleren  Ort  seinen  Kreis  von  21/’.  255 
Halbmesser  beschreiben. 

Ganz  ähnliches  gilt  nun  auch  für  die  jährlichen  Parall- 
axen und  die  tägliche  Aberation.  V'ermöge  der  letzteren 
beschreiben  die  Sterne  im  Laufe  eines  Stemtages  Ellipsen 
um  ihren  mittleren  Ort,  deren  halbe  grofse  und  halbe  kleine 
Axe  beziehlich  0".308J  cos  q>  und  0".3083  cos  <j>  sin  6 ist. 
Für  Sterne,  die  im  Aequator  stehen,  geht  diese  Ellipse  in 
eine  gerade  Linie  über,  fiir  einen  Stern  dagegen,  welcher 
genau  im  Weltpolo  stände,  in  einen  Kreis. 

18.  Hat  ein  Gestirn  eine  eigne  Bewegung,  wie  die 
Sonne,  der  Mond  und  die  Planeten,  so  ist  für  diese  die  bisher 
betrachtete  Aberration  der  Fixsterne  noch  nicht  die  vollstän- 
dige Aberration.  Denn  da  ein  solches  Gestirn  in  der  Zeit, 
während  welcher  der  Lichtstrahl  von  demselben  zur  Erde 
läuft,  seinen  Ort  verändert,  so  entspricht  die  beobachtete 
liichtung  des  Lichtstrahls  nicht  dem  wahren  geocentrischen 
Orte  des  Gestirns  zur  Zeit  der  Beobachtung.  Man  nehme 
nun  an,  dafs  der  Lichtstrahl,  welcher  zur  Zeit  t das  Objectiv 
des  Fernrohrs  trifft,  zur  Zeit  7'  vom  Planeten  ausgegangen 
sei.  Es  seien  ferner  P Fig.  4 der  Ort  des  Planeten  im 
Raume  zur  Zeit  7’,  p derselbe  zur  Zeit  t,  A der  Ort  des 
(Ibjectivs  zur  Zeit  T,  a und  b seien  die  Oerter  des  Objectes 
und  Oculars  zur  Zeit  t,  a und  b'  dagegen  die  Oerter  zur 
Zeit  f,  wo  der  Lichtstrahl  das  Ocular  trifft.  Dann  ist: 
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1.  AP  die  Richtung  nach  dem  Orte  des  Planeten  zur 
Zeit  7; 

2.  ap  die  Richtung  nach  dem  wahren  Orte  zur  Zeit  t, 

3.  ap  oder  ap'  die  Richtung  nach  dem  scheinbaren  Orte 
zur  Zeit  t oder  zur  Zeit  t',  deren  Differenz  unendlich 
klein  ist, 

4.  b' a die  Richtung  nach  demselben  scheinbaren  Orte,  von 
der  Aberration  der  Fixsterne  befreit. 

Da  nun  P,  a nnd  b'  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  ist: 
Pa  : ab'  = t-T  : l'-t 

Da  ferner  das  Zeitinfervall  f — 7’  immer  sehr  klein  ist, 
sodafs  man  annehmen  kann,  dafs  die  Erde  sich  innerhalb  des- 
selben geradlinig  und  mit  gleichfiirinigcr  Geschwindigkeit  be- 
wegt, so  liegen  auch  A,  a und  a'  in  einer  geraden  Linie, 
sodafs  Aa  und  aa'  ebenfalls  den  Zeiten  t—T  und  tf—t  pro- 
portional sind.  Daraus  folgt  also,  dafs  AP  parallel  b'a'  ist, 
dafs  also  der  scheinbare  Ort  des  Planeten  zur  Zeit  t gleich 
dem  wahren  Orte  zur  Zeit  T ist.  Der  Unterschied  der  Zeiten 
i und  T ist  aber  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  vom  Planeten 
zum  Auge  gelangt  oder  das  Product  der  Distanz  des  Planeten 
in  493". 2 d.  h.  in  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  die  halbe 
grolse  Axe  der  Erdbahn,  welche  als  Einheit  angenommen 
wird,  durchläuft. 

Daraus  folgen  nun  drei  Methoden,  den  wahren  Ort  eines 
Wandelsterns  aus  dem  scheinbaren  fiir  irgend  eine  Zeit  t zu 
berechnen. 

I.  Man  ziehe  von  der  beobachteten  Zeit  die  Zeit  ab,  in- 
nerhalb welcher  das  Licht  vom  Planeten  zur  Erde  gelangt; 
dann  erhält  man  die  Zeit  T und  der  wahre  Ort  zur  Zeit 
T ist  mit  dem  scheinbaren  zur  Zeit  t identisch. 

II.  Man  berechne  mit  der  Entfernung  des  Wandelsterns 
die  Reduction  der  Zeit  t—  T und  damit  mit  Hülfe  der  täg- 
lichen Bewegung  des  Gestirns  in  Rectasccnsion  und  Declina- 
tion  die  Reduction  des  beobachteten  scheinbaren  Ortes  auf 
die  Zeit  T. 

III.  Den  gegebenen  Ort  von  der  Aberration  der  Fixsterne 
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befreit,  betrachte  man  als  den  wahren  Ort  zur  Zeit  7',  aber 
gesellen  von  dem  Orte,  welchen  die  Erde  zur  Zeit  t hat. 
Diese  letztere  Methode  wendet  man  diuin  an,  wenn  man  die 
Entfernung  des  Gestirns  nicht  kennt  z.  B.  bei  der  Berechnung 
einer  Bahn  eines  noch  unbekannten  Planeten  oder  Coineten. 

Da  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  von  der  Sonne  zur 
Erde  gelangt,  493".  2 ist  und  die  mittlere  Bewegung  der  Sonne 
in  einem  Tage  59'  8".  3 beträgt , so  ist  nach  II.  die  Aberra- 
tion der  Sonne  in  I.<änge  20".  25  im  Bogen,  um  welche  Gröfse 
man  die  Längen  der  Sonne  immer  zu  klein  beobachtet.  We- 
gen der  Aenderung  der  Entfernung  der  Sonne  und  ihrer 
Geschwindigkeit  schwankt  dieser  Werth  im  Laufe  des  Jahres 
um  einige  Zehntheile  einer  Secunde. 


Anm.  Vergl.  über  die  Aberration  die  Vorrede  zu  Beaxels  „Tabulae 
Kegiomontanae“  pag.  XVII.  et  geq.  und  Uaufg  Theoria  motug  corporum 
roelestum  pag.  68  gq. 
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DRITTER  ABSCHNITT. 


Bestimmung  der  vom  Standpuncte  des  Beobachters  auf 
der  Erdoberöäche  unabhängigen  Coordinaten  und  Winkel 
der  scheinbaren  Himmelskugel.  Periodische  und  Säcular- 
Aenderungen  dieser  Gröfsen. 

Die  von  dem  Standpuncte  des  Beobachters  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  unabhängigen  Coordinaten  und  Winkel  der 
scheinbaren  Himmelskugel  sind  die  Rectascensionen  und  Dec- 
linationen  sowie  die  Längen  und  Breiten  der  Sterne  und  end- 
lich der  Winkel,  welchen  die  Grundebenen  der  beiden  Coor- 
dinatensysteme  mit  einander  bilden  oder  die  Schiefe  der  Ec- 
liptic.  Die  sphärischen  Coordinaten  der  Länge  und  Breite 
werden  niemals  unmittelbar  durch  Beobachtungen  bestimmt, 
sondern  immer  nur  vermittelst  der  Formeln  fiir  die  Transfor- 
mation der  Coordinaten  aus  den  Rectascensionen  und  Decli- 
nationen  durch  Rechnung  hergeleitet.  (I.  Nr.  8).  Es  bleiben 
also  nur  die  Rectascensionen  und  Declinationen  der  Him- 
melskörper sowie  die  Schiefe  der  Ecliptic  durch  die  Beob- 
achtungen zu  bestimmen, 

Indem  man  die  Bestimmungen  dieser  Gröfsen  zu  ver- 
schiedenen Epochen  mit  einander  vergleicht,  findet  man,  dafs 
dieselben  Aenderungen  unterworfen  sind,  von  denen  ein  Theil 
in  nicht  allzu  gröfsen  Zeiträumen  der  Zeit  proportional,  der 
andre  aber  periodisch  ist.  Die  der  Zeit  proportionale  Aende- 
rung  der  Rectascension  und  Declination  sowie  der  Länge 
und  Breite  heifst  die  Präcession,  dagegen  die  der  Zeit 
proportionale  Aenderung  der  Schiefe  der  Ecliptic  die  Säcu- 
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) ariindei'ung  der  Schiefe.  Der  andre  Theil  der  Aend«^- 
riing,  dessen  Hauptglieder  eine  Periode  von  etwa  19  Jahren 
haben,  wird  mit  dem  Namen  Nutation  bezeichnet.  Beide 
Aenderungen  haben  ihren  Grund  in  einer  säcularen  Bewegung 
sowohl  des  Aequators  auf  der  Ecliptic  als  auch  der  Ecliptic 
auf  dem  Aequator,  wodurch  zugleich  die  Neigung  der  beiden 
Ebenen  gegen  einander  geändert  wird  und  in  einer  periodi- 
schen Schwankung  des  Durchschnittspunctes  des  Aequators 
und  der  Ecliptic  auf  letzterer  und  einer  damit  verbundenen 
periodischen  Aenderung  der  Neigung  des  Aequators*  gegen 
die  Ecliptic. 

Den  Ort  eines  Sterns  zu  einer  bestimmten  Zeit,  von  dem 
periodischen  Theile  der  Aenderung  oder  der  Nutation  befreit, 
nennt  man  den  mittleren  Ort  des  Sterns  für  diese  be- 
stimmte Epoche.  Diese  mittleren  Oerter  der  Sterne  werden 
in  den  Stemverzeichnissen  angegeben.  Um  daraus  den  mitt- 
leren Ort  für  eine  andre  Epoche  zu  erhalten,  mufs  man  da- 
ran die  Praecession  für  den  Unterschied  der  Zeiten  imbrin- 
gen;  will  man  aber  den  wahren  Ort  des  Sterns  bezogen  auf 
das  wahre  Aequinoctium  fUr  diese  Zeit,  so  mufs  man  aufser 
der  Präcession  auch  noch  die  Nutation  hinzufugen.  Es  ist 
daher  nöthig,  die  Gesetze  der  Aenderungen  der  Stemörter 
durch  Präcession  und  Nutation  kennen  zu  lernen  und  zugleich 
bequeme  Mittel  zu  finden,  um  die  mittleren  Oerter  der  Sterne 
auf  verschiedene  Epochen  zu  reduciren,  sowie  mittlere  Oerter 
in  wahre  und  umgekehrt  zu  verwandeln. 


I.  Bestimmung  der  Rectascensionen  und  Declinationen 
der  Sterne  sowie  der  Schiefe  der  Ecliptic. 

1.  Beobachtet  man  die  Unterschiede  der  Zeiten,  zu  de- 
nen die  Sterne  durch  den  Meridian  eines  Ortes  gehen,  so 
sind  diese  Unterschiede  auch  die  Unterschiede  der  Kectascen- 
sionen  der  Sterae  in  Zeit  ausgedrückt.  (1.  Nr.  3 Anm.) 
Nimmt  man  zugleich  die  Höhen,  welche  die  Sterne  bei  ihrem 
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riurcligange  durch  den  Meridian  haben,  so  eriiält  man  auch 
die  Unterschiede  ihrer  Dcclinationen,  da  jede  einzelne  Mcri- 
dianhöhe  eines  Sterns  von  seiner  Dcclination  um  eine  Con- 
stante  verschieden  ist.  (1.  Nr,  14), 

Zu  diesen  Beobachtungen  bedarf  man  also  einer  guten 
Uhr  d.  h.  einer  solchen,  die  für  Zeiten,  in  welchen  gleich 
grofse  Bogen  des  Aequators  durch  den  Meridian  gehen,  auch 
immer  eine  gleich  grofse  Anzahl  von  Seciinden  angiebt*)  und 
eines  in  der  Ebene  des  Meridians  unvcrrückt  aufgcstellten 
Höheninstnaments  d.  h.  eines  Meridianskreises.  Dieser  besteht 
in  seinen  wesentlichen  Theilen  aus  einer  horizontalen,  in  zwei 
festen  Lagern  liegenden  Axe,  welche  einen  verticalen  Kreis 
und  ein  Fernrohr  trägt.  An  dem  einen  Lager  ist  dann  ein 
Index  befestigt,  welcher  bei  der  gleichzeitigen  Bewegung  des 
Fernrohrs  und  des  Kreises  um  die  horizontale  Axe  die  vom 
Fernrohre  durchlaufenen  Bogen  auf  dem  Kreise  angiebt. 

Um  den  regelmäfsigen  Gang  der  Uhr  zu  prüfen,  beob- 
achtet man  die  auf  einander  folgenden  Durchgänge  verschie- 
dener Sterne  durch  einen  im  Brennpuncte  des  Fernrohrs  aus- 
gespannten senkrechten  Faden.  Hat  dann  das  Instrument 
seinen  Stand  in  der  Zwischenzeit  nicht  geändert  und  ist  die 
Beobachtung  an  demselben  l’iincte  des  senkrechten  Fadens 
angestcllt,  so  mufs  die  Uhr,  wenn  sic  nach  Stemzeit  geht, 
zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Durchgängen  desselben 
Sterns  genau  24  Stunden  angeben.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
sondern  giebt  die  Uhr  fiir  jeden  Stern  constant  die  Zeit 
24'  — a an,  so  nennt  man  a den  täglichen  Gang  der  Uhr  und 
mufs  diesen  bei  der  Beobachtung  der  Rcctasccnsionsunter- 
schiede  mit  in  Rechnung  bringen.  Indem  man  die  beobachte- 
24* 

ten  Unterschiede  mit  — multiplicirt. 

24'-n  * 

Nachdem  man  sich  von  dem  regelmäfsigen  Gange  der 
Uhr  überzeugt  hat,  ist  es  nöthig,  den  Meridiankreis  so  zu 


*)  Die  Zeit  seihst  braucht  man  nicht  zu  kennen , da  jinmer  nur 
Unterschiede  von  Zeiten  beobachtet  werden. 
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berichtigen,  dafs  der  im  Fernrohre  ausgespannte  senkrechte 
Faden  in  jeder  liage  des  Fernrohrs  in  der  Ebene  des  Meridians 
bleibt.  Hat  man  die  Axe  des  Instruments  durch  eine  Wasser- 
wage  genau  horizontal  gestellt,  so  lasse  man  einen  dem  Äcquator 
nahe  stehenden  Stern  so  nahe  als  möglich  am  Meridiane*)  längs 
dem  zweiten,  im  Fernrohre  ausgespannten  und  auf  dem  ersteren 
senkrecht  stehenden  Faden  gehen  und  drehe  das  ganze  Faden- 
kreuz solange,  bis  der  Stern  bei  dem  Durchgänge  durch  das 
Feld  denselben  nicht  mehr  verläTst.  Dann  ist  dieser  Faden  genau 
horizontal,  also  der  andere  genau  vertical.  Nachdem  dies  ge- 
schehen, stelle  man  das  Fernrohr  auf  einen  weit  entfernten  ter- 
restrischen Gegenstand  und  merke  sich  einen  kenntlichen  Punct, 
welchen  der  verticale  Faden  durchschneidet.  Dann  lege  man 
das  Instrument  in  seinen  Lagern  um,  sodafs  der  Kreis,  wenn 
er  vorher  auf  der  östlichen  Seite  war,  jetzt  auf  der  westlichen 
steht  und  stelle  das  Fernrohr  in  dieser  Lage  auf  dasselbe 
Object  ein.  Durchschneidet  dann  der  verticale  Faden  auch 
in  dieser  Lage  genau  denselben  Punct  des  Objects,  so  steht 
die  Gesichtslinie,  d.  h.  die  Linie  vom  Mittelpuncte  des  Objec- 
tivs  des  Fernrohrs  nach  dem  Fadenkreuze  genau  senkrecht 
auf  der  Umdrehiingsaxe  des  Instruments.  Schneidet  aber  der 
Faden  einen  andern  Punct,  so  verschiebe  man  das  Faden- 
kreuz durch  Schrauben,  welche  dasselbe  senkrecht  gegen  die 
Gesichtslinie  bewegen,  solange  bis  der  senkrechte  Faden  durch 
den  zwischen  den  beiden  Puncten  in  der  Mitte  liegenden 
Punct  des  Objects  geht.  Dann  wird  jetzt  die  Gesichtslinie 
senkrecht  auf  der  Umdrehungsaxe  stehen.  Sollte  es  noch 
nicht  genau  der  Fall  sein,  so  kann  man  immer  durch  Wie- 
derholung derselben  Operation  den  Fehler  ganz  wegschaflTen. 

Um  endlich  den  verticalen  Faden  in  die  Ebene  des  Me- 
ridians zu  bringen,  bedient  man  sich  des  Polarsterns,  indem 
man  die  Durchgänge  desselben  durch  den  Faden  bei  drei 
auf  einander  folgenden  oberen  und  unteren  Culminationen 


*)  Desücn  Richtung  man  zu  diesem  Zwecke  genau  genug  durah  die 
Beobachtung  der  Zeiten  ändet,  wo  die  Höhen  der  Sterne  sich  nicht  ändern. 
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beobachtet.  Steht  nänilich  «las  Instrument  genau  in  der  Ebene 
des  Meridians,  so  raurs  die  Zeit  zwischen  einer  oberen  und 
der  nächstfolgenden  untern  C'ulmination  genau  gleich  der 
Zeit  sein,  welche  von  der  untern  bis  zur  nächstfolgenden 
oberen  Culmination  verflierst.  Ist  dies  nicht  der  l'all,  so 
weifs  man,  dafs  der  Verticalkreis,  welchen  das  Instrument  be- 
schreibt, nach  derjenigen  Seite  des  Meridi<uis  abweicht,  auf 
welcher  der  Stern  die  kürzere  Zeit  gewesen  ist  und  kann 
also  durch  Verschiebung  des  einen  Lagers  des  Instruments 
die  Gesichtslinie  desselben  in  den  Meridian  bringen.  Auf 
diese  Weise  kann  man  nun  also  die  Aufstellung  eines  solchen 
Instruments  vollkommen  berichtigen,  sodafs  der  verticale  Fa- 
den des  Fernrohrs  in  jeder  Lage  desselben  genau  in  der 
Ebene  des  Meridians  bleibt. 

Nachdem  dies  geschehen  ist,  beobachtet  man  die  Zeiten 
der  Durchgänge  der  Sterne  durch  den  verficalen  Faden,  stellt 
dieselben  zugleich  kurz  vor  oder  nach  ihrem  Durchgänge 
auf  den  horizontalen  Faden  ein  und  liest  die  Zahl  ab,  welche 
der  Index  bei  dieser  Lage  des  Fernrohrs  auf  dem  Kreise  an- 
giebt.  Dann  erhält  man  aus  den  Unterschieden  der  beobach- 
teten Zeiten  die  Untcrchicde  der  scheinbaren  Rectasccnsioncn 
und  aus  den  Unterschieden  der  Angaben  des  Kreises  die 
Unterschiede  der  scheinbaren  Declinationen.  An  diese  beob- 
achteten Unterschiede  sind  nun  noch  die  im  vorigen  Abschnitte 
betrachteten  Corrcctioncn  anzubringen,  um  daraus  die  wahren 
Kectascensions-  und  Declinations-Unterschiede  der  Sterne  zu 
erhalten. 

Die  Parallaxe  für  Rectascension  ist  im  Meridiane  Null,  diese 
also  bei  den  Beobachtungen  der  Rectastjensionsunferschiede 
nicht  zu  berücksichtigen;  dagegen  mufs  man  die  Declination 
oder  vielmehr  hier  die  Angabe  des  Kreises  von  der  Parallaxe 
befreien,  wenn  das  beobachtete  Gestirn  eine  solche  hat.  Geht 
die  Theilung  im  Sinne  der  Zenithdistanzen  fort,  wächst  sie 
also  vom  Zenith  nach  dem  Horizonte  zu,  so  hat  man  an  die 
Angabe  des  Kreises  anzubringen  — n sin  r (II.  Nr.  3),  wenn 
w die  Horizontalparallaxe  und  z die  scheinbare  Zenitlidistanz 
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dc8  Gestirns  ist.*j  Für  Fixsterne  ist  diese  Correction  Null. 
Da  ferner  die  ßefraction  ebenfalls  nur  im  Sinne  des  Verticals 
wirkt,  so  ändert  sie  auch  nicht  die  Durchgangszeiten  der 
Sterne  durch  den  Meridian;  an  alle  Angaben  des  Kreises  hat 
man  dagegen,  wenn  die  Theilung  im  Sinne  der  Zenithdistan- 
zen fortgeht,  die  Correction  + r anzubringen,  wo  r nach  der 
Formel  (F)  in  Nr.  10  des  zweiten  Abschnitts  zu  berechnen 
und  also  gehürig  auf  den  Stand  des  Barometers  und  Ther- 
mometers zur  Zeit  der  Beobachtung  Rücksicht  zu  nehmen  ist. 

Da  die  beiden  Corrcctionen  die  Kenntnifs  der  scheinba- 
ren Zenithdistanz  erfordern,  so  inufs  man  also,  um  diese  aus 
den  Angaben  des  Kreises  berechnen  zu  können,  wissen,  wel- 
cher l’unct  d(‘.8selbcn  dem  Zenith  entspricht.  Diesen  Punct, 
den  sogenannten  Zenithpunct  des  Kreises,  kann  man  aber 
leicht  finden,  indem  man  den  horizontalen  Faden  des  Fern- 
rohrs in  zwei  verschiedenen  Lagen  des  Instruments  (bei  Kreis 
Ost  und  Kreis  West)  auf  ein  und  dasselbe  irdische  Object 
einstellt.  Ist  dann  4 die  Ablesung  des  Kreises  in  der  einen, 
4'  die  in  der  andern  Beobachtung,  so  ist  i(4+4')  der  Zenith- 
pnnct  des  Kreises.  Statt  eines  irdischen  Objects  kann  man 
sich  auch  hierzu  des  Polarsterns  zu  der  Zeit,  wann  derselbe 
nahe  im  Meridiane  ist,  bedienen,  weil  sich  dann  die  Zenith- 
distanz desselben  äufserst  langsam  ändert. 

Zuletzt  sind  nun  noch  die  beobachteten  Rectascensions- 
und  Declinations-Unterschiede  von  der  Aberration  zu  befreien, 
indem  man  die  in  II.  Nr.  13  gegebenen  Ausdrücke  (A)  an 
die  Beobachtungen  anbringt,  und  zwar  Tür  die  Rectascension 
mit  umgekehrten  Zeichen  an  die  beobachteten  Zeiten,  dage- 
gen die  Correction  i'—6  mit  ihrem  Zeichen  an  die  beobach- 
teten Ablesungen  des  Kreises,  wenn  die  Sterne  südlich  vom 
Zenith  culminiren  und  die  Theilung  im  Sinne  der  Zonith- 
distanzen  fortgeht.  Da  diese  Ausdrücke  für  a —a  und  &' —6 
die  Gröfsen  ä und  i selbst  enthalten,  so  setzt  dieBerech- 


*)  Gebt  die  Theilung  den  Zenitbdistanzen  entgegengesetzt  vom 
Horizonte  nach  dem  Zenith  zu,  u sind  alle  Correctionen  mit  entgegen- 
geietztem  Zeichen  anznbringen 
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nung  derselben  schon  immer  eine  genäherte  Kenntnifs  der- 
selben voraus.  Diese  hat  man  aber  durch  frühere  Stemver- 
zeichnisse.  Schon  die  Alten  bestimmten  die  Kectascensionen 
und  Declinationen  der  Sterne  natürlich  ohne  Rücksicht  auf 
die  kleinen  Correctionen,  sonst  aber  durch  eine  Methode,  die 
im  Wesentlichen  dieselbe  war,  deren  man  sich  noch  jetzt  be- 
dient. Seit  der  Zeit  wurden  dann  die  Verzeichnisse  immer 
mehr  und  mehr  verbessert,  indem  theils  die  Beobachtungen 
selbst  namentlich  seit  der  Erfindung  des  Fernrohrs  und  des 
Fadenkreuzes  bedeutend  genauer  wurden,  theils  auch  immer 
genauere  Werthe  für  die  kleinen  Correctionen  angewandt 
werden  konnten. 

Hat  das  Gestirn  noch  eine  sichtbare  Scheibe,  wie  z.  B. 
die  Sonne,  so  mufs  man  an  die  Beobachtung  der  Zenithdistanz 
noch  den  Halbmesser  der  Sonne  anbringen  oder  den  unteren 
sowohl  als  den  oberen  Hand  im  Meridiane  beobachten.  Im 
letzteren  Falle  mufs  man  an  die  Beobachtung  jedes  Randes 
einzeln  die  Refiraction  anbringen  und  dann  aus  beiden  corrigir- 
ten  Zenithdistanzen  das  Mittel  nehmen. 

Nachdem  man  nun  so  die  wahren  Rectascensions  - und 
Declinations- Unterschiede  der  Sterne  kennen  gelernt,  hat  man 
nur  noch  nöthig,  die  wahre  Rectascension  und  Declination 
eines  Sterns  zu  finden  oder  vielmehr  die  wahre  Rectascension 
eines  Sterns  und  denjenigen  Punct  des  Meridianskreises,  wcl- 
cJier  dem  Weltpole  oder  der  Höhe  des  Aequators  entspricht, 
um  dann  die  Rectascensionen  und  Declinationen  aller  übrigen 
Sterne  zu  erhalten.  Macht  man  nun  diese  Bestimmungen  zu 
verschiedenen  Zeiten,  so  findet  man,  abgesehen  von  den  Be- 
obachtungsfehlem, nicht  immer  dieselben  Rectascensionen  und 
Declinationen,  weil  nämlich  die  Ebenen,  auf  welche  die  Stem- 
örter  bezogen  werden,  ihre  Lage  im  Raume  ändern,  also 
scheinbar  für  uns  die  Oerter  der  Sterne  gegen  diese  Ebenen 
sich  ändern.  Diese  Aenderungen  soUen  aber  vorläufig  nicht 
in  Betracht  gezogen  werden. 

2.  Den  Punct  des  Kreises,  welcher  dem  Weltpole  ent- 
spricht oder  den  sogenannten  Polpunct  des  Kreises  findet  man 
leicht  durch  die  Beobachtung  der  oberen  und  unteren  Cul- 
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niination  der  Circumpolarstcrnc.  Ist  nämlich  4 die  von  der  Ke- 
fraction  befreite  Ablesung  des  Kreises  bei  der  obern  Culniination, 
4'  die  bei  der  unteren,  so  ist  4)  =90— 6 und  i(i;'+4)  der- 
jenige Punct  des  Kreises,  welcher  dem  Pole  entspricht.  Dagegen 
ist  ‘ (4^ -!-■;)  ± -h),  je  nach  dem  Sinne  der  Tbeilung  des  Kreises, 
derjenige  Punct,  welclier  der  Höhe  des  Aequators  entspricht 
oder  der  Aequatorpunct  des  Kreises.  Kennt  man  diireb  die 
vorher  erwähnte  Methode  auch  den  Zenithpunct  des  Kreises 
so  ist  Z—^('i'+4)  oder  i(4'+4)  — ^ die  Polhöhe  des  Be- 
obaclitiingsortes.  Nachdem  man  so  den  Polpunct  des  Kreises 
bestimmt  hat,  kann  man  die  Declinationcn  aller  beobachteten 
Sterne  finden  und  cs  bleibt  also  nur  noch  übrig,  eine  wahre 
Rectascension  eines  Sterns  aus  den  Beobachtungen  herzuleiten. 

Da  man  als  Anfangspunct  der  liectascensionen  der  Sterne 
den  einen  deijenigen  Punctc  nimmt,  in  welchen  die  Ecliptio 
(d.  h.  derjenige  gröfste  Kreis,  welchen  die  Sonne  im  Laufe 
eines  Jahres  an  der  scheinbaren  Himmelskugel  zu  durchlau- 
fen scheint)  den  Aequator  schneidet,  so  wird  man  zur  Kcnnt- 
nifs  der  Rectascension  eines  Sterns  durch  die  Verbindung  der 
Beobachtungen  der  Culminationen  der  Sterne  mit  denen  der 
Sonne  gelangen.  Beobachtet  man  nämlich  zu  den  Zeiten  der 
Aequinoctien  mehre  Tage  hinter  einander  aufser  den  Culmi- 
nationen der  Sonne  und  eines  Sterns  zugleich  die  Declination 
des  Nlittelpnncts  der  Sonne,  so  kennt  man  für  verschiedene 
Declinationen  der  Sonne  die  beobachteten  Rectascensionsun- 
terschiede  der  Sonne  und  des  Sterns  und  kann  daher  diesen 
Unterschied  auch  für  den  Augenblick  berechnen,  wo  die  Dec- 
lination der  Sonne  Null,  also  die  Rectascension  derselben  Null 
oder  180°  w’ar.  Sind  dann  die  Beobachtungen  um  das  Früh- 
lingsäquinoctium  herum  angestellt,  so  wird  der  berechnete 
Rectascensionsunterschied  die  Rectascension  des  Sterns  selbst 
sein,  dagegen  wird  man  einen  um  180°  davou  verschiedenen 
Werth  finden,  wenn  die  Beobachtungen  um  das  Herbstäqui- 
noctiuin  herum  lagen. 

Die  dritte  der  zu  bestimmenden  Gröfsen  ist  die  Schiefe 
der  Ecliptic  oder  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  der  Ecliptic 
mit  der  Ebene  des  Aequators  macht  Das  Mafs  dieses  M in- 
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kels  ist  der  Bogen  des  C'oliirs  der  Sonnenwenden  (d.  Ii.  des 
durch  die  Pole  beider  gröfsten  Kreise  gehenden  Breitenkrei- 
ses), welcher  zwischen  dein  Acqiialor  und  der  Ecliiitic  ent- 
halten ist.  Die  Schiefe  der  Ecliptic  ist  daher  auch  gleich 
der  gröfsten  Declination,  welche  der  Mittelpunct  der  Sonne 
im  Laufe  eines  Jahres  hat.  Beobachtet  inan  also  um  die 
Zeit  des  Somniersolstitiuins  (Juni  21)  jeden  Tag  die  Declina- 
tion, welche  die  Sonne  bei  ihrem  Durchgänge  durch  den  Me- 
ridian hat,  so  ist,  wenn  die  Zeit  des  Solstiums  mit  einer  Ciil- 
mination  zusammentraf,  die  gröfste  beobachtete  Declination 
unmittelbar  die  Schiefe  der  Eeliptic.  Ist  dies  aber  nicht  der 
Fall,  so  leitet  man  leicht  die  gröfste  Declination  aus  den  be- 
obachteten ab,  indem  man  die  Zeit  sucht,  fiir  welche  die  erste 
Differenz  der  beobachteten  Declinationen  Null  war  und  fiir 
diese  Zeit  die  Declination  interpolirt. 

Beobachtet  man  nach  einem  halben  Jahre  zur  Zeit  des 
Wintersolstitiums  auch  wieder  die  Sonne,  so  mufs  man  den- 
selben absoluten  Werth  fiir  die  gröfste  südliche  Declination 
der  Sonne  finden,  wenn  die  Beobachtungen  fehlerlos  waren.“) 
In  dem  Falle  übrigens,  dafs  man  beide  Solstitien  beobachtet 
hat,  braucht  man  den  Polpunct  des  Kreises  gar  nicht  zu  ken- 
nen, sondern  nur  den  Zenithpunct,  man  hat  also,  was  dasselbe 
ist,  die  Kenntnifs  der  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  nicht 
nöthig.  War  nämlich  fiir  die  kleinste  Zenithdistanz  des  Mit- 
telpuncts  der  Sonne  iin  Sommer  der  Werth  z und  für  die 
gröfste  Zenithdistanz  im  Winter  der  Werth  / gefunden,  so 
ist  \{z—z')  gleich  der  Schiefe  der  Eeliptic  und  -Jfz'+z)  gleich 
der  Zenithdistanz  des  Aequators  oder  der  Polliöhe. 

Jede  zwei  Beobachtungen  des  Rectascensionsunterschie- 
des  der  Sonne  und  eines  Sterns  und  der  Declination  der 
Sonne  geben  übrigens  sowohl  die  Kectascension  des  Sterns 
als  auch  die  Schiefe  der  Eeliptic.  Ist  nämlich  « die  unbe- 
kannte Kectascension  des  Sterns,  A der  beobachtete  Rectas- 


*)  Bia  auf  den  geringen  Unterschied,  der  von  der  Sitculariinderung 
der  Schiefe  und  der  Nutation  herrührt 
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censionsunterschied  der  Sonne  und  des  Sterns*),  D dicDcc- 
linaüon  der  Sonne  und  f-  die  Schiefe  der  Ecliptic,  so  hat  inan 
nach  I.  Nr.  9 Anm. 


sin  (.4  + a)  lang  £ = tang  D 
und  ebenso  aus  einer  zweiten  Beobachtung: 
sin  (.4'  + a)  tang  £ = tang  2/ 


Aus  beiden  Gleichungen  findet  man: 


sin  u tang  c 
ros  a tang  t 


tang  n sin  A!  — taug  //  sin  4 
sin  (A'  — A) 

tang  D'  CO.S  .4  — tang  D cos  .4' 
sin  (A'  — A) 


woraus  man  sowohl  als  auch  t berechnen  kann.  Man  sucht 
indessen  die  beiden  Grüfsen  und  f immer  soviel  als  mög- 
lich unabhängig  von  einander  zu  bestimmen,  um  nicht  Fehler 
der  einen  auf  die  andre  zu  übertragen  und  verfährt  daher 
immer  auf  eine  den  vorher  gegebenen  Methoden  ähnliche 
Weise. 

3.  Vorausgesetzt,  dafs  man  die  Lage  des  FrUhlingspuoc- 
tes  durch  eine  der  früheren  Methoden  näherungsweise  kennt, 
kann  man  die  Schiefe  der  Ecliptic  aus  der  Beobachtung  der 
Sonne  in  der  Nähe  eines  der  Solstitialpuncte  auf  die  folgende 
^^'^ei8c  scharf  bestimmen.  Ist  jr  die  Entfernung  der  Kectas- 
cension  der  Sonne  vom  Solstitialpuncte,  also  gleich  9<)— >/,  so 
hat  man  die  Gleichung: 


cos  X tsng  £ = tang  D 

Da  X nach  der  Voraussetzung  eine  kleine  Grüfse  ist,  so 
kann  man  f aus  dieser  Gleichung  in  eine  schnell  cunvergirende 
Reihe  entwickeln,  indem  man  nach  Einleitung  Formel  (Ib) 
erhält: 


t = D + tang  ^ar'sin  21)  + | tang  sin  4 i)  + ....  (.4) 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  aus  einer  Beobachtung 
der  Dcclinatiun  der  Sonne  in  der  Nähe  des  Solstitialpunctes 
die  Schiefe  der  Ecliptic  bestimmen. 


*)  Sodafs  ..4  + a die  Hcctascension  der  Sonne  selbst  ist. 
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ßcssel  beobachtete  in  Königsberg,  als  die  Rectascension 
der  Sonne  5*  51'  23".  5 war: 

D - 23“  26'  47".  88 

Da  die  Rectascension  der  Sonne  zur  Zeit  des  Solstitiums 
6*  ist,  so  ist  hier: 

1=8'  36".  .■)  = 2“  9'  7".  5 

Es  ist  also: 

taug  J x’sin  2 i)  = + 53".  13 
J lang  4z’sin4/)  = + O.Ol 

und  somit  die  Schiefe  der  Ecliptic  nach  dieser  Beobachtung: 
t = 28“  27'  40".97 

Um  nun  das  Resultat  von  zufälligen  Beobachtungsfehlcm 
zu  befreien,  beobachtet  man  die  Declinationen  an  mehreren 
in  der  Nähe  des  Solstitiums  liegenden  Tagen  und  nimmt  aus 
den  einzelnen  dadurch  erhaltenen  Bestimmungen  von  t das 
Mittel.  Die  Zeit  des  Solstitiums  braucht  man  nur  näherungs- 
weise  zu  kennen,  da  ein  Fehler  in  x nur  einen  sehr  gerin- 
gen Einflufs  auf  die  Bestimmung  von  t hat.  Es  ist  nämlich, 
wenn  man  nur  das  erste  Glied  der  Reihe  berücksichtigt: 

tang  4 X . sin  2 D . 

dt  = — — , dx 

cos  i x’ 

oder  auch  aus  der  ursprünglichen  Gleichung: 
de  x=  \ tang  x sin  2e  . äx 

sodafs  man  also  nur  z.  B.  einen  Fehler  von  1".37  in  c crlial-  « 
ten  hätte,  wenn  das  angenommene  x um  100  Bogensecunden 
fehlerhaft  gewesen  wäre. 

4.  Kennt  man  dann  die  Schiefe  der  Ecliptic,  so  kann 
man  die  absolute  Rect.ascension  eines  Sterns  in  aller  Schärfe 
bestimmen.  Man  wählt  dazu  einen  hellen  Stern  aus,  den 
man  auch  bei  Tage  beobachten  kann  und  der  in  der  Nähe 
des  Acquaturs  steht.  Gewöhnlich  nimmt  man  dazu  den  Stern 
Atair  Aqiiilae)  oder  den  Procyon  (u  Canis  minoris.) 
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Zimrst  giebt  nun  jede  Bcubachtuug  der  Sonne,  (wenn  ^ jetzt 
die  wahre  Rcctascenslun  derselben  bezeichnet)  die  Gleicliung: 

sin  A Ung  e = lang  U 

oder: 


A = nrc  sin 


lang  D 
tang  c 


Nun  sei  der  Stern  zur  Uhrzcit  t im  Meridian  beobachtet, 
die  Sonne  zur  Uhrzeit  T,  so  ist  die  Kcctasccnsion  u des 
Sterns  gleich: 


. tang/> 

UL  — arcsin + U—T) 

taug  £ 

Durch  diese  Gleichung  findet  man  also  die  Rectasccnsion 
des  Sterns  aus  dem  beobachteten  Rectasccnsionsunterschicde  des 
Sterns  und  der  Sonne,  deren  Dcclination  D und  der  Schiefe, 
der  Ecliptic  f.  Sind  daher  D tind  t fehlerhaft*),  so  wird 
man  defshalb  auch  </,  abgesehen  von  den  Beobachtungsfehlem 
in  t—1,  etwas  fehlerhaft  erhalten.  Differenzirt  man  aber  die 
Glcichuntr: 

sin  A tiiiig  t = tang  D 
logarithinisch , so  erhält  man: 


cotang  AdA 


■1  dt 
+ . — 
sin  2 c 


2 dP 
sin  2f> 


mithin  auch,  wenn  man  diese  Glieder  der  Gleichung  fiir  « 
hinzuftigt : 


« 


l—'J’  + arc  sin 


tang  I) 
tang  c 


2 tang  A , _ 

an 

sin  2 /) 


2 tang  A 
.sin  2 { 


Um  nun  « unabhängig  von  den  Fehlern  d D und  dt  zu 
erhalten  mufs  man  mehrere  Beobachtungen  auf  solche  Weise 
mit  einander  verbinden,  dafs  diese  Fehler  einander  aufheben. 
Dies  geschieht  nun,  indem  man  eine  Beobachtung  in  der  Nähe 


*)  Es  wird  natürlich  hier  nur  ein  constaiitcr  Fehler  in  D voraus- 
gesetzt, du  die  zufälligen  ncobachtungsfehler  durch  die  Menge  der  Be- 
obachtung aufgehoben  werden. 
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des  Frühlingsäquinoctiiuns  uiit  einer  ondeni,  in  der  Nülie  des 
Uerbstäquinoctiiims  combinirt.  Nimmt  mun  nämiieh  aus  der 
Gleichung: 


sin  A 


tang/) 

tangc 


fiir  A immer  den  spitzen  Winkel,  so  hat  man  Tiir  die  letztere 
Beobachtung  die  Gleichung: 


= t'-T'  + 


tang  J/y 
tang  £ } 


2 tang  -4'  j ^ _ 2 tang  a!  , 

— : — „ dü  H : dt 

sm  2 U sm  2 e 


und  erhält  dann  aus  beiden  Gleichungen  ftir  u: 
a = I [0—7^  + (t'— T')]  + i ^arc  sin  arc  sin  +180“ 


(tang  A tang  A 

sin  21)  sin  2// 


9 


dD 


tang  £ tang  t 

tang  A — tang  A'  ^ 
sin  2 £ 


(ß) 


Ist  nun  der  spitze  Winkel  A'  = A,  so  ist  auch  1/  = D, 
Beobachtet  man  also  die  Kectascensionsunterschiede  der  Sonne 
und  eines  Sterns  zu  den  Zeiten,  wo  die  Sonne  die  Kectas- 
cension  A und  180—  A hat,  so  werden  die  Coefficienten  von 
dD  und  d£  in  der  Gleichung  {li)  gleich  Null,  die  constanten 
Fehler  in  der  Declination  und  der  Schiefe  werden  dann  also 
ohne  allen  Kinflufs  auf  die  Rectasccnsion  des  Sterns  sein. 
Man  wird  dies  zwar  nie  in  aller  Strenge  erreichen  können, 
weil  es  sich  nie  so  treffen  wird,  dafs,  wenn  die  Sonne  bei 
einer  Cidinination  die  Rcetaseensiun  A hat,  dann  auch  gerade 
die  Rectasceusion  180  — A mit  einer  Culmination  zusammen- 
trifft. Wenn  aber  auch  nur  A nahe  gleich  180  — ^1  ist,  so 
wird  der  übrig  bleibende,  von  dl)  und  dt  abhängige  Fehler 
doch  immer  nur  höchst  gering  sein. 

Um  also  die  absolute  Rectasccnsion  eines  Sterns  zu  be- 
stimmen, nuifs  man  die  Rcctasccnsionsuntcrschiede  der  Sonne 
und  des  Sterns  so  nahe  als  möglich  am  Frühlings-  und  Herbst - 
Aequinoctium  beobachten;  hat  man  aber  das  eine  Mal  nach 
dem  Frühlingsäquinoctium  beobachtet,  so  mufs  man  die  zweite 
Beobachtung  vor  dem  Hcrbstäquinoctium  anstcllcn  und  um- 
gekehrt, damit  die  Dcclinationen  der  Sonne  beide  Male  dasselbe 
Zeichen  haben. 
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ßessel  beobachtete  den  23sten  März  1828  die  Declina- 
tion  des  Mittelpuncts  der  Sonne,  befreit  von  Kefraction  und 
Höhenparallaxc : 

D = + l“  6'  54".  2 

ferner  die  Durchgangszeit  durch  den  Meridian: 

r = 0*  n'  12".  57 

und  an  demselben  Tage  die  Durchgangszeit  von  u C'anis 
luinoris: 

t = 7*  Sl'  14". 62  *) 

Ebenso  beobachtete  er  den  20sten  September  desselben 
Jahres: 

L/  = + 1"  i'  56".  8 
7*  = II*  50'  äs". 40 
f = 7*  30'  24". 82 

An  diese  beobachteten  Gröfsen  ist  nun  die  Aberration 
anzubringen.  Für  den  Stern  erhält  man  aber  nach  den  For- 
meln (A)  in  Nr.  13  des  zweiten  Abschnitts,  wenn  man: 

a = U2“  84. S und  d = + 5°  39'.  5 

nimmt,  die  Aberration  in  Rectasccnsion : 

März  23  + O".  42 

Sept  20  - O".  f>4 

wo  das  Zeichen  so  zu  verstehen  ist,  dafs  man  diese  Correc- 
tion  mit  umgekehrtem  Zeichen  an  den  scheinbaren  Ort  anbrin- 
gen nuifs,  um  den  mittleren  zu  erhalten.  Für  die  Sonne  hat 
man  die  Aberration  nach  den  in  Nr.  18  des  zweiten  Abschnitts 
gegebenen  Vorschriften  zu  berechnen.  Nun  ist  die  stündliche 
Hewegung  der  Sonne  in  Rectasccnsion 

März  23  + 9".  08  in  Zeit 

Sept.  20  + 9".  00 


*)  niese  Zeiten  sind  wegen  des  Ganges  der  Uhr  schon  corrigirt. 
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und  in  DccHnation: 

Mrz.  23  + 59".  08  Sept.  20  - 58".  38 

cs  ist  mithin  die  Aberration  der  Sonne  in  Rcctascension  und 
Declination 

Mrz.  23  + l".24  + 8". 09 

Sept.  20  + l".2S  - 8 .00 

und  diese  Correctionen  hat  man  algebraisch  zu  dom  .schein- 
baren  Orte  zu  addiren,  um  den  mittleren  zu  orlmlten.  *) 

Mit  Rücksicht  hierauf  findet  man: 

t -T  = + 7>>  20'  O".  39 
t'-T*  = — 4 20  9 .27 
1 (t-T)  + \ (t'-r)  = -t-  |h  2F"55".56 


und,  wenn  man  e = 23"  27' 33".  4 nimmt: 


arc  sin 


tang  D 8.2901033 
uuig  c 9.6374572 


tang  D 
tang  £ 


2*34'  32".  94 


= 0»  tO'  18".  20 


tang  7/  8.2548551 
Ung  c 9.6374572 

2*22'  29".  63 

0*  9'  29".98 


also: 


( Ung  D 

, arc  »in 

I Ung  £ 


und  endlich: 


arc  sin 


Ung  1/ 
tang  f 


+ 12* 


6"  O'  24".  11 


a = 7*  30'  19".  67 


Bei  dieser  Berechnung  ist  das  Aequinoctium  als  fest 
vorausgesetzt;  da  dieses  aber  wegen  der  Präcession  und  Nu- 
tation  veränderlich  ist,  so  hat  man  an  den  eben  gefunde- 
nen Werth  fiir  die  Rectascension  noch  eine  Correction  anzu- 
bringen. Die  Berechnung  des  Beispiels  mit  Rücksicht  auf 
letztere  Correction  findet  man  in  No.  11  dieses  Abschnitts. 


*)  Auf  die  Aberration  der  Sonne  braucht  man  eigentlich  keine 
Rücksicht  zu  nehmen,  da  diese  nur  die  Zeit  des  Durchgangs  durch  das 
Ac<)uinoctium  ändert,  und  sich  durch  die  Verbindung  beider  Beobach- 
tungen aufliebt. 
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Berechnet  man  noch  die  Coefficienten  von  Dd  und  de, 
so  erhält  man: 

a = 7*  so'  19".  67  + 0".000223  dD  + O".  004406  dt 

Die  cüiistantcn  Fehler  in  der  Dcclination  und  der  ange- 
nommenen Schiefe  der  Ecliptic  heben  sich  also  durch  die 
Verbindung  der  beiden  Beobachtungen  fast  ganz  auf. 


II.  Veränderungen  der  Ebenen,  auf  welche  die  Oerter 
der  Sterne  bezogen  werden. 

(Praeccssion  und  Nutation.) 

5.  Macht  man  eine  Reihe  von  Bestimmungen  des  Durch- 
schnittspuncts  der  Ecliptic  und  des  Aequators  durch  tlie  eben 
beschriebene  Methode,  so  wird  man  finden,  dafs  die  Rcctas- 
censiunen  der  Sterne  mit  wenigen  Ausnahmen  wachsen  und 
zwar  in  nicht  zu  langen  Zeiträumen,  kleine  Schwankungen 
abgerechnet,  der  Zeit  proportional.  Bei  verschiedenen  Ster- 
nen wird  man  auch  eine  verschiedene  jährliche  Aenderung 
bemerken,  ohne  dafs  sich  jedoch  in  diesen  Aenderungen  ein 
auffallendes  Gesetz  zeigt.  Beobachtet  man  ebenso  die  Dc- 
clinationen  der  Sterne  zu  verscliicdcnen  Zeiten,  so  wird  man 
auch  bei  dieser  Coordinatc  eine  ähnliche,  der  Zeit  pro- 
portionale Aenderung  finden,  deren  Richtung  je  nach  dem 
Quadranten,  in  welchem  die  Rectascension  des  Sterns  liegt, 
verschieden  ist.  In  allen  diesen  Aenderungen  wird  man  so- 
gleich ein  auffallendes  Gesetz  entdecken,  wenn  man  dieselben 
nicht  mehr  auf  die  Grundebene  des  Aequators,  sondern  auf 
die  der  Ecliptic  bezieht.  Dann  wird  man  nämlich  finden, 
dafs  die  Längen  aller  Sterne  um  nahe  gleich  viel  zunchmen, 
während  die  Breiten  derselben  fast  ungeändert  bleiben. 

Diese  rcgelmäfsigc  Veränderung  der  Oerter  der  Sterne 
in  Bezug  auf  die  Ecliptic  wurde  zuerst  von  Ilipparch 
(130  a.  Ch.)  entdeckt,  der  seine  eignen  Beobachtungen  der 
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Stemörter  mit  denen  des  Timocharis,  welche  etwa  160  Jahre 
früher  angcstclit  waren,  verglich.  Er  fand  aus  dieser  Ver- 
gleichung, dafs  sich  die  Längen  aller  Sterne  jährlich  um  36", 
also  in  hundert  Jahren  um  einen  Grad  änderten.  Dieser 
Werth  ist  indessen  zu  klein.  Hipparch  fand  die  Länge  der 
Spica  in  der  Jungiran  174“  (f,  jetzt  ist  dieselbe  201  “41'. 
Nimmt  man  für  die  Zwischenzeit  1980  Jahr  und  die  Bewe- 
gung der  Zeit  proportional,  so  erhält  man  fiir  die  jährliche 
Bewegung  der  Sterne  in  Länge  50".  3. 

Die.se  Veränderung  der  Sternörter  rührt  nun  einmal  da- 
von her,  dafs  die  Durchschnittspunete  des  Aequators  mit  der 
Ecliptic  auf  letzterer  zurückgehen  und  zweitens  von  der 
Aenderung  der  Neigung  der  beiden  Ebenen  gegen  einander. 
Den  erstem  Theil  dieser  Veränderung  nennt  man  die  Prä- 
cession  der  Sterne  oder  das  Z urück weichen  der  Nacht- 
gleichenpuncte,  den  zweiten  die  Säeularänderung  der 
Schiefe  der  Ecliptic.  Die  Erklärung  dieser  Erschei- 
nungen gehört  in  die  physische  Astronomie,  welche  lehrt,  dafs 
dieselben  einmal  herrühren  von  der  Anziehung  der  Sonne  und 
des  Mondes  auf  die  sphäroidische  Erde  und  dann  von  der 
Einwirkung  der  Planeten  auf  die  Lage  der  Ebene  der  Erd- 
bahn. Die  Anziehung  der  Sonne  und  des  Mondes  ändert 
die  Neigung  des  Aequators  gegen  die  Ecliptic  nicht,*)  son- 
dern bewirkt  blos,  dafs  der  Durchschnittspunct  des  Acqiia- 
tors  mit  der  Ecliptic  auf  letzterer  zurückgeht.  Diese  Bewe- 
gung des  Aequators  auf  der  festen  Ecliptic  nennt  man  die 
Lunisolarpräcessi on.  Durch  sic  werden  die  Längen 
aller  Sterne  geändert,  während  die  Breiten  dieselben  bleiben. 
Nimmt  man  als  feste,  Ebene  denjenigen  gröfsten  Kreis  der 
Himmelskugel  an,  mit  welchem  die  Ecliptic  zu  Anfänge  des 
Jahres  1750  zusammenfiel,  so  hat  man  nach  Bessel  die  jähr- 
liche Lunisolarpräccssion  für  jede  Zeit  1750  + <: 

= + 50".37572  - O".  000243589  / 
dt 

*)  Wenigstens  sind  die  dadurch  hervorgebrachten  Aenderungen  der 
Neigung  nur  periodische,  welche  spater  bei  der  Nutation  betrachtet  werden. 
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oder  die  Veränderung  selbst  in  dem  Zeiträume  von  1750 
bis  1750  + / 

l,  = t.  50".37572  - <*  0".0001217945 
um  welche  Gröfse  die  Längen  aller  Sterne  in  diesem  Zeit- 
räume zunehmen. 

Die  gegenseitigen  Anziehungen  der  Planeten  bringen  nun 
ferner  eine  Aenderung  der  Neigungen  der  Planetenbahnen 
gegen  einander  und  eine  Bewegung  der  Knotenlinien  d.  h. 
der  Durchschnittslinien  der  Ebenen  der  Bahnen  hervor.  Da 
nun  der  Erdäquator  durch  diese  .Anziehungen  nicht  geändert 
wird,  so  bewirken  dieselben  eine  Aenderung  der  Schiefe  der 
Ecliptic  und  eine  Bewegung  der  Durchschnittspuncte  der 
Ecliptic  und  des  Aequators  auf  letzterem.  Diese  Bewegung 
der  Aequinoctialpuncte  heifst  die  Präcession  durch  die 
Planeten.  Durch  sie  werden  die  Rectascensionen  aller 
Sterne  geändert,  während  die  Declinationen  dieselben  bleiben 
und  man  hat  nach  Bessel  die  jährliche  Abnahme  der  Kectas- 
censionen  fiir  die  Zeit  1750  1: 

^ = + 0".  17926  - O".  0005820788  <•) 
dl  ' 

Nennt  man  also  a die  Gröfse,  um  welche  die  Rectascen- 
sionen aller  Sterne  in  dem  Zeiträume  von  1750  bis  1750  -{-  t 
abnehmen,  so  hat  man: 

o = <.  O".  17926  — t?0".  0002660394 

Zugleich  wird  nun  auch  die  Schiefe  der  Ecliptic  geän- 
dert und  man  hat  die  jährliche  Veränderung  derselben  durch 
die  Planeten  für  die  Zeit  1750  + (: 

= -0".48368  - 0".0000054469  / 
dt 

und  flir  die  Schiefe  zur  Zeit  1750  4-  t selbst: 

= 23®  28'  18".0  - <.0".48368  — O". 00000272295 

* Danach  wird  in  dem  Jahre  2087  die  Bewegung  der  Ecliptic 
auf  dem  Aequator,  die  jetzt  der  Bewegung  de«  Aequaton  auf  der  Eclip- 
tic entgegengesetzt  ist,  in  demielben  Sion«  vor  «ich  gehen  alz  die««. 
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Die  veränderte  Lage  der  Ecliptic  gegen  den  Aequator 
ändert  nun  aber  auch  die  Anziehung,  welche  Sonne  und 
Mond  auf  die  sphäroidische  Erde  ausUben  und  bringt  eine 
sehr  langsame  Aenderung  der  Ebene  des  Aequators  gegen  . 
die  Ecliptic  hervor.  Dadurch  entsteht  also  eine  Aenderung 
der  Schiefe  der  festen  Ecliptic  flir  1750  gegen  den  Aequa- 
tor*) und  zwar  ist  die  jährliche  Veränderung: 

^ = + 0". 00001968466  I 
dt 

und  die  Schiefe  der  festen  Ecliptic  selbst  fiir  die  Zeit 
1750  + ti 

= 23“  28'  18".  0 + O".  0000984233 

Es  sei  nun  Fig.  5 AA„  der  Aequator  und  EE„  die 
Ecliptic,  beide  für  das  Jahr  1750,  ferner  bezeichne  A' A!' 
und  EE'  die  Lage  des  Aequators  und  der  Ecliptic  fiir  das 
Jahr  1750  + t,  so  ist  das  Stück  BJD  der  festen  Ecliptic,  um 
welches  der  Aequator  auf  derselben  zurückgegangen  ist,  die 
Lunisolarpräcession  in  t Jahren  gleich  l,  ferner  ist  das 
Stück  BC,  um  welches  die  Ecliptie  sich  auf  dem  Aequator 
vorwärts  bewegt  hat,  die  Präcession  durch  die  Planeten  in  t 
Jahren  gleich  a,  endlich  ist  BCE  und  A' BE  respective  die 
Neigung  der  wahren  und  der  festen  Ecliptic  gegen  den 
Aequator  gleich  t und  r,.  Ist  dann  5 irgend  ein  Stern,  so 
ist,  wenn  SL  und  SL'  senkrecht  auf  die  feste  und  wahre 
Ecliptic  gezogen  sind,  DL  die  Länge  des  Sterns  fiir  1750, 
dagegen  CU  die  Länge  des  Sterns  für  1750  + t.  Bezeich- 
net man  non  durch  77  denselben  Punct  der  beweglichen 
Ecliptic,  welcher  in  der  festen  mit  D bezeichnet  wurde,  so 
nennt  man  das  Stück  CI/  d.  h.  also  das  Stück  der  wahren 
Ecliptic  zwischen  dem  Aequinoctium  für  1750  und  dem 
Aequator  für  die  Zeit  1750  4-  ( die  allgemeine  Präces- 
sion  in  der  Zeit  t,  weil  dieser  Theil  der  Präcession  in  Länge 


*)  Ksmlich  die  Bewegong  dea  Aequstora  gegen  die  Ecliptic  mit 
umgekehrtem  Zeichen. 
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fiir  alle  Sterne  gleich  ist.  Um  daraus  die  vollständige  Prä- 
ccssion  fiir  einen  Stern  in  Länge  zu  erhalten,  hat  man  zu 
der  allgemeinen  Präccssion  nur  noch  iyj!—T>L  hinzuzufü- 
gen. Dieser  Theil  ist  aber  wegen  der  langsamen  Aenderung 
der  Schiefe  bedeutend  kleiner  als  der  erstere. 

Nennt  man  nun  II  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
der  wahren  Ecliptic  auf  der  festen  (d.  h.  denjenigen  Durch- 
schnittspunct  beider  grüfsten  Kreise,  von  welchem  ab  die 
wahre  Ecliptic  eine  nördliche  Breite  über  der  festen  erhält) 
und  zählt  diesen  Winkel  vom  festen  Frühlingsäquinoctium 
des  Jahres  1760  ab,  so  hat  man,  weil  die  Längen  in  der 
Richtung  von  li  nach  D gezählt  werden  und  E der  nieder- 
steigende  Knoten  der  wahren  Ecliptic  auf  der  festen,  also 
DE  = 180  — n ist,  JiE  = 180  — n — Ferner  ist,  wenn 
man  die  allgemeine  Präcession  C D'  mit  l bezeichnet, 

EC  = 180  — n — Nennt  man  also  n-  den  Winkel  HEC 

d.  h.  die  Neigung  der  wahren  Ecliptic  gegen  die  feste,  so 
hat  man  in  dem  Dreiecke  BEC  nach  den  Neperschen 
Analogien: 

t*ng  s C,  - 0 cos  = t»ng  4 

Ung  1 Ä «m  1*1  + = s'o  ^og 

tang  J 5t  cog  I n + ^'4"  I = cos  tang 


Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nun  l,  Tt  und  II  in 
Reihen  entwickeln,  welche  nach  Potenzen  der  Zeit  t fortschrei- 
ten. Die  erste  Gleichung  giebt: 


tang  \ {1,-1) 


a 

tang  — • 


cos 


cos 


oder,  wenn  man: 

gp  + i Cg-gp)  »tau  — — 
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einftihrt  und  die  Sinus  und  Tangenten  der  kleinen  Winkel 
a und  f-  fa  mit  den  Bogen  vertauscht; 

l a (f — *„)  sin  £„  ^ . 

l = l,-a  cos  t.  + ^ (a) 

' “ 20626f> 


Ferner  wird: 


tang  ]I1  + - = Wngy  • 


. f + e« 
3 


2 . e-£„ 

Sin  — T — 


oder  auf  dieselbe  Weise  wie  eben: 

r ...  «1  nsint«  ia  COS  *. 

u.,  [II  * i (i,+0)  = 

Endlich  ist; 

11  » 

• L i, — / £ + €fk  ^ i 

Ung  J *•  = tang  — — Ung  — ^ + tang  —j—  | 


Substituirt  man  hier  für  tang  den  oben  gefundenen 
Werth,  BO  erhält  man,  wenn  man  wieder: 


e,  + 4 statt  — ^ 

einiiihrt  und  die  Sinns  der  kleinen  Winkel  mit  dem  Bogen 
vertauscht,  den  Cosinus  dagegen  gleich  eins  setzt: 

= o*  s,n  £,*  + rs-£.)*  + ^ W 

Setzt  man  nun  in  (a),  (h)  und  (c)  statt  l,  , a und 
ihre  Ausdrücke,  die  von  der  Form: 

X t + X'  t*,  a I + a'  I*  und  ■»)  t + t ' f* 


sind,  so  erhält  man  leicht; 


/ = [A  — t«  CO«  f„J  ( + )^X'  — n CO 


i a ^ *»  I , > 

206265  i 


n + \ 0 + 1 1)  = arc  tang 


i a Tj  sin  f-  — a 1]  ein  . il  , , i 

+ ( ) * — s — * - ^ 206265  + } a coe  [ sec  11* 

r 7]  ' 

, — s— : 1 i t’  i / . I I . 4 a’ti  »ins,  cosf,  I 

* = t Va*smf.’  + tl  + - jota  sin  r.  + r)r,  + ( 

12 
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oder,  wenn  man  für  ),  )■',  a,  u und  *„  »/  die  vorher  jtegebe- 
nen  numerischen  Werthe  substituirt:  *) 

t.  50".  21129  + O".  000122148S 

+ 50".21129  + O".  0002442966  « 

t.  O". 48892  — <’ 0".0000030715 

+ 0".48892  — O".  0000061  4S0  t 

n = 171°  36'  10"  - 5".  21 

6.  Nachdem  man  nun  die  gegenseitigen  Aenderungen 
der  Ebenen,  auf  welche  die  Oerter  der  Sterne  bezogen  wer- 
den, kennt,  ist  es  leicht,  die  dadurch  hervorgebrnchten  Aende- 
mngen  der  Oerter  der  Sterne  selbst  zu  bestimmen.  Bezeich- 
net ).  und  |3  die  Länge  und  Breite  eines  Sterns,  bezogen 
auf  die  wahre  EcHptic  für  die  Zeit  1750  + t,  so  sind  die 
Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  diese  Grundebene, 
wenn  inan  als  Anfangspunct  der  Zählung  der  Ivängen  den 
aufsteigenden  Knoten  der  wahren  Ecliptic  auf  der  festen 
nimmt; 

cos  fl  f03  (X-n-/),  cos  ß sin  (A  -n-/),  sin  ß 

Ist  dann  L und  B die  Länge  und  Breite  des  Sterns, 
bezogen  auf  die  feste  Ecliptic  für  1750,  so  sind  die  drei 
Coordinaten  in  Bezug  auf  die.se  Grundebene  und  von  dem- 
selben Anfangspiincte  gerechnet: 

OOS  fi  cos  (7,-n),  cos  B sin  {L  — Xl),  sin  B 

Da  nun  die  Grundebenen  beider  Coordinatensysteme  den 
Winkel  n mit  einander  bilden,  so  erhält  man  durch  die  For- 
meln (la)  der  Einleitung: 

cos  ß cos  (X—Il  — lJ  = cos  B cos  ( L — Tl) 

cos  ß sin  (P.— II-O  = cos  B sin  CB-UJ  cos  * + sin  B sin  st  fji) 

sin  (j  — — cos  B sin  (L  — TIJ  sin  * + sin  £ cos  it 


^ - 
dt  ~ 

■X  = 

dx  _ 
Tt  ~ 


*)  Für  T)  lind  t/  sind  die  numerischen  Werthe  aus  der  folgenden 
Gleichung  zu  nehmen : 

* — *0  = — t.0".48368  — 0.00001256528 
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Differenzirt  man  «liese  fileichungen,  indem  man  L und  B 
als  eonstant  nnsieht,  so  erhält  man  durch  die  Differentialfor- 
meln  (11)  der  Einleitung: 

d (A  — ri  — /)  = »nr  — a tang  p.  sin  (A— H— /)•  dTI 
+ tang  p OOS  (A— n — /)  dx 
dß  = — TT  OOS  (A  — n — 0 dTI  — sin  (A  — TI  — 0 dv 


Daraus  erhält  man  aber,  wenn  man  durch  o/t  dividirt 

und  t ^ statt  ir  im  Coefficienten  von  </n  setzt,  für  die  jähr- 

liehcn  Aenderungen  der  Tyängen  und  Breiten  der  Sterne  die 
folgenden  Fonneln: 


dt 

dl 


/,  rfn 

+ tang  OOS  (A  — n — t — — 
\ 

. /.  dn  \ d* 

sin  (/.  — II—/—  — - / ) — 

\ dt  J dt 


0 


du 

It 


oder  wenn  man  setzt: 


n + t — - / = in”  36'  IP"  + /.  39".  79  = M 
dl 

dX  dl  „ du 

= — + tang  ß cos  (A  — A/)  — 

dt  dt  e r V 

-p  = — sin  (X-M)  — 

dt  dl 


(B) 


WO  die  numerischen  Werthe  tlir  — und  — in  der  vorigen 
Nummer  gegeben  sind. 

Bezeichnen  wieder  und  B die  Länge  und  Breite  eines 
Sterns,  bezogen  auf  die  feste  Ecliptic  und  das  Aequinoctium 
fiir  1750,  so  wird  diese  Länge,  vom  Durchschnittspuncte  des 
Aequators  für  die  Zeit  1750  + t mit  der  festen  Ecliptic  für 
1750  gezählt,  gleich  J,  + l,  sein,  wo  l,  der  Betrag  der  Luni- 
solarpräcession  in  dem  Zeiträume  von  1750  bis  1750  + / ist. 
Die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Ebene  der 
Ecliptic  für  1750  und  den  eben  angenommenen  Durchschnitts- 
punct  werden  also  sein: 

cos  li  cos  (l.+l,),  cos  //  sin  (I.  + l,)  und  sin  B 

1-2  • 
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Bezeichnen  dann  « und  S die  Rectascension  und  Decli- 
nation  des  Sterns,  bezogen  auf  den  Aequator  und  das  wahre 
Aequinoctium  Air  die  Zeit  1750  t,  so  wird  die  Kectascen- 
sion,  von  dem  vorher  angenommenen  Durchschnittspunct  ge- 
zählt, A + a sein.  Man  hat  also  für  die  Coordinaten  des 
Sterns  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  wahren  Aequators  und 
den  angenommenen  Durchschnittspunct: 

CO*  S cos  (a  + a),  CO*  S sin  fa  + a)  und  *in  6 

Da  beide  Coordinatenebenen  den  Winkel  fg  mit  einan- 
der bilden,  so  erhält  man  nach  den  Formeln  (1)  der  Ein- 
leitung: 

CO*  6 CO*  (a+a)  = cos  B cos  (L  + l,) 

CO*  6 *in  (a  + oj  = co*  B sin  (L+l,)  cos  jg  — sin  B sin  (C) 

sin  S = cos  B sin  (L  + l,)  sin  c,  + sin  B coa 

Differenzirt  man  diese  Formeln  wieder,  indem  man  L 
und  B als  constant  betrachtet,  so  erhält  man  durch  die  Dif- 
ferentialformeln (11)  der  Einleitung: 

d(a  + a)  = [cos  *g  + sin  «g  lang  Ä sin  (a  + o)]  dt,  — cos  («+ o)  Ung  6 dt, 

dS  = CO*  (a  + n)  sin  t,  dl,  + sin  (a  + o)  dt„ 

Man  hat  also  für  die  jährlichen  Acndeningen  der  Rect- 
ascensionen  und  Declinationen  der  Sterne  die  Formeln: 

da  da  , , . i d/, 

— = - - + [co«  fg  + ta'»g  o •'•n  “J 

i • d/,  dtgi  I 

+ J a sin  tg  — — ! lang  0 cos  a 
( dt  a/  ' 

äö  dl,  l . dl,  dt„l 

- = cos  a sm  tg  - - ja  sm  tg  - - - J sin  a 

oder  mit  Vernnchläfsigung  des  sehr  kleinen  letzten  Gliedes 
jeder  Gleichung*): 

da  da  , ...  dt, 

— = - — + [cos  f„  + sm  tg  lang  S sm  a]  — 

d6  dl, 

dt  ° dt 


*)  Der  numerische  Werth  des  Coefficienten  a sin  t.  ^ — 

^ dl 


ist  - 0.  OOOOOJ247«  t. 


dt 
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Setzt  man  hier: 
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cos  f. 


dl, 

77 


da 

dl 


hin  f„ 


•ih. 

dl 


m 


n 


80  erhält  man  einfacli: 


da. 

77 

äö 

di 


III  + n t«ng  S sin  u 


und  fiir  die  numerischen  Werthe  von  m und  n.  wenn  man 
die  Werthe  von  foi  ^ ^ substituirt: 

dt  dt 


m = 4«".02824  + 0".0003086460  f 
n = 20".06442  - O". 0000970204  I 

Um  mm  den  Betrag  der  Präcession  in  Länge  und  Breite 
oder  in  Kectascension  und  Declination  in  dem  Zeitraum  von 
1750  + t bis  1750  + t'  zu  erhalten,  müfste  man  die  Integrale 
der  Gleichungen  (B)  oder  (Z>)  zwischen  den  Grenzen  ( und  t' 
nehmen.  Man  kann  indessen  diesen  Betrag  auch  bis  auf 
die  Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive  aus  dem  Differential- 
quotienten für  die  Zeit  und  der  Zwischenzeit  finden. 

Sind  nämlich  /(<)  und  f(t')  zwei  Functionen,  deren  Differenz 
/(f)  — /(<)  man  sucht,  fiir  diesen  Fall  also  den  Betrag  der 
Präcession  in  der  Zeit  t'— t,  so  setze  man; 

i (t'+O  = X 
(<'-<)  = 

Dann  ist: 


/O)  = = /(.X)  - Cixfix)  + I 

f(i)  = f{x  + t>.x)=:f(x)  + ^x/ix)  + 4Ax*/-"rx; 

WO  f (x)  und  f {x)  die  ersten  und  zweiten  Difierentialquo- 
tienten  von  / (x)  bezeichnen.  Daraus  erhält  inan  aber: 

-f(0  ~ 2Ax/fx>  = (^-0  f 
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Um  also  die  Präcessiuu  für  einen  ZeiU'autu  t'— < zu  er- 
hsilteii,  hat  man  nur  nöthig,  den  für  das  arithmetische  Mittel 
der  Zeiten  geltenden  Differentialquotientcn  zu  berechnen  und 
diesen  mit  der  Zwischenzeit  zu  multipliciren.  Dadurch  sind 
dann  auch  die  Glieder  zweiter  Ordnung  berücksichtigt. 

Sucht  man  nun  z.  B.  den  Betrag  der  Präcessiuii  in 
Länge  und  Breite  in  der  Zeit  \on  1750  bis  1850  für  einen 
Stern,  dessen  Ort  für  1750 

?.  = 210“  o',  ji  - + r,4”  o' 

ist,  so  hat  man  die  Werthe  von  4^  , 4*  und  A/  für  1800: 

(K  dt 

— = 50".22Ä.)0,  = 0".48861,  M = 172°  9'  20" 

dt  dt 

Ferner  erhält  man,  wenn  man  die  Präccssion  von  17.'»0 
bis  1800  annährend  berechnet,  für  1800: 

A = 210“  42'.  1,  ji  = + 33“  59'.  8 
und  damit  nach  den  Formeln  ( /?)  für  1800: 


d A 
Tt 


f,  <iß 

= + 50'.48I22, 

dt 


O".  3044  7 


;dso  für  den  Betrag  der  Präcessiou  von  1750  bis  1850: 

in  Länge  + 1"  24'  8".12  und  in  Breite  — S0".46 

M'ill  man  ebenso  den  Betrag  der  Präcession  in  Uectas- 
cension  und  Declination  von  1750  bis  IHiSO  für  einen  Stern 
wissen,  dessen  Kectascension  und  Declination  für  1750: 

a - 220“  l'  24".  6 = + 20“  2l'  15" 

ist,  so  hat  man  für  1800: 

m ^ 4 «".04  307,  n = 20".  05957 

ferner  den  genäherten  Ort  des  Sterns  für  diese  Zeit: 
a = 220  35'.  8 = + 20“8'.  0 
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und  erhält  damit  nach  den  Fonnein  (D): 


lang  6 

9.56444 

n tang  6 .»in  nt 

- 

4 . 78306 

hin  u 

9.81340  n 

»1 

+ 

46.04367 

taag^ijinf/ 

9.87784  n 

d IX 

d7 

+ 

41 . 25561 

n 

1 . 30232 

df) 

dt 

- 

15.2314 

C0.4  U 

9.88042  n 

also  den  Betrag  der  Präcession  von  1750  bis  1850 
in  Kectascension  + 1°  8' 4&".  56  und  in  Declination  — 25'2S".  14 

1.  Die  eben  gegebenen  Differentialforineln  reichen  nicht 
aus,  wenn  man  die  Präcession  ftir  sehr  weit  von  einander 
entfernte  Zeiten  oder  fiir  Sterne  berechnen  will,  die  dem 
Pole  sehr  nahe  stehen.  In  diesem  Falle  raufs  man  sich  der 
strengen  Formeln  bedienen. 

Es  sei  die  Länge  und  Breite  7.  und  ,3  eines  Sterns,  be- 
zogen auf  die  Ecliptic  und  das  Aequinoetium  zur  Zeit  1750  -f-t, 
gegeben,  so  erhält  man  daraus  die  Ijänge  und  Breite  L und  B, 
bezogen  auf  die  feste  Ecliptic  von  1750  durch  die  folgenden 
Gleichungen,  welche  unmittelbar  aus  den  in  No.  6 gegebenen 
Gleichungen  (A)  folgen: 

cos  B cos  fi— n)  = cos  j3  co.<  (Ä  — II  — 0 

cos  B sin  (L—Tl)  = cos  .sin  O.  — Tl  — l)  cos  Tt  — sin  ^ sin  « 

sin  B = cos  sin  (/  — n— 0 »in  + sin  cos  x 

Sucht  man  dann  die  Länge  uml  Breite  >■  und  /i',  bezo- 
gen auf  die  Ecliptic  und  das  Aequinoetium  zur  Zeit  1750-1- 1', 
so  erhält  man  diese  aus  L und  B durch  die  folgenden  (ilei- 
ehungen,  wenn  man  die  tür  die  Zeit  f'  geltenden  Werthe 
von  II,  :t  und  / durch  und  ( bezeichnet: 

cos  |3'  cos  O!  — X\'  — ( ) = cos  B cos  (/.  — II') 

cos  fi  sin  Q!  —V\!  —()  = cos  B sin  — cos  n + »in  /f  sin  x' 

sin  = — cos  B sin  — sin  -t-  sin  B!  cos  x' 

Eliminirt  man  B und  /,  aus  diesen  Gleichungen,  so  er- 

hält man  P und  unmittelbar  durch  und  und  durch  die 
Werthe  von  l,  II  und  n zu  den  Zeiten  t und  f ausgedrtickt. 
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Man  wird  sich  indessen  dieser  Formeln  selten  bedienen,  weil 
fiir  die  Längen  und  Breiten  die  vorher  gegebenen  DifFe- 
rcntialformeln  wegen  der  Kleinheit  des  Quadrats  von  ci  auch 
für  sehr  grofse  Zwischenzeiten  noch  ausreichen.  So  beträgt 
der  Fehler  der  DifTerentialforracln  in  dem  vorigen  Beispiele 
erst  0".02. 

Für  die  Rectascension  und  Declination  werden  die  stren- 
gen Gleichungen  ganz  ähnlich.  Ist  die  Rectascension  und 
Declination  « und  S eines  Sterns  für  die  Zeit  1750+ t gege- 
ben, so  erhält  man  daraus  die  Länge  und  Breite  Ij  und  B, 
bezogen  auf  die  feste  Ecliptic  von  1750  dureh  die  Glei- 
chungen*) : 

cos  Ö cos  (L  + l,)  — cos  6 cos  («  + <0 

cos  B sin  (L  + l,)  — cos  Ö sin  (a  + aj  cos  f„  + sin  6 sin 

sin  B — ~ cos  6 sin  (tx  + a)  sin  + sin  6 cos 

Sucht  man  nun  die  Rectascension  und  Declination  u und  f>' 
für  die  Zeit  1750  + t',  so  erhält  man  diese  aus  h und  B, 
wenn  man  die  Werthe  von  a und  für  die  Zeit  t' 
durch  {, , a und  lö  bezeichnet , durch  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

cos  6'  cos  ( rx’  + a ) — cos  JS  cos  (I.  + 1,') 

cos  sin  (a'  + a'j  = cos  B sin  (L  + t ,)  cos  — sin  B sin  r„ 

sin  f{  — cos  B sin  (L  + l,')  sin  t„'  + .sin  B cos  f.„' 

Eliminirt  man  aus  beiden  Systemen  von  Gleichungen 
die  Gröfsen  B und  L,  so  erhält  inan,  da: 

cos  71  sin/.  = — cof  (i  cos  (o<  + (j/ sin /,  + cos  6 sin  tn-(- <i)  cos  s cos  t, 

+ sin  6 sin  r cos  l, 

cos  R cos  1.  = cos  6 cos  in  +n/  cos  l,  + cos  6 sin  (a+  n)  cos  t sin  l, 

+ sin  S sin  t sin  l, 

sin  B — — cos  6 cos  fa  + a)  sin  f + sin  ö cos  t 


*)  Man  findet  diese  Gleichungen  leicht  aus  den  Gleichungen  (C) 
in  No.  6 oder  durch  die  Betrachtung  des  sphärischen  Dreiecks  zwischen 
dem  Sterne,  dom  Pole  der  Ecliptic  ftir  1750  und  dem  Pole  des  Aequa- 
tors  für  die  Zeit  1 7 50  -f  t. 
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wie  man  leicht  sieht,  die  folgenden  Gleichungen: 

cos  Ä'  cos  (ct  ■^cl)  = cos  8 cos  (a  + a)  cos 

— cos  8 sin  (a+a)  sin  (l,'  — l,)  cos 

— sin  d sin  sin  e, 

ros  d'  sin  (a'  + n'j  = cos  d cos  fa  + o^  sin  — cos  e^' 

+ cosdsin(o  + a)[cos(t/— /JcosSo  cose^'  + sint,  sin*,'] 
+ sind  [cos  (/,'—/,)  sin  e,  cos  *,'  — cose,  sin*,'] 

find'  = cos  d cos  (a  + aj  sin  f//— sin  *,' 

+ cosdsin(«  + aj[co8f//— t,Jcos*,  sin*,'  --sint,  cos*,'] 
+ sin  d [cos  (1/  —l,)  sin*,sin*,'+  cose,coes,'] 

Denkt  man  sich  nun  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  drei 
Seiten  90— z und  90  + / und  dessen  den  drei  Seiten 

gegenüberliegende  Winkel  beziehlich  0,  *o'  und  180— *o  sind, 
so  lassen  sich  die  Coefficienten  der  vorigen  Gleichungen, 
welche  *o  und  *o'  enthalten,  durch  0,  z und  / aus- 

drücken  und  man  findet  dann: 

cos  d'  cos  Ca+(/)  = cos  d cos  (a  + a)  [cos  0 cos  z cos  / — sin  z sinz'] 

cos  d sin  (a  + a)  [cos  © sin  z cos  z'  + cos  z sin  /] 

— sin  d sin  0 cos  z' 

cos  d'  sin  (a'  + a')  = cos  d cos  (a  + a)  [cos  0 cos  z sin  z'  + sin  z cos  z'] 

— cos  d sin  (a  + a)  [cos  0 sin  z sin  z'  — cos  z cos  z'] 

— sin  d sin  0 sin  z' 

sin  d"  = cos  d cos  (a  + a)  sin  0 cos  z 

— cos  d sin  (a  + a)  sin  0 sin  z 

+ sin  d cos  0 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  sin  z',  die 
zweite  mit  cos  z'  nnd  addirt  beide,  multiplicirt  dann  die 
erste  mit  cos  z',  die  zweite  mit  sin  z'  und  addirt  ebenfalls  die 
Producte,  so  erhält  man: 

cos  d'  sin  (a’  + a'—J)  = cos  d sin  (a  + a+z) 

cos  d'^cos  (al  + f\  —J)  — cos  d cos  (a  + n + z)  cos  0 — sin  d sin  0 (o) 

sin  d*  = cos  d cos  (a  + a + z)  sin  © + sin  d cos  0 

Diese  Formeln  geben  unmittelbar  u'  und  d'  durch  a,  8,  a,  a 
und  die  Hiil&gröfsen  z,  z'  und  0 ausgedrückt.  Letztere  findet 
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man  aber,  wenn  man  auf  das  eben  betrachtete  sphärische 
Dreieck  die  üaufsischen  Formeln  anwendet.  Dann  ist 
nämlich ; 

sin  ^ 0 cos  I (z'—z)  = sin  \ — siti  ^ (fo'  + ^o^ 

sin  J O sin  I (z'  — zj  — cos  { ((,  — 1,)  sin  J 

cos  i 0 sin  J (z'+z)  = sin  J — cos  J + 

cos  J 0 cos  I (z'  +zj  — cos  I ((,—1,)  cos  | 

Hier  wird  es  nun  immer  erlaubt  sein,  sin  ^ {z'—z)  und 
sin  { {t'a—eo)  mit  dem  Bogen  zu  vertauschen  und  die  entspre- 
chenden Cosinus  gleich  eins  zu  setzen,  sodal's  man  fiir  die 
Berechnung  der  drei  Hülfsgrüfscn  die  einfachen  Formeln 
erhält : 


lang  J (z'+zj  = cos  i + Ung  | (f ,—l,) 

1 c'-y  = 1 

sin  \ (t„  + f„) 
Ung  i 0 = Ung  J (e„'  + fj  sin  { (r'  + s) 


(A) 


Die  Formeln  (a)  kann  man  durch  Einführung  eines 
Hülfswinkcls  fiir  die  Rechnung  bequemer  einrichten  oder 
auch  statt  derselben  ein  andres  System  von  Gleichungen  be- 
nutzen, welches  man  ebenfalls  durch  die  Gaufsischen  Glei- 
chungen erhält.  Man  findet  nämlich  die  Formeln  (a),  wenn 
man  die  drei  Grundgleichungcn  der  sphärischen  Trigonometrie 
auf  ein  sphärisches  Dreieck  anwendet,  dessen  drei  Sei- 
ten DO— ö',  90—6  und  0 sind  und  wo  den  beiden  ersteren 
Seiten  die  Winkel  <z  + a+z  und  180— a'— a'-l-z'  gegeniiber- 
stehen.  Wendet  man  statt  dessen  die  Gaufsischen  Formeln 
an,  so  erhält  man,  wenn  man  den  dritten  Winkel  mit  c be- 
zeichnet und  der  Kürze  wegen  u -f  a-fr  = A und  u -\-a  —z'  = A' 
setzt : 

CO«  1 (90  + 6’)  cos  ^ (.f + c)  CO«  i |90  + 6 + 0j  C08  • A 

COB  ^ (90  + 6')  »in  I (A'  + c)  = co«  J [90  + 6 — 0]  «in  J /I 

sin  i (90  +6')  CO«  ^ (jt'  — c)  = sin  ^ [90  + 6 + ©J  cos  1 A 

sin  f (90  + 6')  sin  J (/t'— c)  — «in  J [90  + 6 — 0[  .«in  J A 

Genauer  verfährt  man  noch,  wenn  man  nicht  die  Gröfse  A' 
seihst,  sondern  nur  den  Unterschied  A'—A  sucht.  Man  erhält 
aber,  wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  (a)  mit  cos  A, 
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die  zweite  mit  sin  A multiplicirt  und  beide  von  einander  ab- 
zieht und  wenn  man  ferner  die  erste  Gleichung  mit  sin  A 
die  zweite  mit  cos  A multiplicirt  und  die  Producte  addirt: 

C08  Sf  sin  (Ä  — A)  = cos  S sin  sin  0 [lang  S + tang  } 0 cos  A] 
cos  8' cob(_A'  —A)  = cos  Ä — cos  Ä cos  A sin  0 [tang  S + tang  1 0 cos  A] 

also  : 


taug 


sin  .-J  sin  0 [lang  6 + tang  J 0 cos  .t| 
1 —CO« »in 0 [lang 6 + tang  4 0 eil«  A] 


und  durch  die  Gaufsischen  Formeln  findet  man: 


CO«  1 c.  «in  4(ö'— 8)  = «in  J 0 co«  \(_A'  + A) 
cos  4 c • CO«  4(8'  — 8)  = cos  4 ©CO«  4 (.-l'  — 

Setzt  man  also: 


p = sin  0 [lang  8 + lang  4©  cos  .-(1 

so  wird: 


und 


tang  {A'  — A) 


p «in  A 
1 — ;i  CO«  A 


tang  4 (8'  — 8)  = tang  4 © 


cos  4 (A'  + -^) 
cos  4 (-^  “ -"O 


(fl) 


I 

> 


(C)  , 


Die  strenge  Berechnung  der  Rectascension  und  Declina- 
tion  eines  Sterns  für  die  Zeit  1750  f aus  der  Rectascension 
und  Declination  desselben  für  die  Zeit  1750  + t,  ist  somit 
auf  die  Berechnung  der  Formeln  (*1),  (B)  und  ((7)  zurück- 
gefiihrt. 

Beispiel.  Die  Rectascension  und  Declination  des  Po- 
larsterns fiir  den  Anfang  des  Jahres  1755  ist. 

u = 10”  55'  44".  955 


und: 


8 = «7*  59'  41".  1* 


Soll  man  nun  hieraus  den  Ort,  bezogen  auf  den  Aequa- 
tor  und  das  Aequinoctium  von  1850  berechnen,  so  hat  man: 

/,  = 4'  11".  875«  /,'  = r 23'  5«".  354  1 

u = 0".  8Ö97  a'  = 15".  2656 

f,  = 23“  28'  18".0002  = 23*  28'  18".098t 
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Damit  erhält  man  aus  den  Formeln  (/l); 

J(*'  + i)  = 0*36' 34".  814  i (*'-^)  = 10".  6286 

also: 

» = 0'  36'  28".  685 
.'  = 0“  86'  44".  948 

und: 

0 = 0*  3l'  45".  600 

mithin: 

A = a + a + z = n*  32'  9".  530 

Berechnet  man  dann  nach  den  Formeln  {B)  und  (C)  die 
Werthe  von  Ä—A  und  ö'—S,  so  findet  man: 

log  p = 9.4214471 

und: 

-4'-.4  = 4“4'l7".710,  - 0®  15' 26".780 

also : 

.4'  = 15®  36'  27".  240 


und  daraus  endlich: 

a - 16®  12'  56".91  7 
f)'  = 88  30  34  .680 

8.  Du  der  Durchschnittspunct  des  Aequators  mit  der 
Ecliptic  auf  letzterer  jährlich  um  etwa  50".  2 zuriickgeht,  so 
wird  der  Pol  des  Aequators  um  den  Pol  der  Ecliptic  im  Laufe 
der  Zeit  einen  Kreis  beschreiben,  dessen  Halbmesser  gleich 
der  Schiefe  der  Ecliptic  ist.*)  Der  Pol  des  Aequators  wird 
daher  immer  mit  andern  Puncten  der  scheinbaren  Himmels- 
kugel Zusammentreffen  oder  es  werden  zu  verschiedenen  Zei- 
ten auch  verschiedene  Sterne  in  der  Nähe  desselben  stehen. 
In  unsem  Zeiten  ist  der  letzte  Stern  im  Schwänze  des  kleinen 
Bären  (<x  Ursae  minoris)  der  nächste  am  nördlichen  Weltpole 


*)  Genau  genommen  ist  dieser  Halbmesser  nicht  constant,  sondern 
gleich  der  jedesmaligen  Schiefe  der  Ecliptic. 
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und  heifst  daher  auch  der  Polarstem.  Dieser  Stern,  dessen 
Declination  jetzt  88|‘'  beträgt,  wird  sich  dem  Pole  noch  immer 
mehr  nähern,  bis  seine  Kectascension  (jetzt  16'')  gleich  90'' 
geworden  ist.  Dann  wird  die  Declination  ihr  Maximum, 
nämlich  89®  32',  erreicht  haben  und  von  da  wieder  abnehmen, 
weil  die  Präcession  in  Declination  für  Sterne,  deren  Rectas- 
cension  im  zweiten  Quadranten  liegt,  negativ  ist. 

Um  nun  den  Ort  des  Weltpoles  für  jede  Zeit  t finden 
zu  können,  betrachte  man  das  sphärische  Dreieck  zwischen 
dem  Pole  der  Ecliptic  für  eine  bestimmte  Zeit  t,  und  den 
Polen  des  Äequators  zu  den  Zeiten  und  t,  PundF'.  Be- 
zeichnet man  dann  die  Kectascension  und  Declination  des 
Weltpoles  zur  Zeit  t in  Bezug  auf  den  Aequator  und  das 
Aequinoctium  zur  Zeit  mit  u und  6,  die  Schiefe  der  Ecliptic 

zur  Zeit  und  t mit  und  e,  so  ist  die  Seite  PP  =90  — 6, 

E P = EP'  = t,  der  Winkel  an  P = 90  -|-  ia  und  der  Winkel 
an  t gleich  der  allgemeinen  Präcession  in  dem  Zeitraum  t—i„ 
und  man  hat  daher  nach  den  drei  Grundgleichungen  der  sphä- 
rischen Trigonometrie: 

coa  d sin  a = sin  c cos  cos  l — cos  t sin  s, 
cos  6 cos  a = sin  r sin  l 

sin  d = sin  c sin  f,  cos  l cos  t cos 

Da  diese  Berechnung  gewöhnlich  keine  grofse  Genauigkeit 
erfordert,  sondern  der  Ort  des  Poles  immer  nur  beiläufig  ge- 
sucht wird,  überdies  auch  die  Abnahme  der  Schiefe  nur  in 
kurzen  Zeiträumen  als  der  Zeit  proportional  angesehen  wer- 
den kann,  da  sie  eigentlich  eine  Periode  von  freilich  sehr 
langer  Dauer  hat,  so  kann  man  sich  erlauben  s a zu  setzen 
und  erhält  dann  einfach: 


und: 


t«ng  « = — cos  e,  Ung  1 l 


cos  d 


sin  s,  sin  l 
cos  tt 


Wiewohl  hier  a durch  die  Tangente  gefunden  wird,  so 
erhält  man  doch  den  Werth  von  u ohne  alle  Zweideutigkeit 
da  derselbe  zugleich  die  Bedingung  erfüllen  mufs,  dafs  cos  u 
und  sin  l dasselbe  Zeichen  haben. 
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Wollte  man  z.  B.  den  Ort  <lep  Weltpolee  fiir  dos  .lahr 
14(KH)  kennen  und  zwar  bezogen  auf  das  Aeqiiinoctinm  von 
1850,  so  hat  man  die  allgemeine  Präcession  während  der 
12150  Jahre  etwa  gleich  174",  also  wird: 

<x  - 573”  16'  uml  ö = + 43”  ?' 

Dies  ist  sehr  nahe  der  Ort  von  <t  Lyrae,  dessen  Kectas- 
cension  und  Declination  fiir  1850: 

u = 277"  68  und  Ä = + 38”  39' 

ist.  Im  Jahre  14000  wiyd  also  dieser  Stern  auf  den  Namen 
des  Polarsterns  Anspruch  machen  können. 

Wegen  der  Veränderung  der  Declinationen  der  Sterne 
durch  die  Präcession  werden  auch  im  Laufe  der  Zeiten  Sterne 
Uber  den  Horizont  eines  Ortes  kommen,  welche  früher  da- 
selbst nie  sichtbar  waren,  andre  Sterne,  welche  jetzt  z.  B.  an 
einem  Orte  auf  der  nördlichen  Halbkugel  der  Erde  sichtbar 
sind,  werden  dagegen  eine  so  südliche  Declination  erhalten, 
dafs  sie  Air  diesen  Ort  nie  mehr  aufgehen.  Auf  gleiche  Weise 
werden  Sterne,  welche  jetzt  Air  diesen  Ort  immer  über  dem 
Horizonte  verweilen,  anfangen  auf-  und  uuterzugehen,  während 
wiederum  andre  Sterne  eine  so  nördliche  Declination  erreichen, 
dafs  sie  auch  in  ihrer  unteren  Ciilmination  über  dem  Horizonte 
bleiben.  Der  Anblick  der  Himmelskugel  an  einem  Orte  der 
Erde  wird  also  durch  die  Präcession  nach  grofsen  Zeiträumen 
beträchtlich  verändert. 

In  der  Anmerkung  zu  Nr.  16  des  zweiten  Abschnitts 
war  das  siderische  Jahr  oder  die  siderische  Umlaufszeit  der 
Sonne  d.  h.  die  Zeit,  welche  die  Sonne  braucht,  um  an  der 
scheinbaren  Himmelskiigel  volle  360®  zu  durchlaufen  oder  die 
Zeit,  in  welcher  sie  wieder  zu  demselben  Fixsterne  zurück- 
kehrt, zu  360  Tagen  6 Stunden  9 Minuten  und  10".  7496 
oder  zu  365.25637  mittleren  Tagen  angegeben.  Da  nun  die 
Aequinoctialpuncte  sich  rückwärts  d.  h.  der  Sonne  entgegen 
bewegen,  so  wird  das  tropische  Jahr  oder  die  Zeit,  welche 
die  Sonne  braucht,  um  wieder  zu  demselben  Aequinoctium 
zurückzukehren,  kürzer  als  das  siderische  Jahr  sein  und  zwar 
um  die  Zeit,  in  welcher  die  Sonne  den  kleinen  Bogen,  der 


Digitized  tv  Googl 


191 


gleich  der  jährlichen  I'räcession  ist,  diirchlüuA.  Es  ist  aber 
Itir  das  Jahr  18<X)  /=f>0”-22d5  und  da  die  mittlere  Bewe- 
gung der  Sonne  59'  H".33  beträgt,  so  erhält  man  fiir  diese 
Zeit  0.01415  Tage,  mithin  fiir  die  I^änge  des  tropischen  Jahres 
365.24222  Tage.  Da  nun  aber  die  Präcession  veränderlich  ist 
und  die  jährliche  Zunahme  derselben  0".0002442966  beträgt, 
so  ist  auch  das  tropische  Jahr  veränderlich  und  die  jähr- 
liche Veränderung  desselben  gleich  0.0(M)0n0068848  Tagen. 
Drückt  man  die  Deeimaltheile  in  Sttinden,  Minuten  und  Se- 
cunden  aus,  so  erhält  man  also  fiir  die  Länge  des  tropi- 
schen tJahres : 

365  Tage  5*  48'  47".  8091  - O".  00595  (t-1800) 

9.  Die  Lnnisolarpräcession  enthält  nur  die  der  Zeit  pro- 
portionalen Glieder  in  der  Bewegung  des  Aequators  auf  der 
festen  Ecliptic,  welche  durch  die  Anziehung  der  Sonne  und 
des  Mondes  auf  die  sphäroidische  Erde  hervorgebracht  wird. 
Die  Theorie  lehrt  aber,  dafs  der  vollständige  Ausdruck  die- 
ser Bewegung  aufser  jenen  Gliedern  noch  andre  periodische 
enthält,  welche  von  dem  Orte  der  Sonne  und  des  Mondes, 
vornehmlich  aber  von  der  Lage  der  Mondsknoten  (d.  h.  der 
Länge,  nach  welcher  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  der 
Mondsbahn  und  der  Ecliptic  hingerichtet  ist)  abhängen*). 
Diesen  periodischen  Theil  in  der  Bewegung  des  Aequators 
auf  der  festen  Ecliptic  bezeichnet  man  mit  dem  Namen  der 
Nutation,  weil  derselbe  gleichsam  durch  ein  Schwankender 
Erdaxe  um  ihre  mittlere  Richtung  hervorgebracht  wird  und 
zwar  nennt  man  die  periodische  Bewegung  der  Durchschnitts- 
puncte  beider  Ebenen  die  Nutation  in  Länge  , den  periodi- 
schen Theil  der  Aenderung  der  Neigung  dagegen  die  Nutation 
der  Schiefe  der  Ecliptic.  Der  Punct,  in  welchem  der  Aequator 
und  die  Ecliptic  zu  einer  Zeit  einander  wirklich  schneiden. 


*)  Diese  Bewegung  der  Mondsknoten  ist  sehr  schnell,  da  sie  io 
etwa  19  Jahren  volle  860°  betrügt. 
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heifst  das  wahre  Äequinoctium  zu  dieser  Zeit,  dagegen 
der  von  der  Nutation  befreite  Durchschnittspunct  das  mitt- 
lere  Äequinoctium.  Ebenso  nennt  man  wahre  Schiefe 
der  Ecliptic  diejenige  Neigung  der  Ecliptic  gegen  den 
Aequator,  welche  vermöge  der  Säcularänderiing  und  der  Nu- 
tation  zu  dieser  Zeit  wirklich  statt  hat,  dagegen  mittlere 
Schiefe  die  von  der  Nutation  befreite  Neigung. 

Die  Ausdrücke  Air  die  Aenderungen  der  Länge  und 
der  Schiefe  der  Ecliptic,  AA.  und  A(,  sind  nun  nach  Ressel: 

AA  = - 16".  78332  sin  D + O''.  20209  sin  2 f | ~ l".  38589  sin  2 © 
, , - O".  20 128  sin  2 (T 

(o) 

und: 

As  = + 8".97707  cos  o - 0".08778  cos  2 D + 0".57990  cos  2 © 
+ 0".087  38  cos  2 g 

WO  Q die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Mondbahn 
auf  der  Ecliptic  und  © und  g die  Länge  der  Sonne  und 
des  Mondes  bezeichnen.  Um  nun  den  Betrag  der  Nutation 
für  Bectascension  und  Declination  zu  berechnen,  erhält  man 
zuerst,  wenn  a und  S die  mittlere  Kectascension  und  Declina- 
tion bezeichnen,  die  mittlere  Länge  und  Breite  durch  die 
Formeln: 


cos  ß cos  A = cos  d cos  a 

cos  ß sin  A = cos  S sin  a cos  s -t-  sin  d sin  t 

sin  ß = — cos  d sin  a sin  c + sin  d cos  i 

Vermehrt  man  dann  die  sogefundenen  Längen  um  die  Nu- 
tation AA  und  die  Schiefe  der  Ecliptic  um  Ar,  so  findet  man 
die  scheinbare  Kectascen.sion  und  Declination  n und  A'  durch 
die  Gleichungen: 

cos  d’  cos  u = cos  ß cos  (A  + AA) 

cos  ö'  sin  a’  = cos  ß sin  (A  + AA)  cos  (e  + A f)  — sin  ß sin  (r  + A e) 

sin  d'  = cos  ß sin  (A  + AA)  sin  (f  + Ar)  + sin  ß cos  (f  + Ae) 

Da  aber  die  Aenderungen  AA  und  Ac  nur  klein  sind. 
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80  wird 

man  immer  mit 

Differcntialformeln  ausreichen. 

Es 

ist  niliiilich: 

/ 

ct  — a = 

(sy 

\dX.d£/ 

AA.  Ac 

^ * fö) 

+ .... 

(i) 

und : 

II 

1 

^ © 

/ X 

\d)..dgj 

AX.Ae 

+ ... 


Ntich  den  Diffcrcntialfornieln  in  I.  Nr.  10  hat  man  aber, 
wenn  man  fiir  co8  fl  ain  und  coa  fl  cos  »,  die  Ausdrücke 
durch  it  und  <5  setzt: 


/rfaX  . - . /dö\ 

I — ) = cos  f + sin  £ tnng  o sm  a l^J  — cos  ot  i 

/da\ 

( — ) = — cos  a tarn;  o I — = sin  a 

\dtj  ^ \dsj 

woraus  inan  durch  Differentiation  erhält: 


= sin  f’  sin  2 a + cotaug  e cos  a lang  6 + sin  2u  tangä*] 

= — sin  c [cos  a’  — cotang  e tnng  6 sin  a + tang  5’  cos  2 aj 

= — [ J sin  2 01  + sin  2 a tang  <S’J 
= — sin  c’  sin  u [cotang  c + lang  S sin  aJ 

= sin  c cos  a [cotang  f + sin  a tang  ä] 

= — cos  a*  tang  6 


Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (b) 
und  setzt  aufserdem  für  AA.  und  Ar  die  vorher  gegebenen 
Werthe  aus  den  Gleichungen  (a)  und  für  i die  mittlere  Schiefe 

13 
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der  EcHptic  für  <1<mi  Anfanj'  des  Jahres  18(K)  = 23“  27  54  , 
eo  erhält  man  fiir  <lic  Glieder  erster  Ordnunj': 

(X  -u  = - 15".39Ö37  »iu  it  - [o". «8299  »in  G sin  u 

+ 8". 97707  CO»  f)  ros  «J  tangS 
+ o".  18538  »in  2 5 > + [O".  0804«  sin  2 i")  sin  ot 

+ O".  087  7 3 CO»  2 G >-•0»«]  tangö 

— l". 22542  »in  2©  — [O". 33 194  »in  2 0 sin  u 

+ O".  67990  cos  2 0 cos  u]  Ung<5 
o".  18403  sin  2g  — lo".08015  sin  2 g sin  a 

+ n".08738  CO»  2g  co»a]tangö 

ö'  - A = — «"«8299  sin  i ( co»  a + 8".97707  cos  S}  sin  a 

+ 0".08046sin2  Deos«  — 0".08773  cos  2 S ) sin  « 

— o".53194  sin2  0CO3U  + 0".57990  cos  2 0 sin  « 

— 0".08015  sin2g  cos  a + 0".08738  co»  2g  »in  tx 


Von  den  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  können  nur  die- 
jenigen von  einiger  Hedeutung  sein,  welche  aus  dem  gröfsten 
Gliede  in  AA  und  Ar  stehen.  Setzt  man: 

Af  = 8". 97707  cosO  = a cos  O 

und: 

— »in  eAÄ  = «".«8299  »in  O = h »in  i~) 

SO  werden  diese  Glieder: 

u'  — a — - »in  2 (X  [lang  Ä’  + J]  + ^ '“"U  ^ '■*  ^ 

+ [|  — cotangf  sin  (/ lang ö + tangö’co»  2oc  + J cos2t/] »in  2 O 

A’+o’  . 


r6*+o’  . I>  X * +«=  . , 

tangO  sm2u  + — - UngOcosacotgf  + — sin2u 

L 4 4 8 _ 


CO»  i i) 


und: 

, a’cos«*  + A’»in«*  . A’  . 

A - A = lang  A »m  « cotang  f 

4 4 

— [lang  A sin  2t«  + 2 cotang  { commJ  -j- sin  'J  i i 

[<i*  co»  (X*  — A’  sin  o’  , A ’ . 1 , . 

tango  — — siuu  cotang  c cos  2 i 7 

Von  diesen  Gliedern  verändern  die  von  ^7  unabhängigen 
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nur  den  mittleren  Ort  der  Sterne  lind  können  dursiiaili  voi  - 
nachlüssigt  werden.  Ein  anderer  Theil  der  Glieder,  nämlich : 

: f C08  U cos  ( ) 


— 9111  ^ S ( ~ I “T  cotangf  9in«  »in  2 5 i + — cotg  i 
•4  \ 2 4 

und: 


tangd 


— — cotang  f sin  2 O cos  a + — cotang  t sin  a.  cos  2 $ I 

2 4 

vereinigt  sich  mit  den  ähnlichen,  in  sin  2 f)  und  cos  2 i ) 
multi])licirtcn  Gliedern  der  ersten  < )rdniing,  sodafs  diese 
werden : 
in  n 

+ o".  1 85 4 5 sin  2O+[0”.ÖIt0 1 2 sin 2 S /sin(x+0".O8 761  cos  2f^  cos  o(j  lang  j 
und  in  d ' 

+ O".  08012  sin  2 O cos  u — O".  08761  cos  2 i i sin  a (B) 

Die  dann  noch  übrigen  Glieder  der  zweiten  Onlming  sind 
die  Iblgcndcn; 

in  Ucctascension: 

+ O”. 0001454  [lang  ö*  + Jj  cos  2a  sin  7C\ 

— O"  0001518  |tang  Ä’  + JJ  sin  2a  cos  2 O 

iinil  in  Dcclinntion: 

— O".  0000727  lang  (5  sin  2 a sin  2 
- (o".  00002 17  + 0".Ü000769  cos  2 a]  lang  6 cos  2 O 

Da  aber  die  ersteren  Glieder  erst  fiir  die  Declinatioii 
h)S"  1(/  den  Werth  O". 01  in  Zeit,  die  andern  erst  für  die 
Declination  89"  2t>'  den  Werth  ()".Ü1  iin  Bogen  erhalten,  so 
kann  man  dieselben  immer  vcraachlässigen. 

IO.  l Im  die  Nutation  in  Kectasccnsinn  und  Declination 
leichter  berechnen  zu  können,  hat  man  Tafeln  dafiir  einge- 
richtet. Zuerst  hat  inan  die  Glieder: 

- 15"..'195;i7  sin  f)  = c und  - l".  22542  sin  2 0 = y 

in  Tafeln  gebracht,  deren  Argumente  f)und  2 Q sind. 

Die  einzelnen  in  taug  b inultiplielrten  Glieder  für  Rec 
lascension  haben  nun  die  Form: 

a cos  (3  cos  y + b sin  ji  sin  y = A [ot  cos  co9  y + sin  |3  sin  y] 

13* 
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Einem  jeden  Ansdrucke  von  dieser  Form  kann  man  aber 
immer  die  folgende  Gestillt  geben,  näinlieli: 

X cos  \ii  — y + »/|  (rt) 


wenn  man  nur  die  Gröfsen  x und  t/  gehörig  bestimmt.  Ent- 
wickelt man  aber  den  letzteren  Ausdruck  und  vergleicht  den- 
selben mit  dem  vorigen,  so  erhält  man  für  Bcstimiiuing  von 
X und  die  (jleichungen; 

Aa  cos  ji  = z [cos  ß cos  y — .sin  ß sin  //] 

A sin  (3  = 1 [sin  (3  cos  y + cos  ß sin  y\ 

woraus  man  fiir  x und  y die  Werthe  erhält: 


und: 


x’  = A^\  - (l-a*)  003(3"] 


fan<r  y 


(1  — «)  sin  (3  cos  ß 
1 — (1  — 6f)  cos  :3* 


Bringt  man  dann  die  Gröfsen  x und  y in  Tafeln,  deren 
Argument  ß ist,  so  kann  man  den  Ausdruck  (a)  leicht  be- 
rechnen. 

Auf  ähnliche  Weise  sind  nun  Tafeln  für  die  entsprechen- 
den Glieiler  der  Niitution  in  Declimition  entworfen,  da  diese 
von  der  Form: 


A^  — u cos  j3  .sin  y + sin  ß cos  y] 

sind  und  man  für  einen  solchen  Ausdruck  immer  setzen  kann: 
z sin  [ß~y  + y] 

wo  X und  y dieselben  Werthe  wie  vorher  haben. 

Man  findet  eine  solche  Tafel  fiir  die  Xutation  von  Nicolai 
berechnet  in  Warnstorffs  Ilüllstafcln,  die  dabei  zum  Grunde 
liegenden  Constanten  sind  aber  andre  als  die  oben  angege- 
benen, nämlich  die  Pctcrs’schen  (siehe  Abschn.  V'.  Nr.  7). 
Man  findet  dort  aufscr  dem  Gliede  c die  Gröfsen  log  h und  B 
mit  dem  Argumente  i)  und  erhält  damit  die  von  sin  und 
cos  J)  abhängigen  Glieder,  die  fiir  Kcctascension : 
r — h Uing  fl  cos  (Q  + /3  — a) 
und  liir  Declination : 

— h sin  (f)  + B — n) 

sind.  Dieser ’J'heil  der  Nutation  heifst  die  jjunurnutation. 
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Eine  zweite  Tafel  giebt  mit  dem  Argumente  2 © die 
Gröfsen  <j,  F und  log  f,  womit  man  die  von  2 0 abhängigen 
Glieder  findet,  die  ftir  Rectascenaion : 

= g — f lang  S cos  (2'0  + /•'  u) 
und  für  Dcclination : 

/sin  (2  0 + F — a) 

sind.  Dieser  Theil  der  Nutatlon  wird  Solarniitation 
genannt. 

Die  von  den  Argumenten  2(i  und  2 abhängigen  Glie- 
der der  Nutation  ergeben  sich  dann  aus  der  Tafel  fiir  die 
Solarnutation,  wenn  man  in  dieselbe  statt  mit  *2  0 einmal  mit 
2 (£  und  dann  mit  2 J / + 180'  eingeht  (weil  die  letzteren 
Glieder  diw  entgegengesetzte  Zeichen  haben)  und  zuletzt  von 
der  Summe  der  diesen  beiden  Argumenten  entspreehenden 
Resultate  den  sechsten  Theil  nimmt,  da  «lies  etwa  das  Ver- 
liältnlfs  ihre.s  Coeflicienten  zu  dem  der  Solarnutation  ist. 

II.  Nachdem  man  so  die  Veränderungen  der  Ebenen, 
auf  welche  die  Oerter  der  Sterne  bezogen  werden,  kennen 
gelernt  hat,  kann  man  die  absolute  Rcctasccnsion  eines  Sterns 
mit  aller  Genauigkeit  bestimmen,  indem  man  diese  Aenderun- 
gen  dabei  mit  in  Rechnung  zieht.  Man  hat  also  zunächst 
die  Beobachtungen  der  Sonne  und  des  Sterns  von  der  Nuta- 
tion zu  befreien.  Für  das  Beispiel  in  Nr.  4 dieses  Abschnitts 
war  die  Declination  der  Sonne  in  beiden  Beobachtungen: 

März  23  /?  = + r li' 

Sept.  20  r/  = + \ 1 .57 

und  die  Rectascensionen  der  Sonne  und  des  Sterns,  die  man 
immer  durch  die  frühere  Bestimmung  und  die  beobachteten 
Rcctascensionsuntcrschicde  kennt : 

Marz  23  A = 2"  34' 

Sept.  20  A'  = 177"  37' 
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Ferner  war  die  Länge  des  aiif'stcigcnden  Knotens  der 
Mondsbahn  zu  den  Zeiten  der  beiden'  Beobachtungen: 
i i = 207®  21',  fl'  = 197®  45' 
lind  die  Länge  der  Sonne: 

o = 2®  49'  lind  O'  = 177®2C'. 

Mit  diesen  Werthen  findet  inan: 

Nutation  für  die  Sonne: 

März  23  in  Reet.  + O".  48  in  Deel.  + 2".  S 
Sept.  20  + 0".34  - 2 .4 

und  die  Nutation  in  Kectascension  fiir  n Canis  ininoris,  wenn 
man  d = + 5®  30'  nimmt: 

März  28  + 0".47  und  Sept  20  + 0".3O 

Bringt  man  diese  Werthe  für  die  Nutation  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  an  die  beobachteten  Culminationszeiteii 
(die  von  den  Kectascensionen  nur  um  den  Fehler  der  Uhr 
verschieden  sind)  undr  an  die  Declinationen  an,  so  erhält  insu 
diese  Gröfeen  auf  das  jedesmalige  mittlere  Aequinoctium  des 
Beobr  ihtungstagcs  bezogen.  Zuletzt  hat  inan  nun  noch  auf 
die  Veiünderung  des  Aequinoctiums  durch  die  Präcession 
Kücksicht  zu  nehmen  oder  alle  %9r>bachtetcn  Data  auf  ein 
festes  Aequinoctium  zu  beziehen.  Nimmt  man  als  Epoche 
den  Anfang  des  Jahres  1828,  so  hat  man  für  die  Präcession 
fiir  den  Ort  der  Sonne: 

März  23  A.4  = + 0".71  A/7  = + 4".  ti 

Sept  20  A.l'=  + 2".2S  A//  = - 14  .5 

und  für  den  Stern: 

März  23  Aa  - + o",  7 3 A«'  = + 2".  32 

Bringt  man  diese  VV'crthe  mit  umgekehrten  Zeichen  an  die 
beobachteten  Data  an,  so  findet  man  also  mit  Uiicksichl  aut 
idle  Correctlonen: 

T - 0''  11'  12".l!2  7’'  = 1 1 50  32.06 

t - 7 :il  13  .00  / = 7 30  22.74 

/>  = + 1 6 54  .9  1/  - + 1 2 5.6 
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Emllicli  «rliält  ni:ui  tiir  die  Schiefe  der  Ecliptic  zu  bei- 
den Epochen  mit  liiieksicht  auf  die  Säeularänderung  und 
die  Niitatiun: 


t = 23  27  3S  9 t'  = 23  27  3S.1 

und  daraus: 


taug  f) 

arc  sin  - - - 

lang  € 


taug  // 
^ 

taug  c 


J 0-70  + I (<'  ’f)  = 


ßA  = C*  O'  22".  26 
t 29  55  . 53 


mithin  die  Ivectascension  von  u Canis  minurls  bezogen  auf 
das  tnittlerc  Aequinoctium  zu  Anfang  des  Jahres  1828: 
a = 7*  30'  17".  7 8 


Macht  man  nun  die  Bestimmung  der  absoluten  Rectas- 
censionen  und  Declinationcn  der  Sterne  zu  verschiedenen  Zei- 
ten, so  erhält  man  aus  der  Vergleichung  beider  Positionen 
den  Betrag  der  Präcession  in  llectascension  und  Declination 
in  der  Zwischenzeit  und  kann  also  daraus  die  Werthe  von  m 
und  n (Nr.  0)  tdso  auch  die  jährliche  Lunisolarprücession 
neu  bestimmen.  Dann  wird  man  aber  immer  finden,  dafs 
man  aus  verschiedenen  Sternen  auch  verseliiedene  Werthe 
dieser  Constante  erhält,  weil  nämlich  die  Sterne  aufser  den 
bisher  betnichtcten  scheinbaren  atich  noch  eigne  Bewegun- 
gen haben,  vermöge  welcher  dieselben  ihren  Ort  im  Raume 
wirklich  verändern.  Da  nun  diese  eignen  Bewegungen  ebenso 
wie  die  Präcession,  wenigstens  innerhalb  keiner  allzti  grofsen 
Zeiträume,  als  der  Zeit  proportional  erscheinen,  so  kann  man 
die  numerischen  Wortlie  beider  Veränderungtm  nicht  anders  be- 
stimmen als  dadurch,  dafs  man  die  liunisolarpräecessionaus  einer 
sehr  grofsen  Anztdil  von  Sternen  berechnet  und  aus  diesen  ein- 
zelnen Bestimmungen  das  arithmetische  Mittel  nimmt,  indem  man 
dabei  voraussetzt,  dafs  die  eignen  Bewegungen,  welche  bei 
verschiedenen  Sternen  verschiedene  Werthe  haben  und  auch  in 
verschiedener  Richtung  vor  sich  gehen,  in  diesem  Mittelwerthe 
einander  aufheben.  Die  Unterschiede,  welclte  sich  dann  noch 
mit  den  Beobachtungen  zur  Zeit  f zeigen,  wenn  man  den  Ort 
eines  Sterns  für  diese  Epoche  aus  den  Beobaclittingcn  zur  Zeit  t 
tnit  dem  s<>  bestimmten  Werthe  der  Lunisolarpräcession  her- 
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leitet,  betrachtet  man  dann  als  die  eigne  Bewegung  des  Sterns 
in  Rectascension  und  Declination  während  der  Zeit  i—t. 

Wegen  der  Veränderungen  der  Oerter  der  Sterne  durch 
die  Präcession  und  die  eigne  Bewegung  gelten  die  Verzeich- 
nisse dieser  Oerter  oder  die  Sterncataloge  immer  nur  für 
eine  gewisse  Epoche.  Um  dann  die  Reduction  der  Stemörter 
von  dieser  Epoche  auf  eine  andre  Zeit  mit  mehr  Bequem- 
lichkeit machen  zu  können,  ist  gewöhnlich  schon  in  diesen 
Verzeichnissen  neben  jedem  Sterne  die  jährliche  Veränderung 
desselben  in  Rectascension  und  Declination  durch  die  Prä- 
cession und  eigne  Bewegung  als  variatio  annua  und  mo- 
tus  proprius  angegeben  und  aufserdem  noch  die  Veränderung 
der  variatio  annua  in  hundert  Jahren  oder  die  variatio  saecu- 
laris.  Ist  dann  tg  die  Epoche  des  Catalogs,  so  ist  die  Ver- 
änderung des  Ortes  des  Sterns  wälirend  der  Zeit  t—tg  gleich: 

variatio  annua  + molus  proprius  + variatio  saecularisj 

Die  Berechnung  der  Variatio  saecularis  selbst  geschieht 
nach  den  folgenden  Formeln.  Es  waren  die  jährlichen  Ver- 
änderungen der  Rectascension  und  Declination  nach  Nr.  6 
gleich: 

du  . 

— = m + ri  tang  o sin  u 

äS 

— = n cos  u 

dt 

Differenzirt  man  diese  Gleichungen,  indem  man  alle 
Gröfsen  als  variabel  betrachtet  und  bezeichnet  die  jährlichen 
Veränderungen  von  m und  n durch  m'  und  n',  so  erhält  man 
leicht : 

■jyj  = + n’  tang  6’  sin  2 u + n*  sin  2 a + mn  tang  6 cos  a 

+ m'  + n'  tang  6 sin  a 

s • 1 . r » 

= — n sin  0(  tang  0 — mn  sin  a -f  n cos  u 

und  durch  die  Multiplication  dieser  zweiten  DiiTcrcntialqiiutien- 
ten  mit  100  die  V ariatio  saecularis  für  Rectascension  und 
Declination. 


Digitized  by  Coogle 


201 


12.  Wie  eben  bemerkt,  nimmt  man  immer  an,  dafs  die 
eignen  Bewegungen  der  Sterne  der  Zeit  proportional  und  in 
einem  festen  gröfsten  Kreise  vor  sich  gehen.  Beides  ist  nun 
zwar  in  aller  Strenge  nicht  richtig,  wegen  der  aufserordent- 
lich  langsamen  Bewegung  der  Sterne  entsteht  indefs  aus  die- 
ser Annahme  kein  merklicher  Felder.  Da  nun  aber  die  Grund- 
ebenen,  auf  welche  die  Oertcr  der  Sterne  bezogen  werden, 
sich  verändern,  so  müssen  sich  auch  dadurch  die  Compo- 
nenten  der  eignen  Bewegungen  nach  der  Kichtung  der  Po- 
larcoordinaten,  welche  auf  diese  (Jrundebenen  bezogen  wer- 
den, ändern. 

Die  Formeln,  welche  die  auf  ein  bestimmtes  Acquinoc- 
tiiim  zur  Zeit  t!  bezogenen  Polarcoordinaten  in  Bezug  auf 
den  Aequator  durch  die  auf  ein  anderes  Acquinoctium  zur 
Zeit  t bezogenen  Coordinaten  ausdrücken,  sind  nun  nach  Nr.  7: 

cos  sin  (oi  + a'  — z)  — cos  ö sin  (a  + a + z) 

cos  6'  cos(a'  + a'  — z')  = cos  6 cos  (a  + a + i)  cos  0 — sin  S sin  0 

sin  6'  = cos  S cos (a  + a + z)  sin  0 + sind  cos 0 

WO  a die  Präcession  durch  die  Planeten  während  der  Zeit 

f— < bezeichnet  und  z,  :!  und  0 Hiilfsgröfsen  sind,  welche 
man  durch  die  Formeln  (A)  derselben  Nummer  erhält.  Weil 
die  eigenen  Bewegungen  so  klein  sind,  dafs  man  deren  Qua- 
drate und  Producte  vernachlässigen  kann,  so  erhält  man  nach 
der  ersten  und  dritten  Formel  (11)  in  Nr.  9 der  Einleitung, 
wenn  man  bedenkt,  dafs  die  obigen  Formeln  aus  einem  Drei- 
ecke hergeleitet  sind,  dessen  Seiten  90— b',  90— 6 und  0 und 
dessen  VV'^inkel  u + a+z,  180— u'— a'+r'  und  c sind: 

Aö'  = cos  c Ad  — sin  0 sin  (a'  + n—z)  Aa 
cos  S'Aa  = sin  cAd  + cos  d coscAoe 


oder,  wenn  man  sin  c und  cos  c durch  did  übrigen  Stücke 
des  Dreiecks  ausdrUckt: 


Ad 


sin  (a'+n'—z') 


= Aa  cos0  + AiaOtanso  cos  (ot  +«  —5)1+ i.  sin  0 

o V 'I  C08  0 cos  o 


Ad 


Ad'  = — Aotsin0sin(a'+«'— i')+ 1 cosd'fcos0+sin0tangd' cos(a'+a'— i')l 

cosd 
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und  ebenso: 

A«  = .A«  |oosM  — sin(-)tiiiipöeos(«+n+;)J sm  <-)  — ^ — 

co.»;o  cos  O 

w 

S6  = Au'sin  W »in(«+(X+;)  + [oos0  — siiiWtaiig(Scos(u+(i+j)| 

Beispiel.  Die  mittlere  llectascension  und  Dcclinatiun 
des  Polarsterns  l'iir  den  Anfang  des  Jahres  1755  ist: 

a = 10“  55*  44".955  5 = + 87"  59'  4l".I2 

Durch  Anbringung  der  Präcession  war  hieraus  in  Nr.  7 
der  Ort  des  Polarsterns  für  den  Anfang  des  »Jahres  1850 
berechnet  und  dafür  gefunden: 

«'  = Iß"  12'  5ß".9I7  6'  = + 88“  so'  3l".G80 

Nach  Besscl’s  Tabulue  Kegiomuntanae  ist  dieser  Ort  aber: 
u = IC“  15'  19".530  fi'  = + 88"  30'  34'.898 

Dieser  Unterschied  rührt  nun  von  der  eignen  Bewegung 
des  Polarsterns  her,  die  also  in  der  Zeit  von  1755  bis  1850 
+ 2'  22".lilJ  in  Rectascension  und  + 0",218  in  Dcclinatiun 
beträgt.  Die  jährliche  eigne  Bewegung  des  Polarsterns  be- 
zogen auf  den  Aequator  von  1850  ist  daher: 

A«  = + l".501  189  A6'  = + 0".002295 

Wollte  man  daraus  z.  B.  die  eignen  Bewegungen  Ai/ 
und  A6  des  Polarsterns  bezogen  auf  den  .\e(iuator  von  1755 
haben,  so  miifs  man  dieselben  nach  den  Formeln  (A)  be- 
rechnen. Es  war  aber: 

W = 0“  3l'  45".  ßOO 
M + ir  + 2 = 11*82'  9".5SO 

und  hiermit  erhält  man: 

Au  = + t".  10836  Aö  = + 0".005063 
Wäre  nun  der  Ort  des  Polarsterns  für  1755  und  die 
eigne  Bewegung  für  dieselbe  Zeit  geg(d)en  und  daraus  der 
Ort  für  1850  zu  berechnen,  so  hätte  man: 

95  A«  = + l'  45".  294 
95  AÄ  = + 0".481 
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!iIhü  (Ion  Ort  fiir  1755  + der  eignen  Bewegung  bis  18ÄÜ: 

« = 10"  57'  30".  249 
Ä = 37  59  41  .liOl 

und  iniirste  mit  diesen  Werthen  die  in  Nr.  7 luifgeliilirte 
Rcelinnng  wiederholen,  wo  inan  dann  fiir  '•»'  und  die  Werthe 
der  Tabulae  Regiomonlanae  finden  würde. 

Anm.  lieber  die  l’räcession  und  Nutation  vergl.  die  Vorrede  der 
Tabulae  Regiomontanae  pag  111  ot  acej. 


III.  Mittlere  und  scheinbare  Oerter  der  Fixsterne. 

13.  Durch  das  vorige  ist  man  nun  in  den  Stand  ge- 
setzt, den  mittleren  Ort  eines  Sterns  für  irgend  eine  Zeit  zu 
berechnen,  wenn  man  denselben  fiir  irgend  eine  Epoche  kennt. 
Ebenso  kann  man  aus  diesen  mittleren  Oertern  die  schein- 
baren finden,  welche  die  Sterne  wirklich  an  der  Himmelsku- 
gel  einzunehmen  scheinen,  indem  man  dem  mittleren  Orte 
die  verschiedenen  Correctionen  hinzufiigt,  zuerst  die  Nutation, 
dann  die  Aberration,  Rcfraction  und  Parallaxe.  Letztere  ist 
fiir  Fixsterne  (einige  wenige  Sterne  ausgenommen,  deren 
Jährliche  Parallaxen  indefs  sämmtlich  sehr  klein  sind)  Null, 
und  da  die  Rcfraction  immer  an  die  Beobachtungen  selbst 
angebracht  wird,  so  bleiben  also  nur  die  Aberration  und  Nu- 
tation übrig,  deren  Werthe  man,  wie  man  früher  gesehen 
hat,  aus  Tafeln  entnehmen  kann.  Weil  indessen  diese  Re- 
duction  vom  mittleren  Orte  auf  den  scheinbaren  und  umge- 
kehrt sehr  häufig  gemocht  werden  mufs , so  hat  man  noch 
bequemere  Tafeln  eingerichtet,  welche  die  Zeit  zum  Argu- 
mente haben  und  die  Reduction  vom  mittleren  Orte  zu  An- 
fang eines  Jahres  auf  den  scheinbaren  Tür  irgend  einen  Tug 
des  Jahres  mit  grofser  Leichtigkeit  finden  lassen.  Kennt 
man  diuin  also  den  mittleren  Ort  eines  Sterns  zu  einer  Epo- 
che und  sucht  daraus  den  scheinbaren  Ort  fiir  irgend  einen 
gegebenen  Tag  eines  andern  Jalircs,  so  hat  man  zuerst  den 


Digitized  by  Cooglc 


204 


gegebenen  Ort  durch  Anbringung  der  Präccsaion  und  nötlii- 
gcnfallö  der  eignen  Bewegung  auf  den  mittleren  Ort  zu  An- 
lang dieses  Jahres  zu  bringen  und  nacliher  nocli  die  Keduction 
auf  den  scheinbaren  Ort  des  gegebenen  Tages  aus  den  Ta- 
feln zu  entnehmen.  Diese  Tafeln  sind  von  Bessel  gegeben. 

Bedeuten  <x  und  ö die  mittlere  Reetiiscension  und  Dceli- 
natiun  eines  Sterns  zu  Anfang  eines  Jahres,  >/  und  6'  dage- 
gen die  scheinbare  Kectascension  und  Declination  zur  Zeit  r, 
welche  vom  Anfänge  des  Jahres  ab  gezahlt  und  in  Theilen 
desselben  ausgedriiekt  wird,  so  ist: 


<x'  — UL  + 7 [m  + H taug  6 sin  a\  + t fi. . . I’raoe.s'iiuii  und  eiguiie  Bewegung. 

— [15".  31(537  + «".B82K9  taug  6 sin  uj  sin  S < 

— 8".  97  707  lang  ö cos  a cos  i / j 

+ [o".  18538  + 0".0804G  tung  6 sin  u]  sin  f 

, , , > ^lltatlon. 

+ 0 . 087  < 3 taug  O cos  cx  cos  '2  i I i 

— 1 1 ".  2 2 5 4 2 + O".  53194  lang  6 sin  «J  sin  2 J / \ 

— O"  57990  lang  6 cos  a cos  2 0 1 

— 20".  255  cos  E sec  6 cos  a cos  Q ) 

,,  I . • ^ } Aberration. 

— 20  . 255  sec  0 sin  a sin  0 [ 

und  6'  =L  S + T n cos  a + Tfi  Pracession  und  eigne  Bewegung. 

— 6".  88299  cos  a sin  J 1 + 8".  97707  sin  u cos  f)  . 

+ o".  08046  cos  a sin  2 o — O".  08773  sin  u cos  2 J jf  . XutatioD. 

— O".  53194  cos  u sin  20  + o".  57990  sin  u cos  2 0 i 

+ 20".  255  [sin  a sin  6 cos  e — cos  6 sin  ej  cos  0 

— 2ü".  255  cos  u sin  8 sin  0 


Aberration. 


Hier  sind  diejenigen  Glieder  der  Nutation,  welche  von 
der  doppelten  Mundslänge  abhängen,  nicht  mitgenommen,  da 
sic  einmal  den  Ort  der  Sterne  nur  um  O".  1 ändern  und 
aufserdem  wegen  der  schnellen  Bewegung  des  Mundes  eine 
sehr  kurze  Periode  haben,  sodafs  sic  sich  im  Mittel  aus  meh- 
reren Beobathtungeu  eines  Sterns  gröfstentheils  auflicben. 

Um  nun  diese  Ausdrücke  für  u!—u  und  O'— 15  in  Tafeln 
zu  bringen,  setzt  Bessel: 

6".68299  = iii  15".39537  - mi  = h 
0".0804fi  = ni  o".  18538  - mi'  = *' 

O".  53194  = ni"  l".  22542  - mi"  = *" 
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Dann  kann  man  die  vorigen  Formeln  auch  so  schreiben : 

f/  = a + [t  — i sin  + t sin  ’i  sin  2 0J  [m  + n lang  6 sin  u\ 

— f8".97707cosi  /— 0".08773  oos2i  <+0".5799 cos 20] tangÄcosa 

— 20’^.  255  cos  s cos  0 . sec  d cos  u 

— 20”.  255  sin  0 . sec  5 sin  rx 
+ T fl 

— h »in  i}  + h'  sin  2 Q — h"  sin  2 0 

und : 


(S'  = (5  + [r  — i sin  Q + i'  sin  2 J / — i"  sin  2 0]  n cos  n 

+ (8".  97707  cosi)  — O".  08773  cos  2 .U  + O".  5799  cos  2 0]  sin  ix 

— 20”.  255  cos  e cos  0 [fang  s cos  S — sin  5 sin  «] 

— 20”  255  sin  0 sin  f)  cos  (X 

+ 7 fl' 

Fiiilrt  man  dann  folgende  Hezeieliniingen  ein : 


n = 
t)  = 


c — 
d = 


1 — 7 ■—  i »in  i l + i sin  2 $ / — i”  sin  2 0 
/}=-8".9  7 707cos(  ,+0".08773cos2D-0".57990cos2O 
0 = — 20".  255  cos  £ cos  0 
D = - 20".  255  sin  0 
K-—  A sin  i 1 + A'  sin  2 — h"  sin  2 0 

m + n lang  8 sin  a a — n cos  <x 
fang  6 cos  a A'  = — sin  a 

sec  6 cos  u e'  = lang  f cos  <S  — sin  Ä sin  tx 

sec  8 sin  a = sin  8 cos  a 


so  hat  man  ganz  einfach: 

u = a + Aa  + Hb  + Cc  + Dd  + 7 fi  + /T 
6'  = 6 + Au  + Rb'  + Cc  + Dit  + 7 fl 


(") 


wo  die  Gröfsen  a,  h,  c,  d,  n,  l/,  d,  tt , blo8  von  dem  Orte 
des  Sterns  und  der  Scliiefc  der  Eeliptic,  dagegen  A,  Ji,  C,  D 
blos  von  der  Zeit  abhängen  (da  0 und  i ) Functionen  der 
Zeit  sind),  also  auch  in  Tatein  gebracht  werden  können, 
welche  die  Zeit  zum  Argumente  haben.  Diese  Tafeln  hat 
Hessel  in  seinem  Werke  „l'abulac  Kegiomontanae“  von  1750 
bis  1850  von  10  zu  10  Tagen  gegeben.*) 


*)  Man  findet  diese  Tafeln  für  die  einzelnen  Jtihre  auch  in  den 
a.slronuinischen  Ephentcriden. 
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Die  numerischen  Werthe  der  Gröfson  i und  h sind: 

für  1750  I = 0.S8308  t = 0.00401  i"  = 0.02651 

1850  = 0.33824  = 0.00401  = 0.02652 

und : 

1750  A=  0.0645  h'  = 0.0008  h"  = 0.0051 

1850  = 0.0468  = 0.0006  = 0.0037 

Daraus  folgt,  dafs  die  Gröfse  E immer  nur  einige  Iliin- 
derttheile  von  Secunden  beträgt  und  dulicr  in  den  meisten 
Fällen  vemachUUsigt  werden  kann. 

14.  Die  Argumente  der  von  Bessel  berechneten  Tat'cln 
sind  die  Tage  des  Jahres,  dessen  Aniang  in  dem  Augen- 
blicke angenommen  ist,  wo  die  Länge  der  Sonne  280“  be- 
trägt. Diese  Tafeln  gelten  daher  unmittelbar  ftir  denjenigen 
Meridian,  für  welchen  die  Sonne  in  dem  Augenblicke,  wo 
das  bürgerliche  Jahr  beginnt,,  diese  Länge  hat.  Weil  aber 
die  Sonne  zu  einem  vollständigen  Umlaufe  keine  ganze  An- 
zahl von  Tagen  gebraucht,  sondern  305  Tage  und  einen 
Bruchtheil,  so  werden  die  Tafeln  in  einem  jeden  Jahre  fiir 
einen  andern  Meridian  gelten  Aus  den  Formeln  (G)  in 
No.  2 dos  zweiten  Abschnitts  folgt  nun,  dafs  der  Winkel 
zwischen  den  Meridianen  zweier  Orte  auf  der  Erdoberfläche 
gleich  dem  Unterschied  der  Sternzeiten  an  beiden  Orten  also 
auch  gleich  dem  Unterschiede  der  mittleren  Zeiten  ist. 

Bezeichnet  man  daher  die  Meridiandill'erenz  in  Zeit  des- 
jenigen Ortes,  für  welchen  die  Sonne  beim  Anfänge  des  Jah- 
res die  Länge  280“  hat,  vom  Meridian  von  Paris  ab  gezählt 
mit  k und  nimmt  dies  positiv,  wenn  der  Ort  östlich  liegt, 
bezeichnet  man  ferner  die  Meridiandifferenz  irgend  eines 
Ortes  der  Erde  von  Paris,  aber  westlich  positiv  genommen 
mit  d,  so  mufs  man  zu  der  Zeit  dieses  letztci-en  Ortes,  fiir 
welchen  man  die  Constanten  A,  B,  C,  D aus  den  Tafeln 
sucht,  die  Gröfse  k-\-d  hinzuthun  und  mit  dieser  corrigirten 
Zeit  als  Argument  in  die  Tafeln  eingehen.  Die  Gröfse  k 
giebt  Bessel  in  den  Tabulis  liegiomuntanis  fiir  jedes  Jahr 
von  1750  bis  1850. 

In  den  Tafeln  findet  man  nun  die  Constanten  .4,  B,  C,  IJ 
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lür  den  Anfang  des  itnnginärcn  Jahres,  welches  beginnt, 
wenn  die  Länge  der  Sonne  280“  beträgt  und  dann  fiir  die- 
selbe Zeit  jedes  zehnten  Sterntages,  sie  gelten  also  immer 
für  18''  40'  Stemzeit  desjenigen  Meridians,  für  welchen  die 
Sonne  beim  Beginnen  des  Jahres  die  angefiihrte  Länge  hat. 
VV'ill  man  nun  die  Werthe  aus  den  Tafeln  für  eine  andre 
Stemzeit  u haben,  wofür  hier  die  Kcctascension  des  Sterns 
selbst  genommen  wird,  um  den  scheinbaren  Ort  gleich  für 
die  Culniinationszeit  zu  bekommen,  so  mufs  inan  zu  dem 
Argumente  k+d  die  Gröfse  hinzufiigen: 

, a-t8l>  40'  ^ 

a = ; ^ 

24'‘ 

Da  ferner  auf  den  Tag,  an  welchem  die  Kectascension 
der  Sonne  gleich  der  Kectascension  des  Sterns  ist,  zwei  ('ul- 
minotionen  des  Sterns  fällen,  so  mufs  man  nach  dieser  Zeit 
zu  dem  Datum  des  Tages  eins  oddiren,  sodoTs  das  vollstän- 
dige Argument  gleich  dem  Datum  wird  + der  üröfse: 

k + ä + a!  + i 

wo  i = 0 ist  vom  Anfänge  des  Jahres  bis  zu  der  Zeit,  wo 
die  Kectascension  der  Sonne  gleich  « wird,  nachher  aber 
t = -f- 1 ist. 

Der  mit  Jan.  0 in  den  Tafeln  bezeiclinete  Tag  ist  nun 
derjenige,  zu  dessen  Stemzeit  18''  40'  dns  Jahr  nach  der  gewöhn- 
lichen Methode,  die  Tuge  zu  zählen,  indem  man  den  Anfang 
derselben  am  Mittage  nimmt,  anfängt.  Die  Culmination  derje- 
nigen Sterne,  deren  Rectaseension  18''  40'  ist,  fällt  daher 
nicht  auf  den  in  den  Tafeln  mit  Jan.  0 bezcichneten  Anfangs- 
tag, sondern  auf  den  Tag  vorher,  man  mufs  also  dem  Datum 
des  vom  Mittage  gezählten  Tages  einen  Tag  hinzufiigen,  ehe 
man  damit  in  die  Tafeln  eingeht. 

*)  Bei  den  Tnfeln  in  dem  Berliner  Jahrbuchc  ist  die  Gröfse 
18*  40' 

— — 24*~  “ 0.7  78  an  k angebracht  and  da  der  Meridianunterschied 

von  Berlin  und  Paris  = 0.081,  so  sind  die  k im  Jahrbache  gleich 
den  k in  den  Tab.  Keg.  — 0.809. 
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Die  Argumente  sind  somit  die  folgenden: 

1,  wenn  u 18*  40' 

vom  Anfänge  des  Jahres  bis  zu  dem  Tage,  an  welchem  die 
i^ectasccnsion  der  Sonne  gleich  ct  ist: 

„ U—  18*  40' 

Datum  + i + d + : + 1 

24* 

von  da  bis  zum  Ende  des  Jahres: 

, . «-18*40' 

Datum  + t + d + — + 2 

24* 

2,  wenn  a > 18*  40' 

vom  Anfänge  des  Jalires  bis  zu  dem  Tage,  an  welchem  die 
Kcctasccnsion  der  Sonne  gleich  a ist: 


Datum  + i-  + d + 


a-  18*  40' 
24*  ~ 


und  von  da  bis  zum  Ende  des  Jahres: 


. . a-l8*40' 

Datum  + k + il  + : + I 

24* 


Man  suche  z.  R.  die  scheinbaren  Oerter  von  u Ijyrae 
für  den  April  1849  und  zwar  fiir  die  Culminationszeit  für 
Rcrlin. 

Man  hat  für  den  Anfang  des  Jahres: 

a = 18*  3l'  49".55  = 277®  57'  2S".2 
6 = + 38®  38'  44".  89 

und  damit: 

cos  a 9.14120  cos  u lang  S 9.04407  m = + 46.059 

fang  ö 9 ,90287  sin  6 9 . 79554  ntg.  dsina  = — 15.881 

sin  a 9.99580n  sinatangd  9.89867n  tg.  £ cos  5 + 0.33889 

cos  Ä 9.892C6  sinu  tg.  öcosd—  0.61849 

taug  e 9.G3740 

also  log«  = 1.47969  log  a'  = 0 44342 

log  i = 9.04407  log  i'  = 9.99580 

löge  = 9.24853  log  c'  = 9.98108 

logd  = 0.  10313n  log  </  = 8.93673 
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und  aiifserdein  ist: 


lüg  fl  = 9 . 4425 
log  fl  — 9.4314 

Ferner  hat  man  nach  den  Tab.  Keg: 


März 

31 

log  A 
9.0936 

log  B 
0.9032 

log  C 
0.5628« 

log  T 
9.3905 

E 

- O".  02 

April 

10 

9.1481 

0.9071 

0.8427« 

9.4362 

- 0 .02 

20 

9.2021 

0.9136 

1.0048« 

9.4776 

- 0 .02 

SO 

9.2565 

0.9216 

1.1114« 

9.5154 

- 0 .02 

und  erhält  damit : 

An  Bb  Cc  Dd  ffi  8ummn  ia  Zeit 
Miin  31  + 8.74  + 0.88  - 3.23  + 4.68  + 0.07  + 6".  09  + O".  4 1 

Apr.  10  + 4.24  + 0.89  - 3.08  + 8 87  + 0.07  + 10.99  + 0 .73 

20  + 4.81  + 0.90  — 2.8.5  + 12.82  + 0.08  + 15.76  + I .05 

30  +5.46  +0.92  — 2.53  +16.39  +0.09  +20.32  +1  .35 

An  Bb'  Cc  Dd!  7 fi  Summ« 

März  31  + 0.34  + 7.93  — 17.51  - 0.31  + 0.07  - 9".48 

Apr.  10  + 0.89  + 8.00  — 16.70  — 0.60  + 0.07  — 8 .84 

20  + 0.44  + 8 12  — 15.42  — 0..«7  +0.08  — 7 .65 

30  +0.50  +.8.27  - 13.71  -1.11  +0.09  - 5 .96 

Nun  ist: 


k = + 0.030,  d 


M-  18''  4 0' 

0.031, = - 0.006, 

24* 


also  wird  das  Argument,  weil  IS**  40'  und  im  März 

und  April  auch  die  Kectascension  der  Sonne  IS**  40'  ist, 
gleich: 

Datum  + O".  993 

Man  erhält  daher  für  die  (.'ulminationszcit  für  Berlin: 


1849 

A a 

A6 

U 

5 

März  31 

+ 0". 

44 

- 9".  44 

18*  3l'  49' 

'.99 

+ 38"  38'  35", 

.45 

April  1 0 

+ 0 . 

76 

- 8 . 75 

50 

.31 

36  . 

14 

20 

+ 1 . 

08 

-7.51 

50  . 

63 

37  . 

38 

30 

+ I . 

38 

-5.77 

50  . 

93 

39  . 

12 

15. 

Diese 

Art 

der  Berechnung  der  i 

scheinbaren  Oerter 

ist  besonders  bequem,  wenn  man  eine  Ephemeride  derselben 

14 
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für  eine  länf^ore  Zeit  heroehncn  will.  Sucht  inan  nur  einen 
einxelnen  ( )rt,  so  bedient  man  sich  mit  gröfscrer  Bequemlich- 
keit der  folgenden  Methode,  weil  man  dabei  der  Mühe  der 
Berechnung  der  constanten  Gröfsen  o,  h,  c etc.  liberhoben  ist. 

Die  Glieder  für  die  Präcession  und  Niitation  sind  näm- 
lich, wenn  man  die  Gröfse  E vemachläfsigt : 

für  Rcctasccnsion ; 

Am  -t-  /t n . sin  a tang  6 + B . lang  ö cos  u 
und  für  Dcclination: 

An  . cos  a — ß sin  « 

Setzt  man  nun: 

An  = g cos  6‘ 

B = g sin  G 
Am  = f 

SO  werden  diese  Glieder  für  die  Kectascension  /+.7  sin  ( G+ix ) tang  f> 
und  für  die  Dcclination  y cos  (G  + >/). 

Aufserdem  hat  man  für  die  Aberration  in  Rectascension 
und  Dcclination  nach  Nr.  14  des  zweiten  Abschnitts: 

h sin  (//+a)  sec  6 *) 

A cos  (//  + a)  sin  6 + f cos  6 

also  sind  die  vollständigen  Formeln  fiir  den  scheinbaren  Ort 
eines  Sterns: 

a'  = a + / + y sin  (G+a)  tang  d 4-  A sin  (H+a)  sec  S + r/n 
6'  = d + p cos  (G  + a)  + A cos  (H+rx)  sin  d -f  t cos  6 + r/u' 

Die  Gröfsen  /,  y,  h,  i,  G und  II  kann  man  dann  in  Ta- 
feln bringen,  deren  Argument  wieder  die  Zeit  ist,  sodaTs  man 
mit  Hülfe  derselben  die  scheinbaren  Oerter  aus  den  mittle- 
ren durch  eine  sehr  einfache  Rechnung  findet.  Solche  Tafeln 
werden  für  jedes  Jahr  in  dem  Berliner  Jahrbuche  z.  B.  von 
10  zu  10  Tagen  gegeben.  Die  Argumente  dieser  Tafeln  sind 

•)  Wo: 

A sin  — C,  A cos  H = D und  i r:  C fang  r 
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aber  nicht  wie  vorher  die  Stemtage,  sondern  die  mittleren 
Tage. 

Sucht  man  z.  B.  den  scheinbaren  Ort  von  Lyrae  tiir 
1849  April  10  0**  mittlere  Berliner  Zeit,  so  hat  man  fiir  diese 
Zeit  nach  dem  Jahrbuche  die  folgenden  Werthe  der  Con- 
stanten: 

/ = + 6".51,  ff  = + 8".56,  r;  = 70“4l',  A = + l»''.80,  H=  247°  5t' 

i = - 7"  5« 

also  G^-a.  = 348°  38',  //+u  = 165°  48' 

und  hiermit  ist  dann  die  Rechnung  die  folgende: 

CO*  (tr'  + «)  9.9914  ff  sin  (<?  + «)  0.2272„ 
ff  0.9325  lang  ö 9.9029 
»in  (G  + a)  9.2947,  h »in  (^+a)  0.6639 
CO*(^//  + «')9.9865„  cos  6 9.8927 

A 1.2742  i 0.8725, 

»in  9 . 3897  A coa  (//+ a)  1 . 2607, 

sin  9.7955 

/ = + 6".  51  ff  CO»  (G+a)  + 8".  39 

ff  sin  (G  + a)  lang  6 = — 1 .35  A cos  (ff+a)  sin  6 — 11.38 
A ain  (Ä'+ot)  »ec  ö = + 6 .90  ■ co*  6 — 5 .90 

+ 1 1".  06  - 8".  89 

in  Zeit  4-0  .74 

Man  erhält  also  für  den  scheinbaren  Ort  Apr.  10  O'' 

u = 18*  31'  50".  29  ö = + 38°  38'  36".  07 

indem  die  eigne  Bewegung  in  Declination  noch  + 0".07 
macht. 

Da  die  Stemzeit  im  mittleren  Mittage  fiir  Apr.  10  1849 
gleich  1*  4'  ist,  so  verfliefsen  vom  Mittage  bis  zur  Culmi- 
nation  von  « Lyrae  noch  17*.  3 Stemzeit,  also  entspricht  die 

14* 
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bei  Apr.  10  in  der  vorigen  Nummer  stehende  Kectascension 
und  Declination  der  mittleren  Zeit  17*.  3.  Interpolirt  man 
den  Ort  für  Mittag  so  erhält  man  genau  das  eben  gefundene 
Resultat. 


Anm.  lieber  die  tiererbuung  der  scheinbaren  Üerter  vergleiche 
die  Vorrede  lu  Beuel's  Tabulae  Regiomontanae  pag  24  und  pag  29 
et  aeq. 
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YIERTER  ABSCHNITT. 


Bestimmung  der  von  dem  Standpuncte  des  Beobachters 
auf  der  Oberfläche  der  Erde  abhängigen  Coordinaten 
und  Winkel  an  der  scheinbaren  Himmelskugel. 

Die  von  dem  Standpuncte  des  Beobachters  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  abhängigen  Coordinaten  sind  die  des  ersten 
und  zweiten  Systems.  Die  Coordinaten  des  ersten  Systems, 
dessen  Grundebene  der  Horizont  ist,  werden  immer  durch 
Beobachtungen  an  einem  Höhen-  und  Azimutalinstrumente  ge- 
funden und  zwar  die  Coordinate  der  Höhe  unmittelbar,  da 
man  den  dem  Zenith  entsprechenden  Punct  des  Höhenkreises 
leicht  bestinomen  kann.  Ist  nämlich  der  Azimutalkreis  mit- 
telst einer  Wasserwage  genau  horizontal,  also  die  lothrechte 
Säule  des  Instruments  genau  vertical  gestellt,  so  beobachte 
man  zuerst  das  Gestirn,  dessen  Zenithdistanz  man  kennen 
will,  in  einer  Lage  des  Kreises  und  nachher  noch  einmal, 
nachdem  man  das  Instrument  um  die  verticale  Säule  um  ISO” 
gedreht  hat.  Bezeichnen  dann  4 und  c,'  diese  beiden,  zu  den 

Zeiten  t und  f'  gemachten  Ablesimgen  und  ^ die  Aenderung 

der  Zenithdistanz  in  der  Einheit  der  Zeit,  so  ist,  wenn  man 
annimmt,  daPs  in  der  ersten  Lage  des  Kreises,  die  Theilung 
im  Sinne  der  Zenithdistanzen  fortging. 

i «-O  + 1 (''-0 
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die  Zenithdistanz  zur  Zeit  t',  dagegen 

(4+^)  + k ^ o'-o 

derjenige  Punct  des  Kreises,  welcher  dein  Zenithe  cntspriclit 
oder  der  Zenithpunct  des  Kreises.  Um  den  Difl'ercntialeocflH- 

cieiiten  — nach  I Nr.  16  berechnen  zu  können,  ist  es  aber 
dt 

nothwendig,  dafs  man  die  Stemzeit  der  Beobachtung  kennt; 
ist  dies  nicht  der  Fall,  so  mufs  inan  als  Object  einen  irdi- 
schen Gegenstand  wählen  und  diesen  in  beiden  Lagen  des 
Kreises  beobachten.  Dann  ist  der  Zenithpunct  des 

Kreises.  Beobachtet  man  die  Höhen  mit  einem  Spiegclin- 
strumente,  so  kann  man  auch  da  leicht  den  Punct  bestimmen, 
von  welchem  aus  man  die  Ablesungen  zu  zählen  hat,  um 
wahre  Höhen  zu  erhalten,  wie  dies  noch  ausführlich  bei  die- 
sem Instrumente  Vorkommen  wird. 

Dagegen  erhält  man  mit  einem  Höhen-  und  Azimutal- 
instrumente  unmittelbar  nur  Azimutaluntcrschicdc  und  cs 
bleibt  also  hier  noch  die  Aufgabe,  irgend  ein  absolutes 
Azimut  oder  die  Richtung  des  Meridians  zu  finden. 

In  dem  zweiten  Coordinatensystcnie  hängt  der  Stunden- 
winkcl  vom  Standpunctc  des  Beobachters  auf  der  Erdober- 
fläche ab  und  aufserdem  noch  der  Winkel,  welchen  die  Grund- 
ebenen  des  ersten  und  zweiten  Systems  mit  einander  bilden 
d.  h.  die  Höhe  des  Aequators  oder  das  Complcmcnt  der  Pol- 
höhe zu  90®.  Diese  Gröfsen  werden  nun  immer  durch 
Beobachtung  der  Coordinaten  des  ersten  Systems  hergcicilet. 
Die  Gleichungen,  welche  die  Transformation  der  Coordinaten 
des  ersten  Systems  in  die  des  zweiten  ausdrücken,  sind  aber 
(1  Nr.  6); 

sin  A = sin  <p  sin  6 4-  cos  tp  cos  d cos  ( 
cos  A sin  .-1  = OOS  q)  sin  ( 

cos  A cos  A = — cos  cp  sin  ö + sin  cos  S cos  f 
Diese  Gleichungen  werden  also  dazu  dienen,  aus  den 
Beobachtungen  von  Höhe  und  Azimut  eines  Sterns,  «leasen 
Dcelination  6 gegeben  ist,  die  Polhöhe  und  «len  Stundenwin- 
kcl,  mithin  auch,  wenn  die  Rcctasccnsitm  bekannt  ist,  die 
Sternzeit  zu  finden  und  zwar  zeigt  die  erste  der  Gleichungen, 
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dafs  man  aus  einer  einzigen  Hühenbeobachtuiig  entweder  die 
Zeit  bestimmen  kann,  wenn  die  Polhühe  gegeben  ist,  oder 
aber  ilie  Folhöhe,  wenn  die  Zeit  gegeben  ist.  Verbindet  man 
zwei  Höhenbeobachtungen  zweier  bekannter  Sterne,  so  hat 
mau  zwei  Gleichungen,  ans  denen  man  die  Polhölie  und  die 
Zeit  zugleich  bestiiiimon  kann. 

Die  beiden  letzten  der  angeführten  (ileichnngen  erge- 
ben ferner: 

cotang  .4  sin  I = — cos  <p  tang  6 + sin  6 cus  l 

Hat  man  also  ein  Azimut  eines  Sterns  beobachtet,  so 
kann  man  daraus  ebenfalls  bei  bekannter  Zeit  die  Polhöhe, 
oder  bei  bekannter  Polhöhe  die  Zeit  bestimmen. 

Denkt  man  sich  nun  an  einem  Orte  eine  Zeitbestimmung 
angestcllt,  so  ist  dadurch  die  Rectasccnsion  des  euiminiren- 
den  Punctes  des  Acquators  f\ir  diesen  Ort  in  dem  bestimm- 
ten Augenblicke  gegeben.  Ist  nun  in  demselben  Augenblicke 
an  einem  andern  Orte  der  Erde  ebenfalls  eine  Zeitbestim- 
mung gemacht,  so  kennt  man  dadurch  auch  die  liectascen- 
sion  des  an  diesem  Orte  culminirenden  Punctes  des  Aequa- 
tors.  Der  Unterschied  beider  Rectascensionen  oder  beider 
Zeiten  ist  aber  der  Winkel,  welchen  die  Meridiane  beider 
Orte  am  Pole  mit  einander  bilden  oder  der  Unterschied  der 
geographischen  Längen  beider  Orte.  Jede  Längenbestim- 
mung kommt  also  auf  eine  Zeitbestimmung  an  zwei  Orten 
hinaus  und  man  hat  nur  noch  die  Methoden  kennen  zu  ler- 
nen, durch  welche  man  bewirkt,  dafs  die  Zcitbc.stimniungen 
an  beiden  Orten  gleichzeitig  gemacht  werden  oder  durch  die 
man,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  den  Unterschied  der  Zei- 
ten kennen  lernt,  zu  denen  die  Beobachtungen  an  beiden 
Orten  angestellt  sind. 

Zu  allen  diesen  Bestimmungen  miifs  man  nun  immer  die 
scheinbaren  Rectascensionen  und  Declinationcn  der  beobach- 
teten Gestirne  kennen,  die  im  Augenblicke  der  Ueobachtung 
wirklich  Statt  hatten,  also  so  wie  sic  durch  Refr.aetion,  Par- 
allaxe, Aberration,  Präcessiou  und  Notation  verändert  schei- 
nen. Man  bringt  indessen  der  einfacheren  Rechnung  wegen 
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die  Refraction  und'  Parallaxe  immer  unmittelbar  au  die 
Beobachtungen  der  Höhen  oder  Zenithdistanzen  an,  sodals 
inan  dieselben  so  erhält,  wie  man  dieselben  gefunden  hätte, 
wenn  das  beobachtete  Gestirn  unendlich  weit  entfernt  gewe- 
sen wäre  und  die  Lichtstrahlen  von  demselben  durch  einen 
leeren  Raum  zum  Beobachter  gelangt  wären.  Zur  Berech- 
nung dieser  so  reducirten  Beobachtungen  hat  man  dann  die 
durch  Aberration,  Präcession  und  Nutation  veränderten  Stem- 
örter,  die  man  nach  III  Nr.  13  nnd  14  findet,  anzuwenden. 


1.  Bestimmung  der  Richtung  des  Meridians  oder  eines 
absoluten  Azimuts. 

1.  Die  einfachste  Methode  zur  Bestimmung  der  Zeit, 
wann  ein  Gestirn  im  Meridiane  steht,  ist  die,  dafs  man 
beobachtet,  wann  dasselbe  am  höchsten  steht,  indem  die  Zeit 
der  gröfsten  Höhe  zugleich  die  Zeit  der  Culmination  ist. 
Man  verfolgt  dazu  z.  B.  die  Sonne  mit  einem  Höheninstru- 
mente und  nimmt  an,  dafs  die  Sonne  im  Meridiane  steht, 
sobald  die  Höhenänderung  derselben  aufhört.  Diese  Me- 
thode ist  indessen  unsicher,  weil  die  Höhe  im  Meridiane  ein 
Maximum  erreicht,  also  die  Aenderung  derselben  vor  und 
nach  der  Culmination  sehr  klein  ist,  wie  man  dies  sogleich 
aus  der  Formel  für  die  Höhenänderung 

dh  cos  q>  cos  A . 

-—  = — sm  t = — cos  m sin  .1 

dt  cos  h 

ersieht. 

Eine  zweite  Methode  ist  die  folgende.  Man  hat  gesehen, 
dafs  diejenigen  Sterne,  deren  Declination  90— qi  ist,  für 
einen  Ort,  dessen  Polhöhe  9 ist,  nie  untergehen,  sondern  einen 
vollen  Kreis  am  Himmel  beschreiben,  wie  z.  B.  unter  nörd- 
lichen Polhöhen  der  Polarstem.  Hängt  man  nun  ein  I^oth 
auf  und  ändert  dies  so  lange,  bis  der  Polarstern  hinter  dom- 
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selben  eine  Zeit  lang  fortgeht,  sodafs  er  weder  nach  Westen 
noch  nach  Osten  ausweicht,  so  hat  man  denselben  in  seiner 
gröfsten  Digression  beobachtet  und  da  man  das  Azimut  die- 
ser Digression  aus  der  Polhöhe  und  der  Declination  finden 
kann,  so  erhält  man  daraus  die  Richtung  des  Meridians. 
Kennt  man  aber  die  Declination  und  die  Polhöhe  nicht,  so 
mufs  man  auch  auf  der  andern  Seite  des  Meridians  nach  12 
Stunden  den  Verticalkreis  suchen,  welcher  den  Parallel  des 
Sterns  berührt.  Dann  liegt  der  Meridian  in  der  Mitte  der 
beiden  beobachteten  Richtungen  des  Loths.  Will  man  die 
Beobachtung  genau  machen,  so  mufs  man  zu  derselben  ein 
Azimutalinstrument  anwenden,  dessen  Fernrohr  im  Brenn- 
puncte  einen  verticalen  Faden  trägt.  Dann  kann  man  die 
Zeit,  wann  die  Bewegung  des  Polarsterns  diesem  Faden  pa- 
rallel ist,  genau  bestimmen  und  zugleich  das  Azimut  des 
Verticalkreises,  in  welchem  dies  Statt  findet,  an  dem  Horizon- 
talkreise des  Instruments  ablesen.  Bestimmt  man  dasselbe 
auch  auf  der  anderen  Seite  des  Meridians,  so  wird  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  Ablesungen  an  dem  Kreise  dem 
Azimute  180"  entsprechen  und  wenn  man  dann  also  das  In- 
strument auf  dieses  Azimut  einstcllt , so  wird  der  vcrticale 
Faden  des  Instruments  sich  in  der  Ebene  des  Meridians 
befinden. 

Diese  Methode  nennt  man  die  der  Beobachtung  der 
gröfsten  Digressionen.  Man  gebraucht  bei  der  Anwendung 
derselben  am  vortheilhaftesten  den  Polarstem,  weil  derselbe 
am  längsten  in  der  gröfsten  Digression  verweilt. 

Um  die  Zeit  zu  finden,  wann  die  Sterne  sich  in  der 
gröfsten  Digression,  also  in  dem  Puncte  ihres  Parallele  be- 
finden, wo  derselbe  vom  Verticalkreise  tangirt  wird,  braucht 
man  nur  zu  überlegen,  dafs  der  parallactische  Winkel  fiir  die- 
sen Fall  ein  rechter  sein  mufs.  Setzt  man  also  in  der 
( ileiehung: 

cos  h cos  p — cos  ö sin  tp  — sin  6 cos  tp  cos  I 
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cos  />=(),  so  erhält  man: 

CO.,  r = 

lang  o 

oder: 


lang 


sin  (6  — q>) 
sin  (fi  + cp) 


Eine  dritte  Methode,  den  Meridian  zu  finden,  ist  die  der 
Beohaehtuiig  correspondirender  Höhen.  Du  nämlich  zu  glei- 
chen Stundenwinkeln  auf  beiden  Seiten  des  Meridians  auch 
gleiche  Höhen  gehören,  so  folgt,  dafs  wenn  inan  zu  zwei 
verschiedenen  Zeiten  ein  Oestim  in  derselben  Höhe  beob- 
achtet hat,  dadurch  zwei  Verticalkreise  gegeben  sind,  welche 
auf  verschiedenen  Seiten  des  Meridians  gleich  weit  von  dem- 
selben entfernt  sind.  Man  wendet  dazu  ein  Höhen-  und 
Azimutalinstruinent  an,  dessen  Fernrohr  im  Brennpuncte  ein 
Kreuz  von  zwei  auf  einander  senkrechten  Fäden  trägt,  von 
denen  der  eine  horizontal  ist.  Beobachtet  man  dann  die 
Berührung  des  einen  Sonnenrandes  mit  dem  horizontalen 
Faden  sowie  das  Azimut,  in  welchem  dies  statt  findet  und 
wartet  dann  bis  nach  der  Culmination  derselbe  Sonnenrand 
den  Faden  des  Fernrohrs,  welches  man  inzwischen  in  der 
Höhe  nicht  ändern  darf,  wieder  berührt  und  liest  auch  jetzt 
das  Azimut  ab,  so  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  beiden 
Ablesungen  derjenige  Punct  des  Kreiees,  welcher  dem  Null- 
pnncte  der  Azimute  entspricht,  und  der  verticalc  Faden  des 
Fernrohrs  wird  sich  in  der  Ebene  des  Meridians  befinden, 
wenn  man  das  Instrument  auf  dieses  Azimut  cinstclit.  Braucht 
man  zu  diesen  Beobachtungen  die  Sonne,  welche  ihre  l)ec- 
lination  in  der  Zwischenzeit  zwischen  beiden  Beobachtungen 
ändert,  so  bedarf  die  so  gefundene  Richtung  des  Meridians 
noch  einer  kleinen  Correction.  Man  erhält  nämlich  auf  diese 
Weise  eigentlich  nicht  den  Meridian , sondern  die  Richtung 
desjenigen  Stundenkreises,  in  welchem  die  Sonne  die  gröfste 
Höhe  erreicht  hat.  Da  man  aber  nach  I.  Nr.  15  die  Zeit 
der  gröfsten  Höhe  eines  Gestirns  berechnen  kann,  so  erhält 
man  daraus  auch  die  Correction  des  so  beobachteten  Azimnts. 
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Eine  vierte,  sehr  genaue  Methode,  deren  man  sieh  ge- 
wöhnlich auch  bedient , um  astronomische  Instrumente  in  die 
Ebene  des  Meridians  zu  bringen,  ist  die  schon  in  Nr.  1 des 
dritten  Abschnitts  erwähnte.  Unter  allen  Verticallcreiscn  hal- 
birt  nämlich  nur  der  Meridian  die  Parallelkreise  der  Sterne. 
Hat  man  also  eine  gute  Uhr,  so  stelle  man  ein  Instrument 
auf,  dessen  Fernrohr  sich  in  einer  verticalen  Ebene  bewegen 
läfst  und  beobachte  den  Durchgang  des  Polarsterns  durch 
den  senkrechten  Faden  des  Fernrohrs  dieses  Instruments. 
Darauf  beobachte  man  die  Zeiten,  wann  der  Polarstem  nach 
einem  halben  und  nach  einem  ganzen  Umlaufe  wieder  an 
den  Faden  tritt.  Liegt  dann  die  zweite  Beobachtung  genau 
in  der  Mitte  zwischen  der  ersten  und  dritten,  so  ist  derVer- 
ticalkreis  in  der  Ebene  des  Meridians.  Ist  dies  nicht  der 
Fall , so  weifs  man,  dal's  der  Vcrticalkreis  des  Instruments 
nach  derjenigen  Seite  des  Meridians  abweicht,  auf  welcher 
der  Stern  die  kürzere  Zeit  gewesen  ist  und  kann  danach  die 
Uichtung  des  Vcrticalkreises  verbessern.  Kennt  man  übrigens 
die  Zeit  und  die  Polhöhe,  so  giebt  die  Beobachtung  jedes 
Sterns  au  einem  Azimutalinstrumentc  auch  denjenigen  Punct 
der  Theilung  des  Kreises  an,  welcher  dem  Meridiane  ent- 
spricht, durch  die  Vergleichung  der  Ablesung  am  Kreise  mit 
dem  aus  den  Gleichungen: 

cos  h sin  A = CO»  cp  sin  t 

cos  h cos  A = — cos  <p  sin  6 + sin  <p  cos  6 cos  t 

berechneten  Azimute.  Am  vortheilhaAestcn  ist  cs  auch  hier 
wieder,  den  Polarstern  zur  Zeit  seiner  gröl'sfen  Digression 
zu  beobachten,  weil  dann  ein  Fehler  in  der  beobachteten 
Zeit  nur  einen  sehr  geringen  EinHufs  auf  das  Azimut  hat, 
wie  man  sogleich  aus  der  Differcntialibnnel: 

j . coaö 

(t  A = cos  pal 

cos  A 

ersieht. 


2.  Kennt  man  die  Polhöhc  des  Beobachtungsortes  und 
die  Zeit,  so  kann  man  aus  einer  beobachteten  Distanz  eine.s 
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Gestirns  von  einem  irdischen  Gegenstände,  das  Azimut  A des 
letzteren  bestimmen,  wenn  man  zugleich  die  Höhe  ß dessel- 
ben Uber  dem  Horizonte  beobachtet  hat. 

Aus  dem  bekannten  Stundenwinkel  des  Gestirns  zur  Zeit 
der  beobachteten  Distanz,  erhält  man  nämlich  nach  Nr.  6 des 
ersten  Abschnitts  die  Höhe  A und  das  Azimut  a des  Ge- 
stirns und  hat  dann  in  dem  Dreiecke,  welches  vom  irdischen 
Objecte,  dem  Gestirne  und  dem  Zenith  gebildet  wird,  die 
Gleichung : 

coa  A = «in  A sin  ff  + cos  A cos  ff  cos  (a  — J) 
wann  A die  beobachtete  Distanz  bezeichnet.  *) 

Man  findet  dann  also  a—A  durch  die  Gleichung: 


cos  (n  — .■l) 


cos  A — sin  A sin  H 
cos  A co.s  ff 


M) 


mithin,  da  a bekannt  ist,  auch  das  .\zimut  A des  Objects. 

Die  Gleichung  (A)  kann  man  noch  für  die  logarithm  ische 
Rechnung  bequemer  einrichten.  Man  erhält  nämlich: 


I + cos  (a  — A) 


cos  (Af+A)  + cosA 
cos  A cos  ff 


und: 


mithin : 


1 — cos  (a—A)  = 


cos  (ff—k)  — cosA 
cos  A cos  ff 


taug 


sin  J(A— £T+A)  sinJ(A  + £T— A) 
cos^  (A+AT+A)  cos  t(Ä+A— A) 


oder,  wenn  man 


.s'  = H^+AT+A) 


Ung  J {«-  ■>)’ 


sin  (S—ff)  sin  (•'>  — A) 
cos  .S  cos  (.S— A) 


(ii) 


*)  An  das  berechnete  A hat  man  zuerst  noch  die  Refraction  und, 
wenn  die  Sonne  heobachtet  ist,  auch  die  Höhenparallaxe  anzubrlngen, 
und  ebenso  für  ff  die  gemessene  mit  der  Hefraction  behaftete  Hohe  zu 
nehmen,  um  dann  auch  die  gemessene  Entfernung  A in  der  Formel  an- 
wenden zu  können. 
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Liegt  das  irdische  Object  im  Horizonte « ist  also  H ^ 0 
so  erhält  man  einfach: 

ts"?  i (o~^)  ’ = tang  J (A  + A)  ung  \ (A— A) 


Differenzirt  man  die  Gleichung  für  cos  A,  indem  man 
a —A  und  A als  veränderlich  ansieht,  so  erhält  man : 


d(a—A) 

und  nach  I.  Nr.  7 : 


sin  A 

cog  A cos  H tin  (a  — Ä) 


dA 


cos  d COB  P . 

da  = — ^ dt 

cog  A 

Daraus  sieht  msn  also,  dafs  man  um  den  EinfluTs  eines 
Beobachtungsfehlers  in  der  Zeit  und  der  gemessenen  Distanz 
auf  A nicht  zu  sehr  zu  vergröfsem,  das  Gestirn  nahe  am 
Horizonte  beobachten  mufs,  wo  cos  h gleich  eins  ist. 


Mit  gröfserer  Schärfe  erhält  man  aber  das  Azimut  eines 
irdischen  Gegegenstandes,  wenn  man  den  Azimutalunterschied 
zwischen  demselben  und  einem  Gestirne  mifst  und  das  Azimut 
des  Gestirns  wie  vorher  aus  der  Zeit,  der  Polhöhe  und  der 
Declination  nach  den  in  Nr.  1 angefiihrten  Formeln  be- 
rechnet. 


Hat  man  zwei  Distanzen  eines  Gestirns  von  einem  irdi- 
schen Objecte  beobachtet,  so  kann  man  daraus  den  Stunden- 
winkel und  die  Declination,  also  auch  Höhe  und  Azimut  des- 
selben berechnen. 


Nennt  man  nämlich  1)  und  T Declination  und  Stunden- 
winkel des  Objects,  6 und  ( dasselbe  fiir  den  Stern,  so  hat 
man  in  dem  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  Pole,  dem 
Gestirne  und  dem  irdischen  Objecte: 

cog  A = gin  ö gio  /)  + cog  6 cos  Ti  cos  {l~T) 

Ist  dann  X die  Zwischenzeit  zwischen  beiden  Beobacht- 
ungen, die  für  die  Sonne  in  wahrer  Zeit  ausgedrückt  sein 
mufs,  so  erhält  man  für  die  zweite  Distanz  A'  die  Gleichung: 

cog  A^  = gio  d gin  + cos  & cog  D cos  (l  — T + A) 
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Aus  beiden  Gleichungen  kann  man,  wie  in  Nr.  13  dieses 
Abschnitts  gezeigt  werden  wird,  7?  und  t— T"  finden.  Berech- 
net man  dann  ftir  die  Zeit  der  ersten  Beobachtung  den  Stun- 
denwinkel t des  Gestirns,  so  erhält  man  auch  7'  und  kann  dann 
ans  T und  D nach  den  Formeln  in  I.  Nr.  6 A und  H finden. 


II.  Bestimmung  der  Zeit  oder  der  Polhöhe  aus  der 
Beohachtnng  einer  einzelnen  Höhe. 

3.  Hat  man  die  Höhe  eines  bekannten  Sterns  beobachtet 
und  kennt  aufserdem  die  Polhühe  des  Beobachtungsortes,  so 
erhält  man  den  Stundenwinkel  aus  der  Gleichung: 

sin  A — »incp  sind 
cos / = . 

cos  (p  cos  o 

Um  diese  Formel  für  logarithmiache  Rechnung  bequemer 
einzmrichten,  TcrfUhrt  man  wie  bei  der  ähnlichen  Gleichung 
in  Nr.  2 und  erhält  dann,  wenn  man  statt  der  Höhe  die 
Zenithdistanz  einfiihrt: 

, _ sin  I (z-9  + d)  sin  j (t  + <p-d) 
cos  J (s  + q>  + d)  cos  J(q)  + d — *) 

oder  auch: 

.sng 

COS  S.  cos  (iS— 2) 
wo  J (z  + 9 + Ä) 

Da  diese  Gleichung  das  Zeichen  von  ( unbestimmt  läfst, 
so  mufs  man  wissen,  auf  welcher  Seite  des  Meridians  die 
Beobachtung  angcstellt  ist  und  dann  t positiv  oder  negativ 
nelynen,  je  nachdem  die  Höhe  auf  der  West-  oder  Ostseite 
beobachtet  wurde. 

Ist  dann  a die  Rectascension  des  beobachteten  Gestirns, 
so  erhält  man  die  Sternzeit  der  Beobachtung  aus  der  Gleichung: 

& - t + a 
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hat  man  dagegen  die  Sonne  beobachtet,  so  ist  der  berechnete 
Stundenwinkel  die  wahre  Sonnenzeit. 

Beispiel.  Dr.  Westphal  hat  1822  Oct.  29  zu  Abiitidsch 
in  Aegypten  die  Höhe  des  unteren  Sonnenrandes 
h = 33®  42'  18".  7 

beobachtet,  als  die  Uhr  zeigte  20'*  16'  20". 

Diese  Höhe  hat  man  nun  zuerst  wegen  der  Ketiraction 
und  P.arallaxe  zu  corrigiren;  da  aber  die  meteorologiscben 
Instrumente  nicht  beobachtet  sind,  so  kann  man  nur  die  mitt- 
lere Kefraction,  gleich  1'  26".  4 aus  den  Tafeln  nehmen. 
Zieht  man  diese  von  der  beobachteten  Höhe  ab  und  legt 
dazu  den  Halbmesser  der  Sonne  16'  8".  7 und  die  Höhen- 
parallaxe 6".  9,  so  erhält  man  für  die  reducirte  Höhe  des 
Mittelpuncts  der  Sonne: 

h = 33*  57'  7".  9 

Die  Polhöhe  von  Abutidsch  ist  nun  27"  5'  0",  die  De- 
clination  der  Sonne  war: 

- 13®  88'  ll".  1 

also  ist ; 

S = J(i  + <p  + 6)  = + 34®  44'  50".5 
S-tp  = + 7®39'50"  5,  .')-6  = + 48®23'  l".6,  S-J  = -21®  18'  l".6 
und  damit  ist  die  Kechnung  die  folgende: 

*in(.S’-(p)  9.1250385  cos  .f  9.9146991 
ain(S-S)  9.8736752  cos  (S-t)  9.9692707 
8.9987137 
9.8839698 

tang  ^ f*  9. 1 147439  lang  J t 9 . 55737 1 9 
I t = - 19“  50'  37".  98 
7 = - 39  41  15  . 96 
= - 2*  38'  45"  06 

Es  war  also  die  wahre  Sonnenzeit  zur  Zeit  der  Beobach- 
tung gleich  21®  21'  14".  9 und  da  die  Zeitgleichung  — 16' 8".  7 
war,  so  hatte  man  21*  5'  6".  2 mittlere  Zeit.  Die  Uhr  ging 
daher  48'  46".  2 gegen  mittlere  Zeit  nach  oder  man  mufste 
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4-  48'  46".  2 zu  der  Angabe  der  Uhr  addiren,  um  mittlere 
Zeit  zu  erhalten. 

Da  die  DecHnation  der  Sonne  und  die  Zeitgleichung 
veränderlich  sind,  so  mufs  man  eigentlich  schon  die  Zeit 
kennen,  um  bei  der  Berechnung  von  t diejenige  Declination 
und  nacher  auch  diejenige  Zeitgleichung  anwenden  zu  kön- 
nen, welche  wirklich  für  den  Augenblick  der  Beobachtung 
galt.  Man  mufs  daher  zuerst  einen  genäherten  Werth  für 
die  Declination  der  Sonne  nehmen  und,  nachdem  man  damit 
eine  genäherte  Zeitbestimmung  erhalten  hat,  die  Declination 
der  Sonne  noch  einmal  schärfer  aus  den  Ephemeriden  inter- 
poliren  und  damit  die  Rechnung  wiederholen. 

Die  Zahl,  welche  man  zur  Angabe  der  Uhr  hinzufiigen 
mufs,  um  die  wirkliche  Zeit  zu  erhalten,  heifst  der  Stand 
der  Uhr.  Gang  der  Uhr  nennt  man  dagegen  den  Unter- 
schied zweier  zu  verschiedenen  Zeiten  beobachteten  Uhrständc 
und  man  nimmt  das  Zeichen  desselben  immer  so  an,  dafs 
ein  positiver  Gang  zu  langsames,  ein  negativer  zu  schnelles 
Gehen  der  Uhr  anzeigt.  Sind  beide  Beobachtungen  um 
24*— t Stunden  aus  einander  und  ist  Au  der  Gang  der  Uhr 
während  dieser  Zeit,  so  erhält  man  den  Gang  der  Uhr  in 
24  Stunden  nach  der  Formel: 

24  A«  _ A«i 
24  -t  ~ T 
~24 

Differenzirt  man  die  ursprüngliche  Gleichung: 
sin  h = sin  <p  sin  6 + cos  qi  cos  6 cos  t 
so  erhält  man  nach  I.  Nr.  7 : 

dh  = — cos  Adtp  — cos  S nin  pdt 

oder  da: 

cos  6 sin/}  = cos  q>  sin  A 

ist: 

= — : — — dA  = dui 

cos  q>  sin  A cos  ip  Ung  A 
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Die  Coeßicienten  von  dh  und  dtp  werden  nun  desto  klei- 
ner, je  mehr  A sich  dem  Werthe  ± 90”  nähert.  Für  diesen 
Fall  wird  die  Tangente  unendlich,  also  hat  ein  Fehler  in  der 
Polhöhe,  sobald  die  Höhe  im  ersten  Verficale  genommen  ist, 
gar  keinen  Einflufs  auf  die  Bestimmung  der  Zeit.  Da  ferner 
in  diesem  Falle  sin  A ein  Maximum,  also  der  Cocfificient  von 
dh  ein  Minimum  ist,  so  hat  dann  auch  ein  Fehler,  welcher 
in  der  Messung  der  Höhe  begangen  ist,  den  möglichst  klein- 
sten Einflufs  auf  die  Bestimmung  der  Zeit.  Um  daher  die 
die  Zeit  durch  Höhenbeobachtungen  zu  bestimmen,  wird  es 
immer  zweckmäfsig  sein,  dieselben  im  ersten  Vcrticalc  oder 
doch  so  nahe  als  möglich  dabei  zu  nehmen. 

Da  der  Cocfficient  voii  dh  aiicli  gleich  — — ist, 

r.os  o sin  p 

so  sicht  man,  dafs  man  bei  der  Zeitbestimmung  durch  Höhen 
die  Beobachtungen  von  Sternen  mit  grofscr  Dcclinatiou  ver- 
meiden inufs  und  dafs  cs  am  vorfhcilliancstcn  ist,  Acqu.^tor- 
stemc  zu  beobachten. 


Berechnet  man  die  luimcrischen  W'ertlic  der  Differcntial- 
quotienten  iur  das  vorige  Beispiel,  so  erhält  man  zuerst  nach 
der  Formel: 


und  dann: 


sin  A 


cos  S sin  t 
cos  h 


A = 


48“  26'.4 


dt  = + 1.6010  (tA  + 0.9958  d(p 
oder,  wenn  inan  dt  gleicli  in  Zeitsccunden  haben  will: 
dt  = + 0.1001  dh  + 0.06Ü4  dtp 

Hat  man  also  in  der  Höhe  um  eine  Bogcnsecunde  ge- 
fehlt, so  begeht  man  in  der  Zelt  einen  Fehler  von  0".10,  da- 
gegen beträgt  der  Einfliifs  des  Fehlers  von  einer  Bogcnsc- 
cunde  in  der  Polhöhe  nur  ü".07. 

Die  Differcntialglciehimg  zeigt  noch,  dafs  je  gröfser  die 
Polhöhe,  je  kleiner  also  cos  qi  ist,  desto  mifslicher  die  Zeit- 
bestimmung durch  Höhenbeobachtungen  wird.  Unter  dem 
Pole,  wo  cos  <p  0 ist,  wird  dieselbe  ganz  unbrauchbar. 

15 
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4.  Hat  inan  mehrere  Höhen  oder  Zenithdistanzen  nach 
einander  beobachtet,  bo  hat  man  nicht  nöthig,  den  Stand  der 
Uhr  aus  jeder  einzelnen  Zenithdistanz  zu  berechnen,  wenn 
man  sich  nicht  vielleicht  von  der  Uebereinsfimraung  der  ein- 
zelnen Beobachtungen  unter  einander  überzeugen  will,  son- 
dern man  kann  sich  hierzu  des  Mittels  aus  allen  beobachteten 
Zenithdistanzen  bedienen.  Da  aber  die  Zenithdistanzen  nicht 
proportional  den  Zeiten  wachsen,  so  mufs  man  entweder  an  das 
arithmetische  Mittel  derselben  eine  Corrcction  anbringen  um  den 
fiir  das  arithmetische  Mittel  der  Zeiten  geltenden  Stundcnwinkel 
aus  dieser  verbesserten  Zenithdistnnz  zu  erhalten  oder  mufs 
einfacher  an  den  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  Zenith- 
distanzen berechneten  Stundcnwinkel  eine  Corrcction  anbrin- 
gen, damit  derselbe  fiir  das  arithmetische  Mittel  der  Zei- 
ten gelte. 

Es  seien  t,  t' , t"  etc.  die  einzelnen  Bcobachtimgszeiten, 
deren  Anzahl  n ist,  ferner  bezeichne  T das  arithmetische 
Mittel  aus  allen,  so  hat  man,  wenn  man  Z die  zur  Zeit  T 
gehörige  Zenithdistanz  nennt  und: 

i-T  = 7,  t’-T  = 7,  <"-7’  = r"  ctc. 


setzt: 


ilZ 


;?  = . + - r + , — , 7 + ... 

^ , uz  , , d^Z  ,,  , 

Z " + t"  + *■  ’ + 


oder  da: 


ist: 


7 + 7 + 7'  + = 0 


^ |r»  + 7'  = +7"=  + ...j 

2 + s'  + c"  + . ..  d’Z  5 2 sin  ; 7* 

“ n ~ n 


wenn  man  durch  i 2 sin  J 7’  die  Summe  aller  einzelnen 
Gröfsen  2 sin  1 7’  bezeichnet.  Substituirt  man  nun  hier  für 
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z 

(len  in  I.  Nr.  16  gefundenen  Ausdruck,  so  erliält  man 
endlich: 


: + I + i”  + ...  cos  6 cos  (II  , 2 2 sin  i 7’ 

X = + ; — COS  A COS  p ^ 

n sm  X n 


Mit  diesem  verbesserten  arithmetischen  Mittel  der  Ze- 
nithdistanzen hätte  man  dann  den  Stundcnwinkel  zu  berech- 
nen und  dazu  die  Kectascension  zu  legen,  um  aus  der  Ver- 
gleichung der  so  gefundenen  Sternzeit  mit  dem  arithmetischen 
Mittel  aller  beobachteten  Uhrzelten  den  Stand  der  Uhr  zu 
erholten. 


Berechnet  man  aber  den  Stundcnwinkel  mit  dem  aritli- 
mctischcn  Mittel  aus  allen  Zenithdistanzen,  so  hat  man  an 
den  gefundenen  Stundenwinkel  die  Corrcction  anzubringen: 


+ 


'il' 

<IX 


cos  Ö cos  Cj) 
sin  X 


cos  A cos  p 


21  2 sin  ^ r’ 
n 


und  da  nun  nach  I.  Nr.  17. 

(IT  _ 1 sin  X 1 

tlX  15  ' cos  6 cos  9 ’ sin  T 


ist,  wenn  man  die  Corrcction  in  Zeit  ausgedriiekt  erhalten 
will,  so  wird  dieselbe  einfach: 

cos  j)  cos  .-15  2 siu  i 7*  , , 


wo  dann: 


und: 


sin  p 


sin  T 
sin  X 


cos  9 


sin  .'( 


sin  T 
sin  X 


cos  (\ 


Für  die  Gröfsen  2 sin  7’,  die  man  sehr  hiiuhg  braucht, 
hat  mau  Tafeln  berechnet,  aus  welchen  man  dieselben  mit 
dem  Argumente  7 hndet.  Solche  Tafeln  stehen  z.  B.  in 
Wamstorffs  Hülfstafeln,  wo  sie  von  7 = 0'  bis  7 = 41'  be- 
rechnet sind. 

15* 
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Zählt  man  die  Stiindentrinkel  nicht  auf  die  gewöhnliche 
Weise,  sondern  zu  beiden  Seiten  des  Meridians  von  0 bis 
180®,  so  hat  man  die  Correction  immer  an  den  absoluten  Werth 
von  T anzubringen  und  das  Zeichen  derselben  hängt  dann 
allein  von  dem  Zeichen  des  Products  cos  j>  cos  A ab,  welches 
positiv  oder  negativ  sein  wird,  je  nachdem  cos  .4  und  cos  p 
gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  haben.  Nun  ist  cos  A 
positiv,  solange  die  Zenithdistanz  kleiner  ist  als  die  Zenith- 
distanz im  ersten  Vertical,  solange  also  (1.  Nr.  17): 

. sin  5 

cos  I > 

sin  cp 


negativ  dagegen,  solange: 


cos : < 


sin  6 
sin  cp 


Für  Ä ^ cp  ist  dagegen  cos  A immer  negativ. 

Der  parallactische  Winkel  wird  ferner  gleich  90®,  wenn: 


der  Cosinus  desselben  ist  daher  positiv,  wenn: 


cos  s < 


sin  cp 


und  negativ,  wenn: 


cos  * > 


Sucht  man  daher  den  Bruch: 


sin  fi  ^ I. 

— , wenn  cp  > o 
sinep 


und: 


hin  cp  ^ h 

— I. , wenn  m <;  0 
sin  0 


so  haben  die  beiden  Cosinus  gleiche  Zeichen  oder  das  Pro- 
* duct  derselben  ist  positiv,  wenn: 

cos  z > als  dieser  Bruch  ist 


Digitized  by  Google 


229 


dagegen  haben  sie  verschiedene  Zeichen  oder  ihr  Product 
ist  negativ,  wenn: 

CO*  z < als  dieser  Uruch  ist. 

Für  Sterne  mit  südlicher  Dcclination  ist  cos  A und  cos  p 
immer  positiv,  also  hat  .auch  die  Correction  immer  dieses 
Zeichen.*) 

Dr.  Wcstplial  hatte  am  29.  October  nicht  blos  eine 
Zenithdistanz  der  Sonne  genommen,  .sondern  deren  acht, 
nämlich : 


Wttlu'C  ZenithdisUn/  des 


Uhrzeit. 

Mitlelpuncts  der  © 

r 

2 sin  ’f  r' 

20'*  16' 

20" 

56®  2' 

52".  1 

3' 

32" 

24".  51 

17 

21 

fS  52 

51  . 5 

2 

31 

12  .43 

18 

21 

42 

51  . 0 

1 

31 

4 . 52 

19 

21 

32 

50  . 5 

0 

31 

0 . 52 

20 

21 

22 

50  . 0 

0 

29 

0 . 46 

21 

23 

12 

49  . 4 

1 

31 

4 . 52 

22 

23 

2 

48  . 9 

2 

31 

12  . 43 

23 

25 

54  52 

48  . 4 

3 

33 

24  . 74 

20'*  19' 

52" 

55®  27' 

50".  2 

10". 52 

Rechnet  man  nun  mit  dem  arithmetischen  Mittel  der 
Zenithdistanzen : 

55®  27'  50".  2 

und  der  Dcclination  der  Sonne: 

- 13®  38'  U".7 

den  Stundenwinkel,  so  erhält  man: 

2'*  35'  13".  18 

Hieran  hat  man  nun  die  Correction  anzubringen.  Es 
ist  aber: 

sin  p = 0.83079  sin  .d  = 9.86881 
mithin  die  Correction,  da  die  Declination  südlich  ist: 

+ 8". 32  im  Bogen  oder  + 0".55  in  Zeit. 


•)  Wamstorff’g  Hülfstafeln  pag.  112. 
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Mit  dem  verbesserten  Stundenwinkel 
- 2*  85'  13".  7 3 


erhält  man  dann  die  mittlere  Zeit: 

21'»  8'  3 7".G 


also  den  Stand  der  Uhr  gleich: 

+ 48'  45".Ü 


5.  Hat  man  die  Höhe  eines  Sterns  beobachtet  und  ist 
die  Zeit  bekannt,  so  kann  man  daraus  die  Polhohc  des  Beob- 
achtungsortes berechnen.  Man  hat  nämlich  wieder  die 
Gleichung: 

sin  h = .sin  ifi  sin  6 + oos  tp  cos  S cos  l 
Setzt  man  nun: 

.«in  A = .1/  sin  A' 

(.4) 

cos  6 cos  t = M OOS  N 

SO  erhält  man: 


also: 


«in  h ~ .1/  cos  C<f>  — AO 


cos  (fp  — N) 


sin  h 

TT 


»in  A' 
»in  8 


sin  h 


(ß) 


Hier  findet  nun  ein  zweideutiger  Fall  statt,  indem  man 
für  N den  zu  eos(«p  — JV)  gehörigen  positiven  oder  nega- 
tiven Werth  nehmen  kann.  Alan  kann  inde-ssen  hierüber 
immer  leielit  durch  eine  gcoinetri.sche  Betraelitung  entschei- 
den. Fällt  man  nämlich  Fig.  ö vom  Orte  «'s  des  Sterns  ein 
Perjiendikel  SQ  auf  den  Meridian,  so  sicht  man  leicht,  dafs 
A = yO  — Py.  aliso  gleich  dem  Ahstande  von  Q vom  Aequa- 
tor  (oder  ZQ  = (j>  — \),  wähi-end  M der  ('osinus  des  Per- 
pendikels ist.  Solange  tvlso  SQ  südlich  vom  Zenith  den 
Meridian  trifü,  hat  man  q>— X zu  nehmen,  dagegen  X— q>, 
wenn  der  Fulspunet  des  Perpendikels  nördlich  vom  Zenith 
liegt.  Ist  i ^ !l(),  so  füllt  das  Perpendikel  nördlich  vom  Pol, 
also  wird  der  Abstand  des  Fufspunctes  desselben  vom  Aequa- 
tor  ^ yO“  und  der  Abstand  vom  Zenith  gleich  A'— q>.  Man 
hat  also  auch  daun  für  den  durch  den  Cosinus  gegebenen 
Winkel  den  Werth  A'— qi  zu  nehmen. 
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Ist  die  Höhe  im  Meridiane  selbst  beobachtet,  so  erhält 
man  <p  einfach  aus  der  Gleichung: 

tp  = 5 ± I 

je  nachdem  der  Stern  südlich  oder  nördlich  vom  Zenith  cid- 
ininirt.  Ist  dagegen  der  Stern  in  der  unteren  Culmination 
beobachtet,  so  ist: 

cp  = 180  — 6 — ; 

Dr.  Westphal  hat  am  li)ten  October  1822  zu  Benisuef 
in  Aegj’ptcn  um  23*  1'  1()"  mittlere  Zeit  die  Höhe  des  Mit- 
fclpuncts  der  Sonne  gleicli  4Ü'*  17'  22". 8 beobaehtet.  Die 
Dcclination  der  Sonne  war  — 10*'  12'  16".  1,  die  Zcitgleichung: 

= - 15'  0".0 
also  der  Stundenwinkcl  der  Sonne: 

23*  IG'  10".O  = _ 10”  57'  30".0 
Damit  erhält  man: 

lang  ö = 9.2552942« 
cos  t = 9.9920078 

N = — 10”  23'  23".  67 
sin  N = 9.2561063« 
sin  S = 9.2483695« 

0.0077368 
.sin /i  9.8796788 
cp-A'  = 39"  29'  54".51 
also  cp  = 29  6 30  .84 

Um  den  Einflufs  zu  schützen,  welchen  Felder  in  der 
Bestimmung  von  A und  t auf  die  Polhöhc  haben,  differenzire 
man  wieder  die  Gleichung  für  sin  A,  wodurch  man  nach 
I Nr.  7 erhält: 

(/  cp  = — .IOC  .1  ält  — cos  cp  tang  A.flt 

Hier  werden  nun  die  Coeffieienten  am  kleinsten,  wenn  A 
= 0 oder  = 18ü"  ist.  Dann  erreicht  nämlich  die  Secante  von  A 
ihr  Maximum  ± 1.  Die  Fehler  in  der  Höhe  werden  also 
dann  nicht  weiter  vergröfsert  auf  die  Polhöhe  einwirken,  und 
da  dann  die  Tangente  von  sl  gleich  Null  wird,  so  werden 
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Fehler  in  der  Zeit  gar  keinen  Einflufs  auf  die  Bestimmung 
der  Polhöhc  liuben.  Um  daher  die  Polhöhe  durch  Ilöhen- 
heohachtungen  möglichst  sicher  zu  finden,  wird  es  immer  er- 
forderlich sein,  dieselben  im  Meridian  oder  demselben  so 
nahe  als  möglich  zu  nehmen. 

Da  liir  das  angcfiihrtc  Beispiel  A c=  — lÖ®  40M  ist,  so 
erhält  man: 


(/€(>  = - 1 . Ö44  d/t  + 0.26XG  dt 

oder,  wenn  man  dt  in  Zcitsecunden  ausdrückt: 

dtp  = - 1 . 044  t/A  + 3.924  di 

Sind  mehrere  Höhen  beobachtet,  so  erhält  man  nach 
Nr.  2 die  zu  dem  Mittel  der  Zeiten  gehörige  Höhe  durch 
die  Formel: 


ff  = 


Ä + A'+ 


cos  6 cos  <p 
cos  // 


cos  A cos  p 


6 2 sin  j-  r’ 


6.  Hat  man  die  Beobachtung  der  Höhe  sehr  nalic  am 
Meridiane  angcstellt,  wie  es  zur  Bestimmung  der  Polhöhc 
zweckmäfsig  ist,  so  gelangt  man  auf  einem  andern  Wege  be- 
quemer zum  Ziele  als  durch  die  Auflösung  des  Dreiecks. 
Da  nämlich  die  Höhen  der  Sterne  im  Meridiane  ein  Maxi- 
mum erreichen,  so  ändern  sich  dieselben  in  der  Nähe  des- 
selben nur  langsam,  und  man  wird  daher  zu  einer  in  der 
Nähe  des  Meridians  beobachteten  Höhe  nur  eine  kleine  Cor- 
rcction  hinzuzuliigen  haben,  um  daraus  die  Meridianhöhe  zu 
erhalten.  Aus  dieser  findet  man  aber  unmittelbar  die  Polhöhc 
durch  die  Gleichung: 

90  — A = 6 — <p 

Diese  Methode,  die  Polhöhe  zu  bestimmen,  nennt  mau 
die  der  Circunimeridianhöhen. 

Es  ist: 


cos  s = cos  (9  — 6)  — 2 cos  9 cos  Ä sin  \ t’ 
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also,  MTcnn  man  die  Zenithdistanz  im  Meridian  mit  Z be- 
zeichnet : 

cos  c — cos  2 = — 2 cos  9 cos  Ä sin  J 

oder: 


tin  

4> 


= — cos  9 cos  Ä sin  ^ t* 


Setzt  man  hier: 


Z-z 


sin  J-Aj 


Ai, 


so  wird 


Z — J A I , also  •• 


cos  9 cos  ö 
sin  {^Z—  J As) 


sin  i /■ 


iA) 


Ist  t,  mithin  auoli  Ac  sehr  klein,  so  kann  man  sich  er- 
lauben, für  diese  GIcieluin"  zu  schreiben: 


A*.  = 


cos  9 cos  ö . . . 
-T-  . ^ 2 sin  J 

siii  (9  — 0) 


(«) 


WO  die  rechte  Seite  mit  20G265  multiplicirt  oder  2 sin  t t’  in 
Secunden  ausgcdrUckt  werden  mufs,  wenn  man  Az  in  Secun- 
den  haben  will.  Daraus  erhält  man  dann: 


9 = i + ö 


cos  9 cos  6 
sin  (9—Ö) 


Die  Rechnung  ist  somit  sehr  einfach,  besonders  wenn 
man  sich  der  Tafeln  fiir  2 sin  J <*  bedienen  kann;  da  aber 
die  Polhöhe  auch  in  dem  CoefHcienten  von  2 sin  \ t’  vor- 
kommt, so  mufs  man  einen  genäherten  Werth  von  9 kennen. 
Sterne,  die  in  der  Nähe  des  Zeniths  eulminiren,  mufs  man 
bei  diesen  Beolmchtimgen  vermeiden,  weil  fiir  solche  Sterne 
die  Correction  wegen  des  kleinen  Divisors  9—6  sehr  ver- 
gröfsert  wird. 

Westphnl  hat  zu  Cairo  am  3ten  üctober  1622  um  (V'  2'  2".  7 
mitüere  Zeit  die  Höhe  des  Mittelpuncts  der  Sonne  beobachtet 
gleich  55«58'25".8. 

Die  Declination  der  Sonne  war  — 3'’  48'  51".  2,  die  Zeit- 
gleichung — 10'  48".  6,  also  der  Stundenwinkel  der  Sonne: 

+ 12'  5l".3 
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Damit  erhält  man: 

2 sin  J = 324".  38 

und  wenn  man: 

9 = 30”  4'  niinnit,  A:  = - 8'  22". 5 

mithin: 

9 = 30"  4'  20".  3 

Ist  A;  so  grofs,  dafs  in.an  den  Sinus  nielit  mit  dem  Bo- 
gen vertauschen  darf,  so  liann  man  dassell)o  ans  der  Glei- 
chung (.1)  mit  der  (ienauigkeit  liereelinen,  die  man  nur  ver- 
langt, indem  man  zuerst  den  AVertli  von  A;  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleielnmg  gleich  Null,  al.so  9— iS  für  Z — J A;  nimmt 
und  damit  einen  Werth  von  A;  Ijcreelmet.  AVenn  man  dann 
diesen  eben  gefundenen  A\'ortli  von  Ac  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  .suhstitiiirt,  so  wird  man  einen  neuen  AV'erth 
von  Az  erh.alten  iiml  .auf  diese  AVeise  forlfahren,  bis  man 
zwei  Mal  nach  einander  den.selhen  AVVrth  liir  Az  findet. 

Auf  der  rechten  Seite  kommt  nun  auch  die  gesuchte  Gröfae  9 
vor.  AVenn  man  diese  noch  nicht  bciliiuh’g  kennt,  so  inufs 
man  hicfiir  zticrst  ebenfalls  einen  Niiherungswerth,  etwa  z+S, 
nehmen  und  kann  dann  bei  den  folgenden  Näherungen  im- 
mer genauere  AA'^crthc  von  9 nilinlich  i+ö  — Ar  anwenden. 
Ist  die  Höhe  nicht  allzu  weit  vom  Meridiane  genommen 
und  9 auf  einige  Minuten  bekannt,  so  wird  man  immer  nur 
nüthig  haben,  die  Gleichung  zwei  oder  drei  Mal  zu  berechnen. 

Man  kann  auch  noch  etwas  anders  verfahren,  indem  man 
die  Näherungsformel  nach  und  nach  verbessert.  Aus  der 
Gleichung  (a)  fiir  A r erhält  man , wenn  man  diese  Gröfsc 
mit  ic  bezeichnet: 

CO»  9 cos  ö .... 

J-  = 2 »in  A t’ 

»m  /: 

während  die  strenge  Formel  die  folgende  ist: 

sin  i X cos  9 CO»  S ....  ein  Z 

— -i—  . X = • 2 »m  1 t*  ' ^ r 

\x  sin  Z * 5in(Z+|a-) 

In  Nr.  10  der  Einleitung  war  aber  gezeigt,  dafs  bis 
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auf  die  dritte  Potenz  genau  gleich  V cos  a ist.  Wendet  man 
dies  hierauf  an  und  bezeichnet  den  Werth  von  .r,  welchen 
man  aus  der  ersten  Näherung  erhält,  mit  4>  sodafs: 


, cos  cp  cos  ö 

i,  = „ 2 9in 

sin  Z 


(C) 


SO  erhält  rann: 


3 sin  ^ 

r Vcos  J z = 4 ■ sin(^+|  r) 

oder,  wenn  man  die  Gleichung  nach  x aiiflüfst,  rechts  überall 
4 statt  X schreibt  und  den  neuen  Näherungswerth  mit  ^ be- 
zeichnet : 


sin  X 
sin  (Z+'i 


scc 


1 J 

2 “5 


Diese  zweite  Näherung  ist  in  den  meisten  Fällen  schon 
hinreichend  genau.  Liegt  die  Höhe  aber  so  weit  vom  Me- 
ridiane ab , dals  dies  nicht  der  Fall  ist , so  inufs  inan  einen 
dritten  Werth  4 * liir  x suchen,  indem  man  rechts  in  dem  Fac- 
tor von  4 jetzt  4'  statt  4 setzt,  sodafs: 


{"  - i 9in  Z 

^ sin(^+U') 


sec  j 4'  ■* 


iE) 


In  dem  Beispiele  in  Nr.  3 war: 

t = - 10”  57' 30". 0 I = 40*  42' 37". 2 


und: 


d = - 10“  12'  16".  1. 

Indem  man: 

rp  = 29"  6',  also  Z ~ 39"  18'  1«" 
nimmt,  erhält  man: 

log  2 .sin  I t'  3.57531 

cos  6 9 .99308 

cos  ip  9.94140 

cosec  Z 0.19829 

log  4 3.70808 

4 = 1"25'  6".0 
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Damit  erhält  man  für  den  zweiten  Näherungswerth: 

log  4 3 . 70808 

sec  5 4 ’ 0.00001 

sin  Z 9.80171 
cosec  (.?+  1 4)  0 19181 

log  4'  ;i.  70161 


Man  erhält  also  = 29'  6'  30"  6.  Berechnet  man  nun 
mit  diesem  Werthe  von  9 und  dem  entsprechenden  Werthe 
von  Z — 39®  18'  46". 7 noch  einmal  4.  so  findet  man: 

log  4 = 3.70797 

und  als  letzte  Näherung: 

log  4"  — 3 . 70 1Ö9 
4"  = 1“  23' 50".  25 

und: 

9 = 29  "G' 30".  85 

genau  so,  wie  es  in  N’r.  3 berechnet  war. 

Die  bequemste  Form  iiir  die  Reduetion  der  Zenithdistanz 
auf  den  Meridian,  welche  man  deshalb  auch  am  häufigsten 
anwendet,  erhält  man,  wenn  man  c aus  der  ursprünglichen 
Gleichung : 

ros  ; = sin  9 .sin  6 + cos  9 co.s  ö cos  { 

= cos  (9  — 6)  — 2 cos  9 cos  Ö sin  t t' 

nach  Fotenzeii  von  sin  J entwickelt.  Da  nämlich  diese 
Gleichung  die  Form: 

cos  I = co.s  7/  + /) 

hat,  so  findet  man  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 


s = 9 — 6 + 


2 co.s  (p  cos  6 
sin  (9 — 6) 


sin  J t' 


2 cos  9’  cosA“ 
sin  (q>— 6)* 


cotang(9— 6)  sin  i t* 


, cos9CO.sA  , 

oder,  wenn  man  -r—^ jr  mit  0 bezeichnet: 

sin  (9—0) 

9 = * + 6 — 5.  2 sin  i + 5*  cotang  (9—6)  . 2 sin  1 1*  (F) 
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Um  diesen  Ausdruck  leicht  berechnen  zu  können,  mufs 
man  aufscr  den  Tafeln  für  2 sin  | auch  noch  solche  haben, 
die  den  Werth  2 sin^t*  in  Bogensecunden  mit  dem  Argu- 
mente t geben.  Man  findet  diese  Tafel  ebenfalls  in  den 
Warnstorffschen  llülfstafeln  und  zwar  sind  dort  aufser  den 
Tafeln  für  2 sin  'i  und  2 sin  J t'  auch  noch  Tafeln  für  die 
Logarithmen  dieser  Gröfaen  gegeben. 

Für  die  Polhöhe  von  Cairo  war  vorher  gefunden: 

i/>  = 30“  4'  20". 5 

indem  bei  der  Rechnung  nach  Formel  (i?)  nur  das  erste 
Glied  der  ßeduction  nämlich: 


cos  cp  cos  6 
fiin  Z 


2 


sin  % t 


2 


angewandt  war.  Berechnet  man  jetzt  auch  das  zweite  Glied, 
so  ist; 


log  2 sin  P 9.4060 
logi*  0.3802 
ootang  (rp— Ä)  0.1730 
9.9592 
C'orrerliou  + 0".9 


mithin  die  Polhöhc: 

cp  = 30“  l'  21".  4 

Für  das  zweite  Beispiel,  wo  der  Stimdenwinkel  10“  57'  30" 
war,  würde  diese;  Methode  kein  genaues  Resultat  mehr  ge- 
ben, indem  in  diesem  Falle  auch  noch  die  höheren  Glieder 
zu  berücksichtigen  wären.  Diese  macluni  indessen  auch  bei 
einem  so  grofsen  ytiindenwinkel  nur  wenige  .Sccundcn  aus. 

Die  Formel  (/'^)  gilt,  wenn  der  Stern  auf  der  Südseite 
des  Zeniths  culininirt.  Ist  aber  die  Deelination  des  Sterns 
gröfser  als  die  Polliiilie,  sodufa  der  Stern  zwischen  Zenith 
und  Pol  culininirt,  so  ist  in  diesem  Falle  d— cp  statt  9— ö für 
die  Meridianzcnithdislanz  zu  nclimen,  und  man  erhält  dann: 


*P 


S-Z  + 


cos  cp  cos  (5 
sin  (6— cp  ) 


2 sin  D’  — 


cos  cp’  cosd’ 
sin  (d— cp)’ 


cot.-ing  (6-  q>)  . 2 sin  i f* 
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Ist  endlich  t > 90®,  so  hat  man,  wenn  man  t vom  nörd- 
lichen Theile  des  Meridians  an  rechnet: 

cos  2 = COS  (180  — qi  — fi)  + 2 cos  cp  cos  6 sin  \ 

und  erhält  daraus: 


„ coscpcos’6  . , , coscp’cosS’  . , 

ro  2=  1 80—3—2 7 2 sm  Ic’  + -r~ cotang  (q>+3)  2 sm  i-  r 

sm(cj  + o)  ■ sm  (q>  + o) 


Wenn  man  auf  diese  VV'eise  die  Polhöhe  eines  Ortes 
bestimmen  will,  so  wird  man  sich  in  der  Regel  nicht  damit 
begnügen,  nur  eine  Höhe  in  der  Nähe  des  Meridians  zu 
beobachten,  sondern  man  wird  deren  so  viel  es  eben  geht 
nehmen,  um  im  Mittel  aus  den  einzelnen  Beobachtungen  ein 
genaueres  Resultat  zu  erzielen.  ^lan  sucht  dann  für  jeden 
einzelnen  Werth  von  t die  Giöfsen  2 sin  ^ t”  und  2 sin  | t', 
nimmt  aus  allen  die  Mittel  und  imdtiplicirt  diese  mit  den 
constanten  Factoren.  Die  so  gefundene  C'orrection  legt  man 
dann  zu  dem  Mittel  der  beobachteten  Zenithdistanzen,  um  die 
Meridianzenithdistaiiz  zu  erhalten. 


I.  Niinnit  man  Circuimneridianhöhcm  der  Sonne,  so  ist 
hier  noch  der  Uinsfand  zu  berücksichtigen,  dafs  diese  ihre 
Declination  ändert,  dafs  also  die  Rechnung  fiir  jeden  Stun- 
dcnwinkcl  mit  einer  andcni  Declination  geflilirt  werden  mufs. 
Um  nun  in  diesem  Falle  die  Rechnung  bequemer  auszufiih- 
ren,  verfuhrt  man  auf  folgende  AVeise. 

Es  war: 


= 2 + 3 


cos  cp  cos  3 
sin  (cp— 3) 


Ist  nun  D die  Declination  der  Sonne,  welche  im  Mit- 
tage statt  findet,  so  kann  man  die  zu  jedem  Stimdenwinkel  t 
gehörige  Declination  ausdrücken  durch  D+jil,  wo  ß die 
stündliche  Acndcrting  der  Declination  bezeichnet  und  t in 
(Stunden  ausgedrückt  ist.  Daun  hat  man  also: 


cp  = 2 + Z)  + p t — 


COS  qi  cos  3 
sin  (cp  — 3) 


2 sin  ’j  t’ 


(o) 
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Setzt  man  nun: 


„ CO*  <p  cos  6 . , , cos  m cos  5 . , , , , 

^ K 2 sm  I j:  2 sm  ^ (t-¥y)' 

* 8in  (9*~d)  sm((p  — ö) 

80  hat  man  zur  Bestimmung  von  y die  Gleichung: 

cos  Gl  cos  6 r . . , ^ » . . «1 

2 -r—, t;  fsin  J (<+y)  - sin  4 <’J  = — /3< 

sm  (qi  — o) 


(ft) 


oder  da: 


also: 


sin  a’  — sin  A’ 
sin  i y = - p . 


= sin  (o  + i)  sin  (n—b) 
sin  (qj  — 6)  l 
cos  qi  cos  ö sin  0 + i ;/) 


_ sin  (qi-6;  2062G5 

^ ^ ' cos  qicos  6 " 3ß00  X 15 

WO  der  Zalilenfactorderrechten  Seite  daher  kommt,  dafssin  (t+J-  y) 
= t gesetzt  ist,  t aber, zur  Einheit  die  Stunde  hat,  während 
bei  sin  t der  Kadins  als  Einheit  ziiiu  Grunde  lag.  Nennt 
man  nun  die  ständige  Aenderung  der  Declination  der 

Sonne  in  Bogensccundcn  y,  so  wird  p = oder,  wenn  man  y 


in  Zcitsecunden  haben  will,  p = . Damit  erhält  man  dann: 

I 20 


;/ 


— ^ — [t!in;{  (n  — (aiiK  <'>1 
18B.5  ' J 


(0 


und  nach  den  Gleichungen  (<t)  und  (/>)  die  Polhöhc  aus  je- 
der einzelnen  Beobachtung  durch  die  Formel : 


. cos  qi  cos  (V  . , , , , 

tp  = z + D ~ , - — . 2 sai  (l+y) 

.•<111  ('|T  — o) 


(/J) 


Die  Gröl'se  y ist  nichts  anderes  als  der  Stundcnwinkcl 
der  grörsten  Höhe,  aber  negativ  genommen. 

In  I Nr.  1.5  war  nämlich  Incrl'är  der  Ausdruck  gefunden: 


t„ 


tih 

dt 


[tun«  q>  — l.iiig  iSJ 


2 06 2 «5 


U. 


WO  — die  Aenderung  der  Declination  in  einer  Zcitsccunde 
bedeutet  und  in  Zcitsecunden  ausgedrückt  ist.  Da  aber 
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die  Acnderung  der  Declination  in  einer  Zeitsecnnde 

gleich  ist,  so  erhält  man  liir  den  Stundcnwinkel 

der  grüfsten  Höhe,  in  Zeitsecundcn  ausgcdrUckt: 

/I  , 206205 

'*^  720 


188.5 


3600  X 15 
[tang  <j)  — lang  d] 


also  bis  auf  das  Zeichen  dieselbe  Formel  wie  fiir  y.  Die 
Gröfse  <+y  ist  daher  der  Stundenwinkcl  des  Sterns,  welcher 
nicht  von  der  Culmination  sondern  von  der  Zeit  der  grüfsten 
Höhe  an  gerechnet  ist. 

Wenn  man  daher  Circummeridianhühen  eines  Gestirns 
beobachtet  hat,  dessen  Declination  veränderlich  ist,  so  hat 
man  nicht  nöthig,  zur  Rcduction  auf  den  Meridian  die  einem 
jeden  Stundenwinkel  entsprechende  Declination  nnzuwenden, 
sondern  kium  für  alle  die  De«;linafioii  nehmen,  welche  bei 
der  Culmination  statt  iindet,  nuifs  aber  dann  die  Stnnden- 
winkel  nicht  von  der  Zeit  der  Cnlinination,  sondern  von  der 
Zeit  der  grüfsten  IIülic  ab  rechnen.  Dadurch  ist  dann  die 
Berechnung  ebenso  bccjnem  wie  im  ersteren  Falle,  wo  die 
Declination  des  bcoltachteten  Gestirns  als  imvcrändcrlich  an- 
genommen wurde. 

Für  die  in  Xr.  ü berechnete  Beobachtung  zu  Cairo  ist: 
log  ft  = 3.U5R„  und  ZI  = - 3®  48'  38". 6. 

Damit  erhält  man: 

y = + y".6,  al.io  t + ;/  = 13'  0".9 
und  hiermit  die  Reduction  auf  den  Meridian: 

= - 8'  35".  I,  also  ip  = 30"  4'  20".5 

genau  so  wie  es  vorher  berechnet  war.  Wegen  des  zweiten 
von  sin  i t*  abhängigen  Gliedes  der  Rcduction  hat  man  hierzu 
noch  4-0".  9 zu  addiren. 

Ist  nur  eine  einzelne  Höhe  beobachtet,  so  ist  cs  natür- 
lich bequemer,  die  Declination  der  Sonne  fiir  die  Zeit  der 
Beobachtung  zu  interpoliren;  sind  indessen  mehrere  Uöheu 
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genommen,  so  iMMlient  man  sich  mit  mehr  Vortheil  der  eben 
gegebenen  Methode. 

8.  Da  die  Polardistanz  des  Polarsterns  (<x  Ursac  mino- 
ris)  sehr  klein  ist,*)  so  wird  derselbe,  in  welchem  Stunden- 
winkcl  er  sich  auch  befinden  mag,  immer  nur  ein  kleines 
Azimut  haben,  also  fiir  die  Bestimmung  der  Polhöhc  in  jedem 
Augenblicke  mit  Vortheil  angewandt  werden  können.  Für 
diesen  Fall  wird  aber  die  eben  gegebene  Methode  zur  Be- 
rechnung der  Kcduction  auf  den  Meridian  nicht  mehr  brauch- 
bar sein,  weil  die  dort  gefundene  Keihe  nur  ftir  kleine  Werthe 
des  Stundenwinkcls  convergirte.  Man  mufs  daher  jetzt  einen 
andern  VV'eg  verfolgen  und  zwar  wird  es  wegen  der  Klein- 
heit der  Polardistanz  zwccknmfsig  sein,  die  an  die  beobach- 
tete Höhe  anzubringende  Correction  nach  Potenzen  dieser 
Gröfsc  zu  entwickeln.  Bezeichnet  man  nun  die  Polardistanz 
mit  p,  so  hat  man  die  Gleiehung: 

sin  A = sin  (p  cos  p + cos  cp  sin  p cos  t 

oder,  wenn  man  Dir  cos/7  und  sin  p die  bekannten  Reihen 
setzt  und  bei  den  dritten  Potenzen  stehen  bleibt: 


sin  A = sin  cp  + p cos  9 cos  / — I p*  sin  9 — | p’  cos  9 cos  t 
oder: 

sin  A = sin  9 + A (ci) 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

6 = ^ cos  9 cos  t — i p’  sin  9 — cos  9 cos  t (A) 

Aus  dieser  Gleichung  (a)  erhält  man  nach  Formel  (20) 
der  Einleitung: 

b 6*  * ft* 

A = 9 + — — + \ tang  9 5 + i [1  + 3 lang  9’J i 

^ cos  9 ^ ^ cos  9’  • ‘ ® ^ cos  9* 

b . sin9  , .3  (1  + 2 sin  9’) 

= ‘P  + c-^  + ^ ‘ ‘ \—^~ 


•)  Sie  beträgt  jetzt  etwa  1 i Grade. 


16 
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oder,  wenn  man  für  b seinen  Werth  aus  der  Gleichung  (6) 
substituirt  und  die  höheren  Potenzen  als  die  dritte  ver- 
nachläfsigt : 


A = 9 + |>  cos  t — \ p*  lang  9 — ' cos  t 

4 r m 991*  I 9 

+ 4 \p  COS  (i)  cos  t — p sin  <p  cos  <p  cos  / ~i 

CO89 

■ j 1 , 1 1 + 2 sin  9* 

+ ip  cos  9’  cos  f’  j ; — 

( C0S9* 


....  -,11  ( . C08/Vl+2sm9*) 

= 9+pcos(— Ip  tang9sinr— jp’cos«  !l+3tang9’ 

( cos  9 

oder  endlich: 


A = 9 +p  cos  « - Jp’ung  9sin  «’-i  »’cos  < sin  P j— — (c) 

( cos  9’  S 

Um  aus  dieser  Gleichung  9 zu  finden,  muls  man  eigent- 
lich schon  einen  genäherten  Werth  von  9 kennen.  Setzt  man 
nun  als  erste  Näherung: 

A = 9 + p cos  r 

so  hat  man  nach  dem  Taylorschen  Lehrsätze: 


. , , P cos  t 

tang  A = tang  9 + i + . . . 

cos  9 

und  erhält  dann,  wenn  man  den  Werth  von  tang  9 aus  die- 
ser Gleichung  in  (c)  substituirt: 

A = 9 + P cos  < — J p*  sin  tang  A + | p’  cos  t sin  /* 

Das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  hat  nur  geringen  £in- 
flufs  und  kann  daher  in  den  meisten  Fällen  vemachlälsigt 
werden.  Der  Factor  cos  t sin  t*  ist  nämlich  ein  Maximum 
für  denjenigen  Werth  von  t,  welcher  durch  die  Gleichung 
bestimmt  wird: 


oder  für: 


— sin  t’  + 2 co.s  t*  sin  t = 0 


tang  < = 1 2 

für  welchen  Werth  das  zweite  Differential  negativ  wird.  Ist 
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aber  lang  t = \ 2,  so  ist  ain  < = V | und  cos  t = \j  also 
wird  das  letzte  Glied  im  Maximum: 

i P W 

mithin  iiir: 

p = 100'  = eOOO"  gleich  0".65 

Wenn  es  daher  nicht  auf  die  äufserste  Genauigkeit  ankommt 
z.  B.  bei  Beobachtungen  zur  See,  so  wird  man  das  letzte 
Glied  immer  fortlassen  können  imd  hat  dann  ganz  einfach: 

9 = A — ^ cos  t + \ p*  lang  A sin  t’  (A) 

Um  nun  nach  dieser  Formel  die  Polhöhe  leichter  be- 
rechnen zu  können,  hat  man  Tafeln  construirt,  welche  man 
iro  Nautical  Almanac  und  in  den  Berliner  Jahrbüchern  fiir 
jedes  Jahr  findet.  In  diesen  Tafeln  hat  man  die  Einrichtung 
getroffen,  dafs  man  von  bestimmten  Werthen  der  Rectascen- 
sion  imd  Declination  des  Polarsterns,  die  und  sein  mö- 
gen, ausgeht,  während  die  wahren  Rectascensionen  und  Decli- 
nationen  ftir  die  Zeit  der  Beobachtung: 

a = Oj  + Att  und  p = Po  + Ap 

sind.  Substituirt  man  diese  Werthe,  so  wird  die  Formel  (A), 
da  t = ö — a ist: 

9 = A — cos  ’ tang  A sin 

— A/>  cos  lg  — p sin  t,  Aa 

wo  t,,  = H — i/fl  ist. 

In  den  angefiihrten  Jahrbüchern  findet  man  nun  drei 
Tafeln.  Die  erste  giebt  den  Werth  — p„  cos  t^,  mit  dem  Ar- 
gumente ©,  da  Po  und  hq  constant  sind  und  blos  0 veränder- 
lich ist.  Die  zweite  Tafel  giebt  das  Glied  \ p^'  Inng  A sin 
und  da  dies  von  h und  to  abhängt,  so  hat  diese  Tafel  das 
doppelte  Argument  A und  0.  Diese  beiden  ersten  Tafeln 
sind  nun  in  allen  Jahren  dieselben,  so  lange  die  Werthe 
und  Po  dieselben  bleiben.  Die  dritte  Tafel  giebt  endlich  das 
von  t.  Au  und  Ap  abhängige,  dritte  Glied 
— Ap  cos  t;,  — p ain  Aa 

und  hat  als  Argumente  die  Stemzeit  0 und  die  Tage  des  Jahres. 

16*  , 
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Alle  Gröfsen  in  den  Tafeln  2 und  3 sind  übrigens  po- 
sitiv angegeben,  indem  eine  Constante  hinzuaddirt  ist,  welche 
die  gröfsten  negativen  Worthe  positiv  macht.  In  den  Tafeln 
des  Berliner  Jahrbuchs  ist  diese  Constante  von  den  Gröfsen 
der  ersten  Tafel  wieder  abgezogen.  In  den  Tafeln  des  Nau- 
tical  Almanac  ist  dies  indessen  nicht  der  Fall,  sodafs  man 
die  Constante,  welche  eine  Minute  beträgt,  von  der  beobach- 
teten Höhe  abziehen  mufs,  wenn  man  sich  dieser  Tafeln 
bedient. 

Beispiel.  Den  12ten  October  1847  wurde  auf  der 
Sternwarte  des  Hm.  Dr.Hülamann  zuDüsseldorf  um  18*  22'48".8 
Stemzeit  die  Höhe  des  Polarsterns  beobachtet  und  daflir  nach 
Abzug  der  Refraction  gefunden  50"  55'  30".  8. 

Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  hat  man  für  diesen  Tag 
den  Ort  des  Polarsterns.' 

a = 1*  5'  St".  7 6 = 88*  29'  52".4 

Es  ist  also: 

p = 1*  so'  7".6  log  p = 3.733005  , log  p’  = 2.  151585 
t = 17*  17'  17".  1 = 259®  19'  16".5 

mithin  erhält  man: 

- p COB  1 = + 16'  42".  04 
+ J p*  lang  A sin  /*  = + 1 24  .30 

und  endlich: 

(p  = 51®  IS'  37".  14 

Will  man  auch  das  letzte  Glied  + s p’  sin  <*  cos  t mit- 
nehmen, so  hat  man,  da  log  p*  = 1.19901  ist: 

— -jp*  cos  < sin  t*  = + O".  22 

sodafs  dann: 

9 = 51®  13'  37". 36 

9.  Dr.  Petersen  hat  ebenfalls  sehr  bequeme  Tafeln  ge- 
geben, nach  denen  man  aus  gemessenen  Zenithdistanzen  des 
Polarsterns  mit  grofser  Leichtigkeit  und  vollkommener  Schärfe 
die  Polhühe  des  Bcobachtungsortes  berechnen  kann.  Diese 
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Tafeln  sind  in  VVarastorfifs  IlUlfstafeln  gegeben  und  beruhen 
auf  folgenden  Formeln. 

Fällt  man  vom  Orte  des  Polarsterns*)  auf  den  Meridian 
ein  Perpendikel  u Fig.  7 und  bezeichnet  das  Stück  des  Me- 
ridians zwischen  dem  Fiifspuncte  des  Perpendikels  und  dem 
Pole  mit  ar,  das  andre  Stück  dagegen  zwischen  dem  Fufs- 
punctc  und  dem  Zenith  mit  s—y,  wo  z die  Zenithdistanz 
ist,  sodafs: 

90  — (p  = i — y + x 

oder: 

<p  = 90  — s + y — X (<i) 

SO  hat  man,  wenn  man  die  Polardistanz  des  Polarsterns  mit  p, 
seinen  Stundenwinkcl  mit  t bezeichnet: 


tang  X = Ung  p cos  t 
und  cos  z = cos  (i— y)  cos  ii 


(O 


Die  Polardistanz  beträgt  nun  jetzt  etwa  1“  31/  und  ändert 
sich  jährlich  um  etwa  19".  Berechnet  man  also  die  Gröfsen  x 
und  y fiir  die  verschiedenen  Werthe  von  t mit  einem  bestimm- 
ten Polarabstande,  etwa  1®  Stf,  so  wird  man,  um  die  wahren 
Gröfsen  zu  erhalten,  nachher  nur  kleine  Correctionen  hinzu- 
zufiigen  haben,  welche  von  dem  Unterschiede  der  wahren 
Polardistanz  von  der  angenommenen  1®  30'  abhängen.  Be- 
zeichnet man  die.sen  bestimmten  Werth  1“  30'  der  Polardistanz 
mit  -n,  so  hat  man: 

tang  p 

tang  X = — - — tang  * cos  t 
tang  * 

oder,  wenn  man  setzt: 


tang  « cos  t = tang  u 
tang;» 


tang  X 


tang  st 


tang  M 


(^) 


Der  Quotient  — ^ 
tangsi 


ist  aber,  wie  man  leicht  findet,  wenn 


*)  Dessen  Stundenwinkcl  < ± 6*  angenommen  wird. 
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man  statt  der  Tangenten  die  bekannten  Reihen  setzt  und  die 
dritten  Potenzen  noch  beibehält: 

/>  , J> 

w ^ Ä 20B2t)5’ 

also  ist; 

tang  X = ^ lang  « + > . cos  / 


Du  nun  n-  eine  kleine  Gröfse,  nämlich  1®  St/  ist,  so  sind 
auch  u und  x kleine  Gröfsen  mul  es  wird  daher  immer  er- 
laubt sein,  statt  der  Tangenten  nur  die  ersten  Glieder  der 
Reihen  fiir  dieselben  zu  setzen,  indem  man  wieder  die  Glie- 
der der  tiinflcn  und  höheren  Ordnungen  vernachläfsigt.  Dann 
wird  aber: 

/'  . /)’— ä’  , p , , 

r = u + < p . 5 cos  t + ' - tang  ir’  cos  r 2062S5 

ir  ’ ' 206265*  ' -x  ® 

> 

’ 206265* 

oder,  wenn  man  statt  x auf  der  rechten  Seite  den  Näherungs- 
werth  /)  cos  t einfiihrt: 


P 

r = -•  tx  + 

?r 

7t 

Setzt  man  nun; 


31*  j 

-j  cos  t — p ’ m cos  t 


^ 206265^ 

I />’  — 7t*  . , 

r n . s C08  / sin  / 

' 206265* 


206265* 


7'  — n . , 

, cos  t sm  t = 

206265* 


r 


und : 


(ß) 


; - ' (C) 

so  wird: 

r = A a + y (D) 

Peterscn  hat  nun  zwei  Tafeln  bei-echnet,  von  denen  die 
eine  mit  dem  Argumente  t den  Werth  m giebt,  die  andre 
den  Werth  y mit  dem  doppelten  Argumente  p und  f,  sodafs 
man  die  Gröfse  .«  mit  Leichtigkeit  finden  kann. 
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Zur  lierechnung  der  Polhöhc  aus  der  Gleirhung  (a) 
mufs  man  nun  noch  die  Gröfse  y kennen.  Entwickelt  man 
aber  die  zweite  der  Gleichungen  (/<),  so  erhält  man: 


_ COB  z — COS  z CO.S  u cos  y 


sin  z cos  u 

cotang  z (l  — cos  u) 
cos  u 


+ 2 cotang  z sin  ^ y^ 


cotang  % . u’  ... 

= 77- : w,  + 2 coUng  z Bin  J y 

2(1—  sin  u^i 


Da  aber  nach  Einleitung  Nr.  10  bis  auf  die  dritten  Po- 
tenzen genau: 

sin  u 


und  zugleich: 


so  wird: 


(1  —sin  o*)  j 


sm  u = sin  ;>  sm  f 


sin  p’  sin  t*  ... 

sin  y = cotang  z . — ^ : j-; — irr  + 2 cotang  z stn  i y 

" * 2 (l-smp*sint*)  J * ’ 


oder,  wenn  man  setzt 

i ■ 

und: 


fl  — sin  3t’  sin  <’J  \ 

2 cotang  z sin  j,  y'  = fi 


rnr  = •'"‘ß 


00 


(n 


endlich : 


1 — Bin  3t  sm  t 


sin  w = cotang  z . A*  ! ^ =— : — iJ  * sin  i3  + ii 

” ® ( 1 -sinp’sint’!  ^ 

Da  die  von  Petersen  berechneten  Tafeln  nur  liir  Polar- 
distanzen  zwischen  1"  20'  und  1"  iO  gelten,  so  ist  die  Gröfse: 


1 — Bin  3t  sin  i 


I l — sin  /)’  sin  /’ 


gleich  eins  gesetzt,  weil  man  dadurch  im  Maximum  nur  ei- 
nen Fehler  in  1/  begeht,  der  kleiner  als  (V'.Ol  ist,  und  man 
erhält  dann  einfach: 

y = .1’  cotang  z + ft  {'0 
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Potersen  giebf  nun  wieder  zwei  Tafeln,  von  denen  die 
eine  mit  dem  Argumente  t die  Werthe  von  fi,  die  andre  mit 
dom  doi>peltcn  Argumente  y und  der  Höhe  des  Polarsterns 
oder  auch  der  Polhöhe  die  sehr  kleine  Gröfse  fi  gieht. 

Hat  man  so  x und  y naeh  den  Formeln  (Z>)  und  (G) 
berechnet,  so  erhält  man  die  Polhöhc  aus  der  Gleichung  (a) 
oder  aus: 

tp  = 90  — i:  + .-l’  j3  cotang  x + /i  — A a — y 

Ist  der  Polarstern  der  unteren  Cidmination  näher  als 
der  oberen,  so  fällt  das  Perpentbkcl  nieht  mehr  zwischen 
Zenith  und  Pol,  sondern  trifft  den  Meridian  in  einer  kleineren 
Höhe  als  der  Pol  hat  und  es  ist  dann: 

90  — q)=rz—  y — X 

oder : 

9 = 90  — ; + ^t’;3  cotang  I + fi  + A a + y 

Man  nimmt  dann  in  letzterem  Falle  12*  — < statt  t als 
Argument  oder  zählt  die  Stundcnwinkel  von  der  untern  Cul- 
mination  ab. 

Berechnet  man  das  in  der  vorigen  Nummer  gegebene 
Beispiel  nach  dieser  Methode,  so  erhält  man,  da: 
t = 5*  17'  17".  1 

nach  der  unteren  Culmination  und: 

p = 1 “30' 7".  6 , 90-2  = 50“  55' 30".  8 

war: 

log  A = O.000G108 

IX  = 1000".  «() 

ß = 68. 2S 
y = 0.00 

und  damit: 

Aa  = lü'  42". 07 
/l’|3  cotang  2 = 1 24.33 

jii  = 0.02 

also: 

cp  = 51“  13'  37".  22 
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10.  GauPs  hat  ebenfalls  eine  Methode  gegeben,  um  die 
Polhöhe  aus  dem  Mittel  mehrerer  von  der  Culmination  ent- 
fernten Zenithdistanzen  eines  Sterns  zu  finden.  Dieselbe  ist 
besonders  fiir  den  Polarstern  bequem. 

Kennt  man  einen  genäherten  Werth  q>„  der  Polhöhe 
imd  ist  < die  Sternzeit,  zu  welcher  man  eine  Zenithdistanz  z 
gemessen  hat,  so  kann  man  aus  t und  90  eine  Zenithdistanz  4 
berechnen  nach  den  Formeln: 


lang  r = cos  t cotang  6 

aiaö.  , 

cos  4 = - — sin  (<p„  + x) 
sm  X 


und  erhält  dann: 


also: 


tl  q)  . 


f/qi 


4-^ 

rf  qi  = sin  6 cos  (qi„  + x) 
cos  X sin  4 


X ist  hier  wieder  der  Bogen  des  Meridians,  welcher  zwischen 

dein  Pole  und  dem  Fufspuncte  des  von  dem  Sterne  auf  den 

Meridian  gefällten  Perpendikels  enthalten  ist,  und  da  dieser 

Bogen  immer  zwischen  den  Grenzen  i 90 — ö liegt,  so  kann 

„ . , , sin  d , , cos  (9  + x)  , . , 

man  fiir  den  Polarstem  sowohl  als  auch  ^-5 — gleich 

cosx  sm  q 

eins  setzen,  sobald  nur  die  Pohöhe  bis  auf  einige  Secunden 
bekannt,  also  1/9  nur  eine  kleine  Gröfsc  ist. 

Hut  man  eine  zweite  Zenithdistanz  zur  Sternzeit  ö'  ge- 
messen, so  ist: 

tang  x'  ~ 008  { tang  6 

^ sin  6 . . j 

cos  q = — T sin  (9^  + 1 ) 

sm  X 


und : 


ct9 
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oder,  wenn  Z das  arithmetische  Mittel  der  beiden  gemessenen 
Zenithdistanzen  gleich  i(z  + /)  bedeutet: 


wo: 


oder  auch: 


^ - H^  + 4) 


dcpy 


H^+Ö-Z 

k(A  + B) 


(n) 


A = 
B = 


sind  C08(«pj+r) 
cos  X sin  ^ 
sin  Ä cos  (<JJ„  + x') 
cosx'  ’ sin  ^ 


(*) 


A = cotang  ^ . cotang  (q)^  +x) 
B = cotang  q'  . cotang  (<po  + ^0 


(f) 


oder  endlich,  wenn  man  aus  der  ursprünglichen  Gleichung: 


cos  4 = sin  9o  sin  ^ + cos  <p,  cos  5 cos  t 


sucht : 


1 i-  , . r,\  cos  9 sin  fi  sin  9 cos  d , , , . 

1 (A  + B)  = : „ ■ cos  1 (/  + 0 

sm  Z g\n  Z 

Für  den  Polarstem  erhält  man  einfach: 

d9=l«  + ^)-.Z  (s) 


Hätte  man  nun  mehrere  Zenithdistanzen  beobachtet,  so 
mUfste  man  eigentlich  ftir  jede  einzelne  Sterazeit  die  Zcnith- 
distanz  4 berechnen  und  erhielte  dann: 


d(p  = — 


!,[4+4'+4>' + 4n->]  - z 
I /«I9  ,äq>  \ 

+ j 


CO 


wo  Z wieder  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  gemessenen 
Zenithdistanzen  bezeichnet.  Statt  dessen  verfährt  man  aber 
auf  folgende  Webe: 
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Bezeichnet  man  mit  C>)  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 
Sternzeiten,  und  setzt: 

#— © = r,  #'— © = / etc. 


so  erhält  man,  wenn  4o  die  zu  der  Stemzeit  © gehörige  Ze- 
nithdistanz bedeutet: 


*3 


— d.  + 7 + i 

dio 


= 4 + 


rft 


/ + 


dt’ 


r’  + ... 
r’+  ..  . 


oder,  da: 


r + 7'  + /'+  ..  = 0 ist; 


— J j.  _ ™ 

“ ^ dt’ 


n 


- <f  + ^^-5?  — 

“ ^ dt’ 

Bezeichnet  nun  7'  einen  Winkel,  sodafs: 

. , 2 2 sin  1 r’ 

2 sin  i r’  = 


d’.^„  2 2 sin  j t’ 


so  sind  die  zu  der  Sternzeit  <-)— 7’  und  ö+7'  gehörigen  Ze- 
nithdistanzen  z und  z': 


, _ j _ , d*4o 

' - ^ di  * ^ dl*  ^ 


oder : 

= + *'  . , d*4o  . r»  ^ + 4'  + r + - 

-T-  = ^o  + ^ 2 sua  r = 

und  man  man  erhält  dann  nach  Formel  (/)  einfach: 

''"P  K-4'  + Ä') 

wenn  man  die  zu  z und  z'  gehörigen  Werthe  von  A und  fl 
mit  A'  und  if  bezeichnet. 
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Hat  man  also  mehrere  Zenithdistanzen  eines  Sternes  ge- 
messen, so  nimmt  man  das  Mittel  der  beobachteten  Uhrzeiten 
und  zieht  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  jede  einzelne  Uhr- 
zeit davon  ab.  Diese  Unterschiede  in  Stemzeit  verwandelt 
geben  die  Gröfsen  r,  für  welche  man  aus  den  Tafeln  die 
einzelnen  Gröfsen  2 sin  } r*  nimmt.  Dann  sucht  man  aus 
denselben  Tafeln  das  zum  arithmetischen  Mittel  aller  dieser 
Gröfsen  gehörige  Argument  7',  berechnet  die  Stundenwinkel: 

« - (a+r)  = t 
C-)  - (a-T)  = f 

und  dann  z und  z'  nach  den  Formeln: 


lang  X ~ cos  ( cotang  5 

sin  ö . ^ . 

cos  2 = sm  (m„  + 1) 

cos  X 

und : 

lang  x'  = cos  f cotang  ö 
' sin  Ö 

cos  c = sin  (q)„  + x) 

cos  X 


Hat  man  dann  den  Polarstem  beobachtet,  so  ist  un- 
mittelbar; 

</<p  = |(;  + s')  -Z 


WO  Z das  arithmetische  Mittel  aus  allen  gemessenen  Zenith- 
distanzen  ist.  Für  andre  Sterne  hat  man  aber  die  vollstän- 
dige Formel  für  dep  zu  berechnen,  nämlich: 


dtp 


\{z  + z')-Z 


WO  die  Gröfsen  A und  B durch  die  Formeln  (b),  (c)  oder 
(d)  gefunden  werden,  wenn  man  darin  4 = z und  ^ = z 
nimmt.  *) 


•)  WarnstorlTb  Hülfstafcln  pag.  137. 
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Beispiel.  Am  12.  October  1847  wurden  auf  der  Stern- 
warte des  Herrn  Dr.  Hülsmann  folgende  zehn  Zenithdistanzen 
des  Polarsterns  beobachtet: 


Stemzeit. 

Zenithdistanz. 

7 

2 sin  1 7 ’ 

17*  56'  2 1".  4 

39"13' 

42" 

. 1 

13' 

19". 

75 

348  . 75 

59  54  .5 

12 

17 

. 6 

9 

46  . 

66 

187  . 69 

18  329.7 

11 

6 

. 8 

6 

11  . 

45 

75  . 24 

6 2.9 

10 

3 

. 6 

3 

38  . 

25 

25  . 98 

8 35  . 0 

9 

0 

. 6 

1 

6 . 

15 

2 . 39 

11  5.1 

8 

2 

. 8 

1 

23  . 

95 

3 . 85 

13  32  . 0 

7 

7 

. 6 

3 

50  . 

86 

29  . 06 

16  34  .0 

6 

4 

. 8 

6 

52  . 

85 

92  . 96 

18  28  .1 

5 

15 

. 3 

8 

46  . 

95 

151 .43 

22  48  .8 

3 

42 

. 7 

13 

7 . 

65 

338  . 28 

= 18*  9'  41".  15 

39“  8'38".39 

125  . 56 

Refr. 

46 

.50 

T = 

; 7'  59".  83 

Z 

= 39”  9' 

24" 

. 89 

0-(a+r) 

=r  16*  56 

' 9 

".  6 

© 

-(a- 

-r)  = 

17*  12'  9".: 

= 254“2 

' 24' 

".0 

— 

258  2 19.1 

Nimmt  man  nun: 

<P„  = 51“ 

15' 

30". 

0 

erhält  man: 

I = 39“ 

12'  37".  61 

t 

z 

= 39“  6' 

34".  54 

I (j  + z')  = 39»  9'  36".  07 

\ (z  + z)-Z  = + U".  18 

mithin: 

<p  = 51»  IS'  4l"  2 


III.  Bestimmung  der  Zeit  und  der  Polhöhe  durch  die 
Combination  mehrerer  Höhen. 

11.  Nimmt  man  zwei  Höhen  von  Sternen,  so  hat  man 
zwei  Gleichungen: 

sin  h = sin  q>  sin  S 4-  cos  cp  cos  S cos  < 
sin  h'  = sin  <p  sin  5'  + cos  tp  cos  d'  cos  f 
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In  diesen  Gleichungen  ist  6 und  t'  aus  den  Stemver- 
zeichnissen  bekannt,  ferner  ist: 

f = « + (f-<)  = t + (e'-e)  - (a'-a) 

Da  nun  n—a  ebenfalls  aus  den  Stern  Verzeichnissen  entnom- 
men werden  kann  und  d' — 0 die  bekannte  Zwischenzeit  der 
Beobachtungen  ist,  so  enthalten  die  beiden  Gleichungen  die 
beiden  Unbekannten  0 und  <p,  die  man  durch  Auflösung  der- 
selben bestimmen  kann.  Durch  die  Beobachtung  zweier 
Stemhöhen  kann  man  also  immer  Zeit  und  Polhöhe  zugleich 
finden;  die  Verbindung  zweier  Höhenbeobachtungen  giebt 
aber  auch  in  besonderm  Fällen  sehr  bequeme  Methoden,  die 
Polhöhe  oder  die  Zeit  allein  zu  bestimmen. 

Nimmt  man  nämlicdi  an,  dafs  die  beiden  Höhen  im  Me- 
ridiane gemessen  sind  und  demselben  Sterne  angehören,  dafs 
man  also  den  Stern  bei  seiner  oberen  und  unteren  Culmina- 
tion  beobachtet  hat,  so  erhält  man,  wenn  man  statt  der  Höhen 
Zenithdistanzen  einfuhrt,  ftir  die  obere  Culmination: 

» = 6 — cp 

und  fiir  die  untere  Culmination: 

= 180  - Ä - 9 

Das  arithmetische  Mittel  aus  beiden  Zenithdistanzen 
wird  also: 

I (z+z')  = 90  — 9 
und  die  halbe  Differenz: 

= 90-6 

und  man  kann  daher  durch  die  Beobachtung  der  Circumpo- 
larsteme  bei  ihrer  oberen  und  unteren  Culmination  die  Pol- 
höhe und  dabei  zugleich  ihre  Declination  bestimmen. 

Ebenso  erhält  man  die  Polhöhe  durch  blofse  Unterschiede 
der  Zenithdistanzen  zweier  Sterne,  von  denen  der  eine  im 
südlichen,  der  andre  im  nördlichen  Quadranten  des  Meridians 
culminirt.  Ist  nämlich  6 die  Abweichung  des  gegen  Süden 
culminirenden  Sterns,  so  ist  seine  Meridianzenitkdistanz: 

z = (p  — 6 
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Ist  dagegen  6'  die  Declination  des  gegen  Norden  cul- 
minirenden  Sterns,  so  ist  dessen  Zenithdistanz: 

— q> 

oder: 

J = 180  -Ä'-9 

je  nachdem  er  in  seiner  oberen  oder  unteren  Culmination 
beobachtet  ist.  Man  erhält  daher: 

9 - HÄ+dO  + 

wenn  beide  Sterne  in  ihrer  oberen  Culmination  beobachtet 
sind  und: 

9 = 90  + + K*-*') 

wenn  der  nördliche  Stern  in  seiner  unteren  Culmination  be- 
obachtet ist. 

12.  Nimmt  man  an,  dafs  zwei  Höhen  eines  und  dessel- 
ben Sternes  beobachtet  sind  und  aufserdem,  dafs  beide  Höhen 
einander  gleich  sind,  so  bat  man: 

sin  i = sin  9 sin  d + cos  9 cos  5 cos  t 
sin  ä'  = sin  9 sin  d + cos  9 cos  fi  cos  i 

woraus  t = — i folgt.  Die  Höhen  sind  dann  also  auf  beiden 
Seiten  des  Meridians  in  gleichen  Stundenwinkeln  genommen. 
Ist  nun  u die  Uhrzeit  der  ersteren  Höhe,  vl  die  der  zweiten, 
so  wird  i (u -|-u)  die  Zeit  sein,  zu  welcher  der  Stern  im  Me- 
ridianewar,und  da  diese  gleich  der  bekannten  Rectascension  a 
des  Sterns  sein  mufs,  so  erhält  man  daraus  den  Stand  der 
Uhr  gleich: 

a - I (“'  + “)  *) 


*>  Beobachtet  man  auf  diese  Weise  verschiedene  Sterne,  indem 
man  bei  jedem  einzelnen  gleiche  Höhen  auf  der  Ost-  und  Westseite 
des  Meridians  ninunt,  so  erhält  man  den  Unterschied  der  Zeiten,  zu 
welchen  diese  Sterne  im  Meridiane  waren,  oder  ihren  Rectascensionsun- 
terschied.  Dazu  ist  es  aber  noch  nöthig,  den  Gang  der  Uhr  zu  kennen, 
den  man  erhält,  wenn  man  denselben  Stern  an  auf  einander  folgenden 
Tagen  beobachtet. 
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Diese  Methode  der  correspondirenden  Höhen  ist  die 
sicherste,  um  die  Zeit  durcli  Höhcnbcobochtungen  zu  be- 
stimmen und  da  man  weder  die  Polhöhe  des  Bcobachtungs- 
ortes  noch  die  Declination  des  Gestirns,  also  auch  nicht  den 
Meridianunterschied  von  dem  Orte,  für  welchen  die  Epheme- 
ride  gilt,  zu  kennen  braucht,  so  eignet  sich  dieselbe  beson- 
ders zur  Zeitbestimmung  an  solchen  Orten,  deren  geogra- 
phische Lage  ganz  unbekannt  ist.  Man  hat  aber  ebenso  we- 
nig nöthig,  die  Höhe  selbst  zu  kennen,  sodafs  man  also  durch 
diese  Methode  selbst  mit  schlechten  Instrumenten,  welche 
absolute  Höhen  mit  Genauigkeit  nicht  messen  lassen,  scharfe 
Resultate  erhalten  kann.  Das  einzige,  welches  diese  Mctliode 
erfordert,  ist  eine  gute  Uhr,  auf  deren  gleichförmigen  Gang 
in  der  Zwischenzeit  man  sich  verlassen  kann  und  dann  eben 
ein  Höheninstrument,  welches  nicht  einmal  eine  Theilung  oder 
wenigstens  keine  genaue  zu  haben  braucht. 

Hierbei  ist  nun  vorausgesetzt,  dafs  das  Gestirn  seine 
Declination  in  der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  nicht 
ändert.  Nimmt  man  nun  aber  Höhen  der  Sonne,  deren  Dec- 
lination sich  im  Laufe  mehrerer  Stunden  sehr  merklich  än- 
dert, so  wird  das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  Beob- 
achtungszeiten nicht  mehr  die  Zeit  geben,  zu  welcher  die 
Sonne  im  Meridiane  war,  sondern  wenn  ihre  Declination  zu- 
nimmt, (d.  h.  wenn  sic  sich  dem  Nordpole  nähert)  so  w-ird 
zu  derselben  Höhe  Naclunittags  ein  gröfscrer  Stundenwinkel 
gehören  als  Vormittags,  also  >Grd  das  Mittel  der  Zeiten  nach 
Mittag  fallen.  Umgekehrt  wird  das  Mittel  der  Zeiten  vor 
Mittag  fallen,  wenn  die  Sonne  sich  dem  Südpole  nähert  oder 
ihre  Declination  abnimmt.  Man  mufs  daher  in  diesem  Falle 
zu  dem  Mittel  der  Zeiten  noch  eine  Correction  hinzufiigen, 
welche  von  der  Aenderung  der  Declination  abhängt.  Diese 
Correction  heifst  die  Mittags  Verbesserung. 

Ist  S die  Declination  der  Sonne  im  Mittage  und  Aä  die 
Aenderung  der  Declination  vom  Mittage  bis  zu  der  Zeit, 
wo  jede  Höhe  genommen  wurde,  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen: 

sin  A = sintp  sin  (Ä— AÄ)  + cos  9 cos  (ö— Ad)  cos: 

sin  A = sin  <p  sin  (d-f  Ad)  4-  cos  9 cos  (d-f  Ad)  cos  / 
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Die  Uhrzeit  der  Beobachtung  ain  Vormittage  sei  wie- 
der u,  die  andre  u,  so  ist  \(u'  + u)  = U die  Zeit,  zu  welcher 
die  Sonne  iin  Meridiane  gewesen  wäre,  wenn  die  Declination 
derselben  sich  nicht  geändert  hätte.  Diese  Zeit  U nennt 
man  den  unverbesserten  Mittag. 

Bezeichnet  man  dann  die  halbe  Zwischenzeit  der  Beob- 
achtungen 5 (u  — m)  durch  r,  die  Mittiigs Verbesserung  durch  x, 
so  wird  der  Augenblick  des  wahren  Mittags  U-\-x  und: 

t = 5 (1/  — «)  + 3-  = r + X 
i u)  — X = r — X 

cs  wird  also  auch: 

sin  A = sin  q)  sin  (Ö  — Afi)  + cos  cp  cos  (S—AÖ)  cos  (r  + x) 

und: 

sin  h = sin  9 sin  (6  + AÄ)  + cos  9 cos  (Ä  + Aö)  cos  (r— x) 

Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke  von  sin  A einander 
gleich,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  x die  Gleichung: 

0=  sin9  cos  6 sin  AÄ—  cos  9 sin  S sin  Aö  cos  r cosx+cos  9 cos  AÄ  cos  fisiu  r sin  x 

Bei  der  Sonne  ist  nun  x immer  eine  so  kleine  Gröfsc, 
dafs  es  erlaubt  ist,  den  Cosinus  gleich  eins  zu  setzen  und 
den  Sinus  mit  dem  Bogen  zu  vertauschen.  Dadurch  wird, 
wenn  man  auch  Aö  statt  tang  A6  setzt: 

X = - AS 

\ sin  T tang  ry 

Bezeichnet  man  nun  mit  /i  die  Aenderung  der  Declina- 
tion der  Sonne  in  48  Stunden,  so  wird,  da  man  diese  Aende- 
rung hier  als  der  Zeit  proportional  betrachten  kann: 


*)  Da  man  die  Aenderung  der  Declination  für  den  Augenblick  des 
Mittags  braucht,  so  müfste  man  das  Mittel  der  Aenderung  vom  vorigen  und 
der  Aenderung  bis  zum  folgenden  Mittage  nehmen.  Statt  dessen  ist 
aber  in  den  Ephemeriden  immer  die  Grofse  aufgeführt. 

17 
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also; 


X 


7 

~ — tAng  cp  + 
Äin  7 


lang 


^^tangfi) 


oder,  wenn  man  x in  Zcilsecunden  finden  will: 


I = -i—  ( — tang  O)  + — — lang  S ) 

Zur  leichteren  Berechnung  dieses  Ausdrucks  hat  man 
nun  Tafeln,  die  zuerst  von  Gaufs  in  der  monatlichen  Cor- 
respondenz  Band  XXlll.  gegeben  sind  und  die  man  auch  in 
Wamstorffs  Hülfstafeln  findet.  Diese  Tafeln  geben  mit  dem 
Argumente  r oder  der  halben  Zwischenzeit  der  Beobachtun- 
gen die  Grüfsen: 


und: 


720  ’ *inr 


720  tang  r 

und  die  Formel  fiir  die  Mittagsvcrbessening  wird  dann  ganz 
einfach: 


X — — Af.1  tang  <p  + tang  6 (Ä) 

Differenzirt  man  die  beiden  Formeln  (a),  indem  man  S 
als  constant  ansicht,  sc  erhält  man: 

tlh  = — CO»  A dtp  — cos  9 sin  A dl 
dh'  = — cos  A' dep  — cos  9 sin  A' dt 

Hier  ist  in  beiden  Gleichungen  dt  als  gleich  angenom- 
men, weil  man  den  Fehler,  welchen  man  in  der  Zeitbestim- 
mung begangen  hat,  immer  auf  den  Fehler  in  der  Beobach- 
tung der  Höhe  übertragen  kann.  Da  nun  auch  das  Azimut 
in  beiden  Beobachtungen  gleich  grofs,  aber  entgegengesetzt 
im  Zeichen  ist,  sodafs  A=  — A',  so  hat  man: 

dh  = — cos  A'  dtp  + cos  9 sin  A' dt 
dh!  — cos  A'  dtp  — cos  9 sin  A'  dt 

also: 

\{.dh-dh') 
dt  — ^ 

eo8  cp  sin  A 
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Man  sieht  also  daraus,  dafs  man  zur  Restimmung  der 
Zeit  aus  correspondirenden  Höhen  Sterne  wählen  mufs,  deren 
Azimut  nahe  ± 9()®  ist. 

1822  October  8.  wurden  von  Westphal  zu  Cairo  die  folgen- 
den correspondirenden  Sonnenhöhen  genommen:*) 


Doppelte  Höhe  der  Q 

Uhrzeit. 

Uhrzeit 

(Unterer  Rand) 

Vormittags 

Nachmittags 

Mittel. 

73®  O' 

21*  7' 27" 

2*  33'  59" 

23*  50'  43".  0 

20' 

8 24 

33  3 

43  . 5 

40' 

9 23 

32  5 

44  . 0 

74  0 

10  18 

81  9 

43  . 5 

20 

11  16 

30  12 

44  . 0 

40 

12  11 

29  14 

42  . 5 

75  0 

13  11 

28  13 

42  .0 

20 

14  9 

27  15 

42  . 0 

40 

15  10 

26  15 

42  . 5 

76  0 

16  6 

25  20 

43  . 0 

Daraus  ergiebt  sich  fiir  den  unverbesserten  Mittag  im 
Mittel: 


23*  50'  43".  00 


Nun  ist  die  halbe  Zwischenzeit  zwischen  den  ersten  Be- 
obachtungen 2*  43'  16",  zwischen  den  letzten  2*  34'  37",  also 
im  Mittel: 

r = 2*  38'  5C".  5 = 2*.  649 

Berechnet  man  damit  die  Gröfsen  A und  7i,  so  er- 
hält man: 


log  7 0.42308 

cosec  7 0.19435 

Compl.  log  720  7.14267 

log  .-I  7.7601 


0.42308 
cotang  7 0.08028 
7.14267 
log  B 7.6460 


•)  Dieae  Beobachtungen  werden  immer  so  angestellt,  dafs  man  das 
Höbeninstrument  Vor-  und  Nuchmittags  auf  eine  runde  Zahl  einstellt 
und  dann  die  Zeit  beobachtet,  wann  derselbe  Sonnenrand  diese  Höhe 
erreicht. 

17* 
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und  da: 


und: 


ö = - G®  7',  cp  = 30®  4' 


80  wird : 


log  fl  = 3 . 439 1 „ 


X = + 10".  46 

Die  Sonne  war  daher  im  Meridiane  oder  es  war  IK'  wahre 
Zeit,  als  die  Uhr  zeigte  23*  50'  53". 46.  Da  nun  die  Zeit- 
gleichung — 12'  33".  18  war,  so  ging  die  Sonne  an  dem  Tage 
um  23*  47'  26".  82  mittlere  Zeit  durch  den  Meridian  und  es 
war  dalicr  der  Stand  der  Uhr  gegen  mittlere  Zeit: 

- 3'  26".  64 

Berechnet  man  noch  die  Differentialgleichung,  so  erhält 
man,  wenn  man  <lt  in  Zeitsccunden  ausdrückt: 


dt  = — 0.0439  (dh'  — dh') 

■woraus  man  sieht,  dafs  man  einen  Fehler  von  0''.46  in  der 
Zeitbestimmung  begeht,  wenn  man  die  eine  Höhe  um  10" 
gröfser  oder  kleiner  beobachtet  als  die  andre. 

Diese  Differcntialformel  kann  man  auch  brauchen,  um 
die  kleine  Correction  zu  berechnen,  welche  man  zu  dem  Mit- 
tel der  Zeiten  hinzuzulcgcn  hat,  um  die  Zeit  der  gröfsten 
Höhe  zu  erhalten,  wenn  inan  Vor-  und  Nachmittags  nicht 
correspondirendc , sondern  nur  nahe  gleiche  Höhen  genom- 
men hat.  Ist  dann  nämlich  h die  Vormittags  und  A'  die 
Nachmittags  gemessene  Höhe  lund  h'  — h = dh,  so  ist  diese 
Correction: 


, dA 

dl  T=  + : 

30  cos  cp  sin  .4 

_ dh  .cos  h 

30  cos  <p . cos  8 . sin  t 

Will  man  die  äufserste  Genauigkeit  erreichen,  so  wird 
man  eine  solche  Correction  sogar  dann  nöthig  haben,  wenn 
man  gleiche  Höhen  beobachtet  hat.  Wiewohl  nämlich  für 
gleiche  scheinbare  Höhen  die  mittlere  Reflation  gleich  ist. 
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so  wird  dies  doch  nicht  mit  der  wahren  Ilet'raction  der  J'all 
sein  •),  wenn  nicht  zufällig  der  Stand  der  meteorologischen 
Instrumente  Vor-  und  Nachmittags  derselbe  war.  Ist  nun 
aber  die  Ilcfraction  des  Vormittags  9,  Nachmittags  9 + dq, 
so  hat  inan  das  Gestirn  Nachmittags  in  einer  wahren  Höhe 
beobachtet,  die  um  d»  kleiner  ist,  als  die  am  Vormittage  ge- 
messene und  man  hat  daher  dem  Mittel  der  Zeiten  die  Cor- 
rection  hinzuzufiigen: 

rfg  CO9  h 

30  CO*  9 cos  6 sin  t 

13.  Häufig  hindert  die  Witterung,  des  Vor-  und  Nachmit- 
tags correspondirende  Sonnenhöhen  zu  nehmen.  Man  kann 
aber  aueh,  wenn  man  Nachmittags  und  am  lolgenden  Tage  Vor- 
mittags correspondirende  Höhen  nimmt,  daraus  die  Zeit  der 
Mitternacht  suchen.  Die  von  der  Aenderung  der  Declination 
abhängige  Gröfsc,  die  man  in  diesem  Falle  zu  dem  Mittel 
der  Uhrzeiten  oder  der  unverbesserten  Mitternacht  hinzuzu- 
Icgcn  hat,  um  die  wahre  Mitternacht  zu  erhalten,  nennt  man 
die  Mittemachtsverbesserung. 

Ist  T die  halbe  Zwischenzeit  der  Beobachtungen,  so  wer- 
den die  Stundcnwinkcl : 


und: 


r = 12*  - 2’ 


- r = — 12*  + T" 


Der  Fall  ist  dann  ganz  derselbe  wie  vorher,  nur  hat  diesmal 
die  Sonne  in  dem  Stundenwinkel  — r,  wenn  Aö  positiv  ist, 
ilie  gröfsere  Declination,  sodafs  man  für  die  Mittcmachts- 
verbcsserung  /i  mit  umgekehrten  Zeichen  anwenden  mnfs.  Es 
wird  daher  jetzt: 


X 


= JL 

1 tang  q»  - 

720 

\sin  r 

u 

/12*  - r 

__  r 

—r—  - tang  qi 

~ 720 

\ sin  r 

r 


ung 


taug  r 
12*  - r 
lang  r 


0 

tang  B 


*)  Namentlich,  sobald  die  Hohe»  klein  sind. 
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Schreibt  man  dafiir: 

« 12*-r  / r r 

720  r \sin  r ^ tang  T “ / 

80  kann  man  die  Tafeln  fiir  die  Mittagaverbesserung  auch 
für  die  Berechnung  der  Mittemachtaverbcsaerung  anwenden. 

Die  Grröfae  kann  man  dann  auch  noch  mit  dein  Argu- 

mente .7’  oder  der  halben  Zwischenzeit  in  Tafeln  bringen. 
In  Warnatorff’a  Hülfstafcln  ist  diese  Gröfae  mit  / bezeichnet, 
aodafs  dann  also  die  Mittemachtsverbcaserung  wird: 

X = //•  [•^  tang  qt  — B tang  6J 

V.  Zach  hat  am  17.  und  18.  September  1810  zn  Mar- 
seille correspundirende  Sonnenhöhen  genommen.  Die  halbe 
Zwischenzeit  T war: 

10*  5.5',  5 = + 2*  u'  16",  q)  = 43®  17'  50" 

und: 

log  /((  = 3 . 4453a 
Damit  erhält  man: 

/■  = 1 . 0033 

m/.l  tj\ng  q)  = — 142".  33 
- fi/JI  tang  d = + 5 . U7 

also  fiir  die  Mittcrnachtaverbesserung: 

X = — 136".  66 

Amu.  I.  Die  Mitternachtsverbe<acrung  findet  man  cbcnno  wie  die 
Mittng.sverbesserung  in  wahrer  Sonnenzelt  Hat  man  nun  an  einer  Ubr 
beobaebtet,  die  nach  mittlerer  Zeit  gebt,  so  kann  man  ohne  weiteres 
aueb  die  Verbesserung  als  in  mittlerer  Zeit  ausgedrückt  annehmen. 
Gebt  aber  die  Uhr  nach  Stemzeit,  so  reicht  cs  bin,  die  Verbesserung 
#366  , . . 

mit  zu  mulUplicircn , wovon  der  Logarithmus  0.0012  ist 

Aiim.  2.  Ist  der  Stundcnwinkcl  7 so  klein,  dals  man  statt  des 
Sinus  und  der  Tangeute  den  Bogen  setzen  kann,  so  wird  die  Mittags- 
vorbc.s.scrung : 

X = - JL  [tang  qi  - tang  «] 
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Da  nun  aber  r im  Zähler  und  Nenner  nicht  in  einerlei  Einheit 
ausgedrückt  war,  indem  im  Zäler  die  Stunde,  im  Nenner  der  Uadiua 
als  Einheit  zum  Grunde  lag,  so  mufs  man  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  noch  mit  206265  multipliciren  und  mit  15  X 8600  dividiren, 
und  erhält  dann: 


_ i“ 

188.5 


[lang  <p  — tang  fij 


wo  also  X die  Mittagaverbesserung  in  Zeitsecunden  für  r = 0 ist. 
Wenn  aber  der  Stundenwinkel  gleich  Null  ist,  so  fallen  die  correspon- 
direnden  Höhen  in  eine  einzige  zusammen,  nämlich  in  die  gröfste  Höhe, 
z ist  dann  also  diejenige  Gröfse,  welche  man  zu  der  Zeit,  wo  man  die 
gröfste  Höhe  beobachtet  hat,  hinzulegen  mufs,  um  die  Culminationszeit 
zu  erhalten. 

Derselbe  Ausdruck  war  schon  in  Nr.  7 bei  der  Keduction  der 
Circummeridianhöhen  gefunden. 

14.  Hat  inan  keine  correspondirenden  Beobachtungen 
gemacht,  aber  doch  Vor-  und  Nachmittags  einige  Höhen  ge- 
nommen, so  kann  man  durch  paanveise  Verbindung  solcher 
ungleicher  Höhen  eine  gute  Zeitbestimmung  erhalten. 


Nimmt  man  wieder  an,  dafs  /t  die  am  Vormittage,  A'  die 
am  Nachmittage  beobachtete  Höhe  ist,  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen: 


cos  1 = 
cos  / = 


sin  A — sin  q)  sin  S 
cos  fp  cos  6 
sin  h'  — sin  <p  sin  S" 
cos  <p  cos  Ö' 


Daraus  erhält  man: 


cos  9 cos  6 cos  S'  [cos  l — cos  l']  = sin  h cos  3*  — sin  k'  cos  S 
+ sin  9 sin  (3*  — 3) 


oder  da: 


sin  h cos  3'  — sin  h'  cos  3 = [sin  h — sin  A']  cos  3 
— sin  A [cos  3 — cos  3*] 

2 cos  9 cos  3 cos  3*  sin  sin  — ^ = 2 cos  J (A+A')  sin  .'  (A— A')  cos  3 


— 2 sin  A sin  (d'+3)  sin  | (3*  -3) 
+ sin  9 sin  (3^  — 3) 
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Da  nun  die  gröfsc  Aenderung  der  Dcolination  der  Sonne 
in  einem  Tuge  notdi  niclit  volle  24  Minuten  beträgt,  so  kann 
man  immer  statt  sin  (6' — ö)  und  sin  | (ö'  — 6)  den  Bogen  setzen 
und  erhalt  dann: 


sin  I (/  + t) 


+ 


sin  i (Ä  — A')  coä  I (A  + A') 
sin  H^'-O  coa  <p  cos 


. . . Ö'  + Ö 

„ . sin  q>  — sin  A sin 

0—0  2 


2 


COS  <p  cos  6 cos  b'  sin 


/-r 

2 


(4) 


Den  Winkel  t!—t  erhält  man,  wenn  man  die  halbe  Zwi- 
schenzeit der  Beobachtungen  in  wahre  Zeit  und  dann  in 

Grade  verwandelt.  Hat  man  aus  (A)  gefunden,  so  mufs 

man  dies  in  Zeit  verwandeln  und  von  der  halben  Zwischen- 
zeit der  Beobachtungen  abziehen.  Dann  erhält  man  den  zu 
der  vormittägigen  Höhe  gehörenden  Stundenwinkel  in  Zeit, 
dessen  absoluter  Werth  zu  der  Uhrzeit  der  ersten  Beobaehtung 
addirt  die  Uhrzeit  im  wahren  Mittage  giebt. 

Für  einen  Fixstern  ist  6' = 6,  dann  ist  also  das  zweite 
Glied  der  i-cchten  Seite  der  (ileichung  (A)  gleich  Null  und 
man  hat  einfach: 


. t'  + t 

sin  

2 


. A-A'  A + A' 

Sill  cos  

2 2 


cod  Cp  COS  o äin 


An  in.  Waren  die  beiden  Ilblicn  einander  gleich,  so  wird  das  erste 
Glied  der  Gleichung  (A)  gleich  Null  und  man  erhalt,  wenn  man  mit  5 
die  Deelination  im  Mittage  bezeichnet  und  cos  8 = co.s  5'  nimmt, 
da  J (t^  + 0 eine  kleine  Gröfsc  ist: 


\ (t'+o  = 


8'-6 


tang  cp 


OS  ö’ 


sin  A 

COS  cp  cos  S 


tang  Ä — ) 
sin  7 j 


oder,  da; 


sin  A — sin  qi  sin6  4-  cos  cp  cos  8 cos  t 


und. 


2 


JL 

720 


7 
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wenn : 

7 = H''-0 
iät: 

» = 4 (sil”;  ‘“"ß  ■>’  - ‘“"8  ^) 

j (^  + 0 i:>t  dann  der  zu  dem  arilbinetisehen  Mittel  (7  der  Uhrzciten 
gehörende  Stundeiminkel.  Will  man  also  die  Zeit  des  wahren  Mittags 
haben,  so  hat  mau  zu  U die  Gröfse  hinzuznlegen ; 

— ( -r—  tang  m — taug  Ä ) 

720  \sm  7 ® tang  r “ / 

Dies  ist  aber  derselbe  Äusdrack,  der  vorher  für  die  Mittagsverbcs- 
sening  gefunden  war. 

15.  Aus  zwei  beobachteten  Höhen  zweier  Gestirne 
kann  man  immer  Zeit  und  Poihöhe  zugleich  finden.  Man 
hat  in  diesem  Falle  wieder  die  beiden  Gleichungen: 

sin  A = sin  9 sin  8 + cos  9 cos  Ä cos  t 

sin  //  = sin  9 sin  8'  + cos  9 cosö'  cost' 

Ist  nun  u die  Uhrzeit  der  ersten  Beobachtung,  u die 

der  zweiten,  Au  der  Stund  der  Uhr  gegen  Stemzeit,  so  ist: 

< = « + A«  — a 
1'  = u'  + Au  — a' 

wo  All  für  beide  Beobachtungen  als  gleich  angenommen  ist, 
du  man  voraussetzen  kann,  dafs  der  Gang  der  Uhr  während 
der  iii  der  Kegel  kurzen  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  be- 
kannt ist.  Dann  ist  also: 

(u'  — u)  — (a'  — a)  = X 
eine  bekannte  Gröfse  und: 

/ = I + X. 

In  den  beiden  Gleichungen  (n)  sind  also  nur  die  beiden 
Unbekannten  9 und  t entlialtcn,  die  sich  also  daraus  bestim- 
men lassen.  Man  kann  nämlich  die  drei  Coordinaten: 
cos  9 cos  t,  cos  9 sin  l und  sin  9 
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durch  eine  Unbekannte,  nämlich  den  parallactischen  Winkel, 
der  sich  leicht  durch  die  gegebenen  Gröfecn  finden  läfst,  aus- 
drücken.  Denn  in  dem  Dreiecke  zmschen  dem  Pol,  dem  Zc- 
nith  und  dem  Stern  hat  man: 

ain  <p  = sin  A sin  S + cos  h cos  Ö cos  p 
cos  cp  sin  t = cos  h sin  p (b) 

cos  (p  cos  ( = sin  A cos  S — cos  A sin  S cos  p 

mithin,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  für  sin  A' 
substituirt: 

sin  A'  = [sin  S sin  £'  + cos  6 cos  6'  cos  AJ  sin  A 

+ [cos  6 sin  6'  — sin  S cos  6'  cos  AJ  cos  A cos  p (c) 
— cos  S'  sin  A . cos  A sin  p 


Da  man  nun  aber  in  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Pol  P 
und  den  beiden  Sternen,  wenn  man  die  Distanz  derselben 
mit  Z>  und  den  Winkel  am  ersten  Sterne  mit  t bezeichnet 
(Fig.  8)  hat: 

cos  A)  = sin  6 sin  A'  + cos  6 cos  ö'  cos  A 
sin  D cos  s = cos  6 sin  6'  — sin  ö cos  6'  cos  A {d) 

sin  /)  sin  s = cos  S sin  A 

so  erhalt  man  aus  (c): 

sin  h'  = cos  />  sin  A + sin  D cos  A cos  (s  +p) 


wie  auch  unmittelbar  die  Betrachtung  des  Dreiecks  zwi- 
schen dem  Zenith  Z und  den  beiden  Sternen  ergiebt.  Es 
ist  also : 


cos  Qt+p) 


sin  h'  — cos  D sin  A 
sin  D cos  A 


(c) 


Hat  man  durch  die  Gleichungen  (rf)  und  (c)  den  Winlcel  p 
gefunden,  so  erhält  man  durch  die  Gleichungen  (A)  die  ge- 
suchten Gröfsen  cp  und  t.  Die  Gleichungen  {<1)  geben  fiir 
U und  s und  ebenso  die  Gleichungen  (A)  für  cp  und  t den 
Sinus  und  Cosinus,  folglich  kann  kein  Zweifel  darüber  blei- 
ben, in  welchem  Quadranten  diese  Winkel  genommen  werden 
müssen.  Die  Gleichung  (e)  giebt  dagegen  nur  den  Cosinus 
\on  s+p,  und  man  kann  daher  nicht  wissen,  in  welchem 
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Quadranten  s+p,  also  auch  p liegt,  sondern  mufs  dies  aus 
andern  Betrachtungen  finden.  Es  ist  aber: 

«in  D sin  (.»  +p)  = cos  h'  sin  (A'  — A) 

WO  A und  A'  die  beiden  Azimute  der  Sterne  bezeichnen. 
Ist  nun  7?  nicht  über  ISO’,*)  so  ist  sin  D positiv,  also  müs- 
sen dann  sin  (s  + p)  und  sin  — .1)  immer  dasselbe  Zeichen 
haben.  Der  Beobachter  weifs  aber  immer,  welches  Azimut 
das  gröfserc  ist  und  so  könnte  hierüber  nur  ein  Zweifel  ob- 
walten, wenn  A'—A  nahe  bei  0®  oder  180®  wäre.  Dieser 
Fall  ist  aber,  wie  man  sog'eich  sehen  wird,  ganz  zu  ver- 
werfen. 

Um  die  Formeln  (d),  («)  und  (A)  für  die  logarithniische 
Rechnung  bequemer  zu  machen,  mufs  man  Ilülfswinkel  ein- 
führen. Setzt  man; 

sin  S'  = sin  / sin  F 
cos  6'  cos  A = sin  / cos  F 
cos  & sin  A = cos / 

so  werden  die  Gleichungen  (d): 

cos  Z>  = »in  / cos  (F—S) 
sin  D cos  » = sin  /sin  (F—S) 
sin  D sin  » = cos  / 


Der  Formel  («)  kann  man,  wie  dies  schon  früher  in 
Nr.  2 und  3 dieses  Abschnitts  mit  ähnlichen  Formeln  gesche- 
hen ist,  die  folgende  Gestalt  geben: 


lang  J (*  +;»)’ 


cos  .S  sin  {S—h') 
cos  {S—D)  sin  (.S  — h) 


wo: 


= 


+ A + ä' 
2 


•)  Es  liegt  immer  in  der  Gewalt  des  Beobachter»,  solche  Sterne 
auszuwähleo,  bei  denen  dies  nicht  statt  findet. 
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Setzt  man  endlich: 

sin  g sin  G = sin  h 
sin  g cos  G — cos  A cos  y» 
cos  g = cos  A sin  p 

80  werden  die  Formeln  (i): 

sin  qi  = sin  y cos  (tr  — Ä) 
cos  (p  sin  t =■  cos  g 
cos  cp  cos  t ~ sin  g sin  {G—S) 

So  hat  man  also  ein  System  von  13  Gleichimgcn  zu  be- 
rechnen, welches  man  auch  durch  die  Verbindung  mehrerer 
(sodafs  man  die  Tangenten  findet)  auf  neun  zurückfuhren 
kann. 

Um  nun  zu  sehen,  wie  man  die  Sterne  aüswählen  mufs, 
wenn  man  durch  diese  Metliode  die  sichersten  Resultate  er- 
zielen will,  muls  man  die  beiden  Diffcrentiidgleichungen : 

clA  = — cos  A (icp  — cos  cp  sin  A dt 
dh'  — — cos  A'  d^>  — cos  cp  sin  A'  dt 


betrachten,  wo  in  den  beiden  Gleichungen  derselbe  Fehler 
in  der  Zeit  angenommen  ist,  weil  man  den  Unterschied  immer 
mit  auf  den  Fehler  in  der  Höhe  übertragen  kann.  Durch  die 
Combination  beider  Gleichungen  findet  man  nun,  je  nachdem 
man  d<p  oder  cos  cpc/<  eliminirt: 


cos  A' 


cos  A 


cos  cpdc  = ■ . ,, jr  dh — 

sm  (.1  —A)  sin  (.-1  — .-1) 

sin  A'  . . sin  A 


dtp  = 7 


sin  (A'~A) 


dh  + 


sin  {A'  — A) 


dh' 

dh' 


Daraus  sieht  man  also,  dafs  wenn  die  Fehler  in  h und  h' 
keinen  grofsen  Einfiufs  auf  das  Resultat  haben  sollen,  die 
Sterne  so  auszuwählcn  sind,  dafs  .4'— -4  möglichst  nahe  + 90" 
wird.  Ist  A'—A  genau  gleich  90",  so  wird: 

cos  <pdt  — cos  A'  dh  — cos  A d h' 
dtp  = — sin  A dh  + sin  Adh' 

Ist  dann  A'  nahe  bei  Jh  90®,  also  A nahe  bei  0 oder  180’, 
so  wird  in  der  erstcren  Gleichung  der  Coefficient  von  d h ein 
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Minimum,  der  von  dU  dagegen  ein  Maximum,  also  hängt 
die  Genauigkeit  der  Zeitbestimmung  hauptsäehlich  von  der 
Höhe  ab,  welche  nahe  am  ersten  Vcrficale  genommen  ist. 
Ebenso  sieht  man  aus  der  zweiten  Gleichung,  dafs  die  Ge- 
nauigkeit der  Brcilenbestimmung  hauptsächlich  von  der  Ge- 
nauigkeit der  Höhe  abhängt,  welche  nahe  am  Meridiane  ge- 
messen ist. 

Bisher  ist  angenommen  worden,  dafs  man  zwei  verschie- 
dene Sterne  beobachtet  hat,  man  kann  indessen  auch  densel- 
ben Stern  einmal  nahe  beim  Meridiane  das  andre  Mal  nahe 
am  ersten  Verticale  beobachten,  wo  dann  die  Formeln  noch 
etwas  einfacher  werden.  Nimmt  man  aber  zwei  Sonnenhö- 
hen, so  mufs  man  zur  Berechnung  derselben  die  vorher  ge- 
gebenen Formeln  anwenden,  weil  die  Declination  für  beide 
Beobachtungen  verschieden  ist. 

Beispiel.  Westphal  hat  am  29sten  October  zu  Bcni- 
suef  in  Aegypten  die  folgenden  Höhen  des  Mittelpuncts  der 
Sonne  beobachtet: 

u = 20*  48'  48"  A = 37“  56'  59".  6 
u'  = 23  7 17  A'  = 50  40  .55  .3 

Vemachläfsigt  man  den  geringen  Unterschied  zwischen 
mittlerer  und  wahrer  Zeit  während  2*  18',  so  erhält  man: 

A.  = 2*  18'  2»".0  = 34“  37'  15".0 

Die  Dcclinationen  der  Sonne  waren: 

6 = - 10“  10'  50".  1 6'  = - 10"  12' 57".  8 

Damit  erhält  man  dann: 


F = 

— 12“  2l'  8". 99 

gin  / = 

9.9185944 

cos  f = 

9.7475171 

s = 

93“  12'  59".2 

P = 

— 39  57  17.38 

G = 

45  29  37.58 

sin  g - 

9.9356598 

cos  g = 

9.7044877„ 
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und  daraus  cndlicli: 

cp  = 29®  5'  39".  6 

( = - 35  24  .59  .46 
= — 2*  2l'  39".  9 7 

Da  die  Zcitgleichiing  — 15'  ü".0  betnig,  so  war  es  dem- 
nach 2D  23'  20".  ü als  die  Uhr  20*  48'  48".  0 zeigte,  also  der 
Stand  der  Uhr: 

A u = + 34'  32".  0 

Berechnet  man  die  Differentialgleichung,  so  erhält  man,  da: 

y|  = - 46®  20'  und  .4'  = — 1®  15' 

</ip  = + 0.0308  dk  - 1.0215  dh' 
cos  (p  dt  = + 0.0941  dA  - 0.0650  di' 


WO  dt  in  Zeitsecunden  ausgedrückt  ist.  Hier  hat  also  auch 
noch  die  zweite  Höhe  einen  grofsen  Einflufs  auf  die  Zeitbe- 
stimmung, weil  die  erste  weit  vom  ersten  Vertical  genom- 
men ist. 

16.  Wenn  man  einen  Stern,  dessen  Declination  sich 
nicht  ändert,  zwei  Mal  beobachtet,  so  wird  die  Auflösung 
des  eben  betrachteten  Problems  einfacher.  Fällt  man  dann 
nämlich  vom  Pole  auf  den  beide  Sterne  verbindenden  gröfs- 
ten  Kreis  SS"  Fig.  9 einen  senkrechten  gröfsten  Kreis  PQ, 
so  halbirt  dieser  die  Seite  ■S.S'.  Bezeichnet  man  dann  FQ 
mit  N,  SS'  mit  D,  so  hat  man: 

sin  i D = cos  £ sin  I A. 
cos  i D sin  JV  = cos  6 cos  ^ A (.4) 

cos  J Z>  cos  iV  = sin  d 

Zieht  man  ferner  vom  Zenith  nach  Q einen  gröfsten  Kreis 
und  bezeichnet  den  Winkel  ^QS  mit  Q,  so  ist: 


also: 


sin  A = cos  J £)  cos  + sin  J Z)  sin  Q2  cos  (J 

sin  A'  = cos  4 D cos  — sin  i ß sin  Q2  cos  Q 


cos  QZ  = 


sin  A 4-  sin  A' 
2 cos  1 D 
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und: 


(in  QZ  cos  Q = 


sin  h — sin  k' 
i am  ^ D 


Fällt  man  endlich  vom  Zenith  auf  PQ  einen  senkrechten 
gröfsten  Kreis  ZAf  und  nennt  F und  G die  Stücke  PM 
und  ZM,  so  hat  man  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  QMZ: 


cos  QZ  = cos  G cos  {N—F) 
sin  QZ  cos  Q = sin  G 


also  ist  auch: 


sin  G 

cos  G cos  (A’— F) 


cos  I (A  + A')  sin  J (A— A') 
sin  I D 

sin  J (A  + A^)  cos  \ (A— A^) 
cos  \ D 


(ß) 


Hat  man  auf  diese  Weise  mittelst  der  Formeln  (.1)  und 
{D)  die  Gröfsen  F und  G berechnet,  so  erhält  man  9 und  t 
durch  die  Formeln: 


sin  q>  = cos  F cos  G 

cos  <p  sin  (<-f  |A)  = sin  G (C) 

cos  9 cos  (( + 4 A)  = cos  Ö sin  F 

welche  sich  einfach  durch  die  Betrachtung  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  PMZ  ergeben. 

Dieselbe  Methode  der  Auflösung  der  Aufgabe  kann 
man  nun  auch  auf  den  in  Nr.  15  betrachteten  allgemeinen 
Fall  anwenden,  indem  man  entweder  den  Winkel  an  der 
Spitze  des  Dreiecks  PSS  halbirt,  wo  dann  die  Grundlinie  SS 
nicht  mehr  halbirt  wird  oder  umgekehrt  die  Mitte  der  Grund- 
linie mit  der  Spitze  verbindet,  wodurch  der  Winkel  in  zwei 
ungleiche  Theile  zerlegt  wird.  Bezeichnet  man  dieselben 
durch  J A+x  und  \ A— x,  so  hat  man  zuerst  x ,D  und  zu 
bestimmen  und  findet  dann  9 und  t durch  die  eben  gegebe- 
nen Formeln  (H)  und  (C),  wo  dann  in  den  letztem  nur  I A— x 
statt  4 ^ vorkommt. 

Nimmt  man  als  Beispiel  das  in  der  vorigen  Nummer  ge- 
brauchte, indem  man  auf  die  Aenderung  der  Declination  der 
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Sunne  keine  Rücksicht  nimmt,  sondern  dieselbe  als  constant 
nämlich  gleich  — 10"  12'  57". 8 nimmt,  so  erhält  man: 

N = 100“  41'  19".  9 
N—F  =41  1 56  .3 

also  F = 59  39  28  .6 

G =-15  44  3.4 


lind  damit  endlich: 


ip  = 29"  5 ' 40".5 

t = — 35"  23'  22". 4 
= - 2*  2 1'  33".  5 

Am  = + 34'  38".  5 

17.  Diese  Methode,  die  Polhühe  und  Zeit  aus  zwei 
Höhcnbcobachtungcn  zu  bestimmen,  wird  sehr  häufig  zur 
Sec  angewandt.  Die  Seefahrer  gebrauchen  aber  nicht  die  eben 
gegebenen  directen  Auflösungen  der  Aufgabe,  weil  die  Rech- 
nung nach  denselben  zu  weitläuftig  ist,  sondern  bedienen  sich 
immer  einer  indirccten  Methode,  welche  von  Douwes,  einem 
holländischen  Seefahrer  zu  diesem  Zwecke  vorgeschlagen  ist. 
Da  ihnen  nämlich  die  Breite  durch  die  gewöhnliche  SchifFs- 
rechnung  nach  C'ompass  und  Log  annähernd  bekannt  ist,  so 
finden  sie  mit  dieser  genäherten  oder,  wie  man  in  der  Schif- 
fersprache sagt,  gegifsten  Breite,  aus  der  vom  Meridiane  ent- 
fernten Höhe,  der  Zwischenzeit  und  der  Declination  eine 
freilich  nur  annähernd  genaue  Zeitbestimmung,  mit  welcher 
sie  aus  der  dem  Meridiane  nahen  Höhe  die  Polhöhe  berech- 
nen. Mit  diesem  neuen  Werthe  der  Polhöhe  wird  dann  die 
Rechnung  für  die  Zeitbestimmung  wedcrholt. 

Nimmt  man  wieder  an,  dafs  dasselbe  Gestirn  zwei  Mal 
beobachtet  ist,  so  hat  man: 

s'm  h — sin  A'  = cos  cp  cos  ö [cos  t — cos  (t  + X)] 

= 2 cos  cp  cos  S sin  (<  + J ).)  sin  J A 


also: 


2 sin  (<  + 1 A)  = scc  cp  sec  5 cosec  J A [sin  A — sin  A'j 


oder,  wenn  man  die  Formel  logarithmisch  schreibt: 

(.4)  log.2sin(l-(-^A)  = log8CC9  + log8ec(i+log  [sin  A—sinA'] -flog  coscc  JA 
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Da  nun  cp  annähernd  bekannt  ist,  so  kann  man  aus  die- 
ser Gleichung  t-|-  | A,  also  auch  t finden  und  erhält  dann 
aus  der  am  Meridiane  gelegenen  Höhe  h'  eine  genauere  Pol- 
höhe durch  die  Formel: 

cos  (cp— d)  = siii  h'  + cos  qi  cos  <$  . 2 sin  ^ (t  + A)’  (ß) 

Stimmt  das  hierdurch  gefundene  Resultat  mit  der  gegifs- 
ten  Breite  nur  entfernt  überein,  so  mufs  man  die  Formeln  (.d) 
und  {B)  mit  dem  jetzigen  Werthe  von  9 von  neuem  be- 
rechnen. 

Zur  Erleichterung  der  Rechnung  sind  nun  von  Douwes 
Tafeln  gegeben,  die  sich  in  den  „Tables  requisites  to  be  used 
with  fhe  nautical  ephemeris  for  finding  the  latitiide  and  lon- 
gitude  at  sea“  und  in  den  Handbüchern  der  Schifffahrtskunde 
finden.  Diese  Tafeln  geben  die  Werthe  von  log  cosec  i A 
für  die  Stundcnwinkel  in  Zeit  unter  der  Aufschrift  log.  half 
elapsed  time  (Logarithmus  der  halben  verflossenen  Zeit)  und 
von  log  2 sin  (<+  ^ A)  unter  der  Aufschrift  log.  middle  time 
(Logarithmus  Mittelzeit;  und  endlich  von  log  2 sin  ^ P unter 
der  Aufschrift  log.  rising  time  (Logarithmus  Steigezeit).  Die 
Gröfse  log.  sec  cp  sec  heifst  daselbst  log.  ratio  und  man  hat 
also  nach  Gleichung  (A): 

Log  Mittelzcil  — Log  ratio  + Lug  [sin  h — sin  A*J 
+ Log  halbe  verflossene  Zeit. 

Sucht  inan  diesen  Logarithmus  in  den  Tafeln  für  Mit- 
telzcit  auf,  so  erhält  man  unmittelbar  t.  Nun  sucht  man  für 
den  Stundenwinkcl  t+A  den  Log  Steigezeit,  zieht  davon 
lug.  ratio  ab  und  addirt  die  dazu  gehörige  Zahl  zu  dem 
Sinus  der  gröfsten  Höhe.  Dadurch  erhält  man  dann  den 
Sinus  der  Meridianhöhe  also  auch  die  PoUiöhe. 

W'ill  man  statt  der  Douwesischen  Tafeln  die  gewöhn- 
liche sphacrische  Rechnung  anwenden,  so  hat  man  die  For- 
meln zu  berechnen: 

OOS  tp  cos  6 sin  JA 
18 
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und : 


wo; 


<•09  (cp  — IV) 


sin  h' 

aT 


sin  6 — M sin  N 
cos  6 cos  t = M cos  N 


Rechnet  man  das  Beispiel  in  Nr.  15  nach  Douwes  Me- 
thode und  nimmt: 

cp  = 29®  o' 

an,  so  wird: 


log  ratio 

0.06512 

log  (sin  h — .sin  A') 

9.20049„ 

log  half  elapsecl  time 

0.52645 

log  middle  time 

9.79206,, 

t = 

- 2*  2l'.4 

also  f = 

- 0*  2'.  9 

log  rising  time 

5.90340 

log  ratio 

0.06512 

+ 0.00007 

sin  A' 

+ 0.77364 

C0.S  (tp  — Ä)  = 

9.88858 

cp— d = 

39®18'.7 

cp  = 

29  5.7 

Wenn  man  die  Beobachtungen  zur  See  anstellt,  so  wer- 
den die  beiden  Höhen  in  der  Regel  an  verschiedenen  Orten 
der  Erde  genommen,  weil  das  Schiff  sich  in  der  Zwischenzeit 
der  beiden  Beobachtungen  fortbewegt.  Da  aber  die  Geschwin- 
digkeit des  Schiffs  durch  das  Log  und  die  Richtung  des 
Laufs  durch  den  Compass  bekannt  ist,  so  kann  man  immer 
die  beiden  Höhen  auf  einen  Beobachtungsort  reduciren. 

Das  Schiff  sei  bei  der  ersten  Beobachtung  in  A Fig.  10, 
bei  der  zweiten  in  B.  Denkt  man  sich  nun  vom  Mittelpuncte 
der  Erde  nach  dem  Sterne  S eine  gerade  Linie  gezogen, 
welche  die  Oberfläche  in  S schneidet,  so  wird  in  dem 
Dreiecke  ABS  die  Seite  BS  die  an  dem  Orte  B gemessene 
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Zenithdistanz  sein  und  man  wird,  A&  AU  bekannt  ist,  hier- 
aus die  Seite  AS  d.  h.  die  Zenithdistanz  des  Sterns,  welche 
man  an  dem  Orte  A gemessen  hätte,  berechnen  können, 
wenn  man  den  Winkel  S BA  kennt.  Der  Schiffer  mufs  da- 
her, wenn  er  die  zweite  zu  reducirende  Höhe  mifst,  auch 
das  Azimut  des  Sterns  nehmen  d.  h.  den  Winkel  SBC  und 
da  er  den  Winkel  CBA,  welchen  die  Richtung  des  Schiffes 
mit  dem  Meridiane  macht,  kennt,  so  ist  dadurch  auch  der 
Winkel  SBA  bekannt.  Bezeichnet  man  denselben  durch  <x 
und  die  Entfernung  der  beiden  Orte  A und  B mit  so 
hat  man: 

sin  A,  = sin  A cos  A + sin  A cos  A cos  a 

WO  ho  die  rcducirte  Höhe  ist.  Schreibt  man  daftir: 

sin  Ag  = sin  A + sin  A cos  A cos  u — 2 sin  \ A*  sin  A 

SO  erhält  man,  wenn  man  A statt  sin  A setzt,  nach  der  For- 
mel 20  der  Einleitung: 

A„  = A + A cos  a — JA*  Ung  A 

wo  man  gewöhnlich  das  letzte  Glied  vernachläfsigen  kann. 

18.  Hat  man  drei  Höhen  eines  und  desselben  Sterns 
beobachtet  so  hat  man  die  drei  Gleichungen: 

sin  A = sin  q)  sin  6 + cos  cp  cos  6 cos  t 

sin  h'  = sin  q)  sin  5 + cos  q)  cos  5 cos  (l  + X) 

sin  A"  = sin  q)  sin  ö + cos  qi  cos  ö cos  (t  + X') 

aus  denen  man  drei  Gröfsen,  also  q>,  t und  ö bestimmen  kann. 

Führt  inan  nämlich  die  folgenden  drei  Hülfsgröfsen  ein: 

X = cos  qi  cos  ö cos  I 
y =:  COS  qi  cos  S sin  t 
: = sin  q>  sin  6 

SO  werden  die  drei  Gleichungen  jetzt: 
sin  A =1  + 1 

sin  h'  = z + X cos  X — y gin  X 
sin  A”  = z + X cos  X'  — y sin  X' 

aus  denen  man  die  drei  Unbekannten  z,  y und  x durch  eine 

18* 


Digitized  by  Google 


276 


einfache  Elimination  findet.  Kennt  man  diese  aber,  so  erhält 
man  daraus  die  Gröfsen  <p,  t und  6 durch  die  Gleichungen: 

lang  t 

sin  <p  sin  6 
cos  cp  cos  S 

Diese  Aufgabe  wäre  nun  eine  der  bequemsten  und  nütz- 
lichsten, weil  man  zur  Berechnung  der  Beobachtungen  durch- 
aus keine  fremden  Data  zu  entnehmen  hätte.*)  Sic  ist  aber 
pracfisch  nicht  anwendbar,  weil  die  Fehler  in  den  Höhen  ei- 
nen sehr  grofsen  Einflufs  auf  die  zu  findenden  Gröfsen  aus- 
Uben.  Nimmt  man  indessen  nicht  mehr  als  constant  an 
sondern  beobachtet  drei  verschiedene  Sterne,  deren  Dcclina- 
tion  man  als  gegeben  ansieht,  so  erhält  man,  wenn  man  über- 
dies die  drei  Höhen  als  gleich  annimmt,  eine  sehr  bequem 
anwendbare  Aufgabe. 

19.  In  d iesem  Falle  werden  nämlich  die  drei  Glei- 
chungen : 

sin  A = sin  <p  sin  6 + cos  cp  cos  6 cos  t 
sin  A = sin  cp  .«in  6'  + cos  cp  cos  6*  cos  (t  + A)  (n) 
sin  A = sin  cp  sin  6"  + cos  9 cos  6"  cos  (t  + A') 
wo  /.  = («'— m)  — (a'  — a) 
und  = (u"-~u)  — (a”  — a) 

Betrachtet  man  zunächst  nur  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen, so  erhält  man,  wenn  man  darin : 

I (6'  + <S)  + i (ö  — 6')  statt  S und  J (S+6')  — I (6— 

statt  6'  setzt  und  die  zweite  Gleichung  von  der  ersteren 
abzieht : 

0 = 2 sin  9 sin  J (<5 — <5')  cos  ^ (Ö+6')  + cos  9 cos  < [cos  | (6+6')  cos  ^ (Ä— A*) 
— sin  ^ (5  + 6')  sin  J (6  — 6')] 

— cos  9 cos  (t  + A)  [cos  i (6  + 6')  cos  \ (6—6')  + sin  i(6  + 6')sin  i (6—6')  ] 


*)  Denn  da  drei  Höhen  eines  und  desselben  Sterns  beobachtet  sind, 
so  kommt  auch  die  Rectascension  in  A und  A'  nicht  vor. 
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oder : 

0 = sin  cp  sin  J (d  — 6’)  cos  | (6  + 6') 

+ cos  cp  cos  l (6  + 6')  cos  I (6  — 6')  sin  | A,  sin  (<+  J ^) 

- cos  9 sin  I (6  + 6')  sin  | (6—6')  cos  9 cos  ^ A.  cos  (/+  J A) 

Daraus  findet  inan: 

lang  9 = — sin  J A . sin  (<  + J A)  cotang  J (6—6') 

+ cos  i A . cos  (<  + a A)  tang  j (6  + 6') 

Führt  inan  also  die  folgenden  Ilülfsgröfsen  ein: 

sin  ^ A.  . cotang  i (6  — 6')  = A'  sin  if 

cos  J A. . tang  J (6  + 6')  = A'  cos  Ei  (at) 

it  + I A = C 

so  wird: 

tang  9 = A'  cos  (f+C')  (ß) 

Verbindet  man  auf  gleiche  \^'ei8e  die  erste  und  dritte 
der  Gleichungen  (a),  so  erhält  man  ganz  ähnliche  Formeln, 
in  denen  nur  A und  6 andre  Accente  haben,  nämlich: 


sin  ^ A'  cotang  | (6  — 6")  = A"  sin  ß"  1 

cos  4 A/  tang  | (6  + 6")  = A”  cos  B"  < (C) 

Ei'  + J A'  = C"  ) 

tang  9 = A"  cos  (t+C)  (D) 


Aus  der  Vergleichung  der  beiden  Formeln  (B)  und  (ZA 
erhält  man  ferner: 

A'  cos  {t+C')  = Ai'  cos  (z  + C'') 

Um  nun  aus  dieser  Gleichung  t zu  bestimmen,  schreibe 
man  dafür: 

Ä cos  [t  + H+Cf  ~H\  = A"  cos  [<  + //+  C"  - //] 


wo  //  ein  willkiihrlicher  VV'inkel  ist,  sodals  man,  wenn  man 
die  Cosinus  auflöst,  erhält: 


Ung  (t  + ff) 


A'con  (C-ff)  - A"cog  {Cf -ff) 
A'  sTiT(C?'-/y)  - ÄJ  sin7C'-i/) 


Für  H kann  man  nun  einen  solchen  W'erth  setzen,  der 
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die  Formel  am  bequemsten  macht,  also  Null  oder  C oder  C. 
Die  eleganteste  Form  erhält  man  aber,  wenn  man: 

//  = I (C'  + C") 
setzt.  Dann  wird  nämlich: 

tang  [f+i  (C'  + C")]  = cotang  *,  (C'-C") 

Führt  man  dann  den  Hülfswinkel  4 ein , gegeben  durch 
die  Gleichung: 

^ .4" 

so  wird: 

A'—A"  _ 1 — tang  ^ 

A'  + A"  1 + tang  4 

also: 

tang  [<  + i (C'  + C")]  = tang  (45“— 4)  coUng  J (C'  — Cf')  (F) 

Die  Gleichungen  (/l)  bis  {F)  enthalten  die  Auflösung 
der  Aufgabe.  Man  sucht  zuerst  aus  den  Gleichungen  (A) 
und  (C)  die  Werthe  von  A',  If , C und  Ä' , Bf',  C,  findet 
dann  t durch  die  Gleichungen  (E)  und  (F)  und  zuletzt  q> 
aus  einer  der  Gleichungen  (Zf)  oder  (F).  Die  Höhe  selbst 
braucht  man  also  zur  Berechnung  von  <p  und  t nicht  zu  ken- 
nen. Substituirt  man  aber  die  gefundenen  Werthe  in  die 
ursprünglichen  Gleichungen  (u),  so  erhält  man  h und  kann 
daher,  wenn  man  die  Höhe  auch  am  Instrumente  abgelcsen 
hat,  aus  der  Vergleichung  der  Kcchmmg  mit  der  Beobach- 
tung den  Fehler  des  Instruments  bestimmen. 

Um  nun  zu  sehen,  wie  die  drei  Sterne  am  Himmel  ver- 
theilt sein  müssen,  damit  man  durch  die  Beobachtung  dersel- 
ben die  sichersten  Resultate  erhält,  betrachtet  man  wieder 
die  Differentialgleichungen.  Da  die  drei  Höhen  gleich  sein 
sollen,  so  kann  man- aueh  dh  in  allen  drei  Differentialglei- 
chungen als  gleich  annehmen  und  die  Fehler,  welche  etwa 


(F) 
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bei  der  Beobachtung  der  Höhen  gemacht  sind,  mit  auf  die 

Zeit  werfen.  Ist  dann: 

/ = u + Au  — a 

so  wird  also  dt  aus  zwei  Fehlem  zusammengesetzt  sein, 
nämlich  erstens  aus  dem  Fehler  im  Stande  der  Uhr  d (Au), 
welcher  bei  ollen  drei  Beobachtungen  derselbe  ist,  weil  der 
Gang  der  Uhr  als  bekannt  angenommen  wird,  zweitens  aber 
aus  dem  Fehler  in  der  Zeit  der  Beobachtung,  welcher  letz- 
terer für  jede  derselben  ein  andrer  sein  wird. 

Die  drei  Differentialgleichungen  werden  somit; 

dh  = — cos  A dtp  — cos  qi  sin  du  — cos  q)  sin  A d (Au) 

dh  — cos  A'  dtp  — cos  9 sin  A'  du'  — cos  <p  sin  A'  d (Au) 

dh  = ~ cos  A"  dtp  — cos  9 sin  A"  du”  — cos  9 sin  A"  d (Au) 


Zieht  man  die  beiden  ersteren  Gleichungen  von  einan- 
der ab  und  verwandelt  die  Differenzen  der  Sinus  und  Cosinus  in 
Producte  der  Sinus  oder  Cosinus  der  halben  Summen  und 
Differenzen  der  Winkel,  so  erhält  man: 


- ■ A+A'  , „ A + A'  , / . n d 

0 = 2 sin  dt)>  — 2 cos  cos  9 u(Au)  — _ — -p-  du 

2 2 . A 

Hin — 

2 


CO8  q>  0in  A*  f 
+ r ^du 


A-A' 


und  ebenso  durch  die  Verbindung  der  ersten  und  dritten 
Gleichung: 


. A + A . A + A , , . V cos  9 sm  yt 

0 = 2 sin dtp  — 2 OOS cos  9 (/(Au)  — — j,  du 

2 ^ 2 . A~A 

sin 

2 

cos  9 sin  , „ 
+ __,^du 

Hin  - - 

2 
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Aus  beiden  Gleichungen  findet  man  dann,  je  nachdem 
man  d(^u)  oder  eliininirt: 


d <p  = 


A'+A' 

cos  qj  sin  A . cos ^ — 

2 

. A-A'  ~ A^Y' 

2 sm  sin  

2 2 


cos  q>  sin  A'  cos 


A + A" 


du  + 


2 sin 


~Ä-T.  y-r 


cos  cp  sin  A"  cos 


A + A' 

^ ^ " 
77— JT  du 


„ . Ä'-A  . Ä'-A 
2 sin  Sin  


und: 


. , . A'+A" 

sm  A . sm 


sin  A sin 


A + A' 


d(Au)  - 


„ . A-A  . A-A‘ 

2 sm sm 

2 2 


r,  du  + 


A-a  . A-A" 


du 


'i  sm  — sm  

2 2 


sin  A'  sin  — i— 

. 2 „ 

. A"-A  . A'-A' 

2 8111  — sin  

2 2 


Man  sicht  daraus,  dafs  man  die  Sterne  so  auszuwälilen  hat, 
dafs  die  Differenzen  der  Azimute  je  zweier  auf  einander  fol- 
gender Sterne  möglichst  grofs  werden,  weil  dann  die  Nenner  der 
Diffcrentialquoticnten  ebenfalls  ein  Maximum  erreichen,  man 
mufs  daher  darauf  sehen,  dafs  die  Differenzen  der  Azimute 
nahe  gleich  120"  werden.*) 

Beispiel.  Dr.  Wcstphal  hat  am  5ten  October  1822 
zu  Cairo  folgende  drei  gleiche  Sternhöhen  beobachtet. 

ot  Ursae  minoris  um  8*  28'  17" 
a Hercnlis  3121  im  Westen 

a Arietis  47  30  im  Osten 


')  nie  hier  gegebene  Auflösung  dieser  Aufgabe  i.st  von  Gaufs. 
Vergleiche  Monatliche  Correspondenr,  Band  XVIII  png.  27  7 und 
folgende. 
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Die  Oerter  der  drei  Sterne  waren  an  diesem  Tage: 

u 

OL  Ursae  mmoria  0*  58'  14".  10  + 88®  2l'  54".S 
a Uerculis  17  6 S4  . 26  14  36  2 .0 

u Arietis  1 57  14  .00  22  37  22.7 

Nun  ist: 

u'-u  = + 3'  4".0  i/'-u  = + 19'  13".  0 

oder  in  Sternzeit: 

= + s'  4".  50  + 19  u:  .16 

tti-uL  - — 7*  5l'  .H9".84  a"-a  = + 0*  58'  69".90 

?.  = + 7*  54'  44".34  A'  = - 0''  39'  43".  74 

= 118“  4l'  5".  10  =-  9“55'5ü".  10 

Ferner  ist: 

i (6-6'  ) = 36"  52'  56".15 
V (A  + 5'  ) = 51  28  58  .15 

i (6-d")  = 32  52  15  .80 

I (ö  + <5")  = 55  29  38  .50 

Damit  erhält  man  dann: 

log  .4'  = 0.1  183684  log  A"  = 0.1629829 

/i'  = 60“48'  ll".92  Ji"  = - 5“  16' 52".22 

C'  = 120  8 44  .47  C"  = - 10  14  50  .27 

i(C'  + 0=  54“  56'  57".  10 

i (C'-C")  = 65  11  47  .37 
4 = 47  56  16  .08 
l = — 56“  18'  28".09 
= — 3*  45'  13".87 
<+C"  = 63“  50'  16".  38 

t+C"  = - 06  33  18  .36 

und  hieraus  nach  den  Formeln  (/i)  und  (IJ)  übereinstimmend: 
<ji  = 30“  4'  23".  73 
Aus  t erhält  man  <lic  Sternzeit: 

(0  = 21*  13'  o".  2.3 
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und  da  die  Sternzeit  im  Mittage  12*  54'  2".  04  war,  so  war 
die  mittlere  Zeit  gleich  8*  17'  36".  44,  also  der  Stand  der  Uhr 
gegen  mittlere  Zeit; 

Au  = - 10'  40".  56 

Berechnet  man  auch  die  Höhe  aus  einer  der  drei  Glei- 
chungen (a)  so  erhält  man: 

h = 30®  58'  14".  44 

Aus  A findet  man  die  beiden  andern  Stiindenwinkcl : 

f'  = 62®  22'  37". 01 

l"  = - 66  14  24  19 

und ‘damit  die  drei  Azimute: 

A =181®  35'.2 
A'  = 89  83.2 

A”  = 279  50.4 

endlich  liir  die  Difierentialglcichungcn: 

dip  = - 0.  329  du  - 5.739  du'  - 6.068  du" 
d(Au)  = - 0.0018  du  + 0.468  du'  - 0.396  du" 

WO  dtp  in  Bogen,  d (Au)  dagegen  sowie  du,  du  und  du"  in 
Zeitsecunden  ausgedrückt  ist. 

20.  Cagnoli  giebt  in  seiner  Trigonometrie  eine  selir 
elegante  Auilösiing  grade  nicht  des  hier  betrachteten  Pro- 
blems, aber  doch  eines  ganz  ähnlichen,  sodafs  sich  seine  For- 
meln unmittelbar  auf  diesen  Fall  anwenden  lassen.  Verlangt 
man  aufser  der  Zeit  und  der  Polhühc  auch  die  Kenntnifs  der 
Höhe  selbst,  so  ist  die  Bechnung  nach  diesen  Formeln  von 
Cagnoli  noch  etwas  bequemer  als  nach  den  eben  gegebenen. 

Es  seien  S,  <S'  und  5"  Fig.  11  die  drei  beobachteten 
Sterne.  Betrachtet  man  nun  das  Dreieck  zwischen  dem  Zc- 
nith  Z,  dem  Pole  P und  dem  ersten  Sterne,  so  hat  man  nach 
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den  Gaufsiachen  oder  Neperachen  Formeln,  wenn  p den  par- 
allactiachcn  Winkel  bezeichnet: 


taug  J (9  + Ä)  = 


und: 


ung  J (<p-A)  = 


(t+p) 

cos 

k 

(t-p) 

cos 

k 

O+p) 

cos 

k 

0-p) 

sm 

i 

(t-p) 

sin 

k 

(t+p) 

sin 

4 

(t-p) 

sin 

(t+p) 

cotang  (45—  J 6) 
tang  (45  + J 6) 


tang  (45  — J 6) 
cotang  (45  + J 6) 


(.1) 


Retnichtet  man  nun  die  Dreiecke  PÄaS',  /’5'ä"  und  PS^', 
so  hat  man  ebenfalls  nach  den  Gaufsiachen  Formeln,  wenn 
man  der  Kürze  wegen  setzt: 

A = i [P5".S'  - PS'S"\ 

A'  = i [Pi^’S  - PS  5"] 

A"  - i [^•S'  •'>'  J 

, sin  § (ö'  —ö)  , , -i  1 

tang  A = , .j^  cotang  i X ) 

cos  i (ff  +0) 

WO  X und  ganz  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  haben. 
Da  nun : 


P + PS  S'  = PS'  S - p' 

p + P.S'.S"  = PSf'f>  - p" 

p + PS  S"  = PS"S  - p” 


so  findet  man  leicht,  dafs: 

y)  — i4  + A"  — ■ - 1 

p'  = A + A"  - A'  (C) 

p"  rz  A + Ä - A" 


Es  ist  aber  auch: 


sin  t : sin  p = cos  A : cos  <p 
sin  (t  + A.)  ; sin  p'  = cos  A .•  cos  <p 
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also: 


oder : 


sin  t : sin  (<  + A)  ==  sin  p ; sin  j>' 


sin  < + sin  ((  + X)  _ sin  \A'+A"  — A]  + ain[A  + A"~A'] 
sin  t — sin((  + A)  sin  [A'+A''—A]  — sin  [A+  A"  — A'] 

Daraus  folgt  also: 

lang  [/  + 4 A]  coUng  4 A = lang  A"  rotang  {A  — A) 

oder,  wenn  mau  fiir  tang  a"  den  VVertli  aus  den  Gleicltun- 
gen  (B)  substituirt: 

tang  [t  + 4A]  = c°tang  (D) 

Man  hat  also  zuerst  aus  den  Gleichungen  {B)  die 
Werthe  A,  /l'  und  A"  zu  berechnen,  dann  findet  man  durch 
die  Gleichungen  (C)  und  (IJ)  p,  p',  p"  und  t und  nachher 
durch  die  Gleichungen  (.i)  9 und  h.  Eine  Unbequemlich- 
keit bei  diesen  Fonnein  ist  die,  dafs  man  in  Ungewifsheit 
bleibt,  in  welchen  Quadranten  man  die  verschiedenen  Win- 
kel zu  nehmen  hat,  da  alle  durch  die  Tangenten  gefunden 
werden.  Man  kann  indessen  dabei  willkührlich  verfahren, 
inufs  aber  dann  180  -(-  < statt  t nehmen,  wenn  man  für  9 
und  h solche  Werthe  findet,  dafs  cos  9 und  sin  h entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.  Ebenso  mufs  man,  wenn  man  für  9 
und  h Werthe  findet,  die  gröfser  als  90"  sind,  ihren  Unter- 
schied von  dem  zunächst  liegenden  Vielfachen  von  ISO®  neh- 
men. Je  nachdem  sin  9 und  sin  h gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Zeichen  erhalten,  ist  die  Polhöhe  nördlich  oder 
südlich.*) 


*)  Monatliche  Corresiionilenz  Hand  XLX  pug  89. 
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Nach  diesen  Formeln  ist  nun  die  Berechnung  des  in 
Nr.  19  gegebenen  Beispiels  die  folgende.  Es  war: 

= .59"  20'  32". 55 

I A'  = - 4 57  58  .05 

= 4"  0'40".35  = - 32"  52'  15".80 

5 (S'-6)  = — 36"  52'  36".  15 
i (6"+Ä')  = 18  36  42.36  J (5"  + Ö)  = 55  29  38.50 
Hö'  + Ä)  = 51  28  58.15 

Damit  erhält  man: 

/t  = - 2"  2'  l".33  , A'  = 84"  49'  4".07  , A"  = ~ 29“  44'  16".  53 
A — A'  = — 86"  51'  54".0 
r+'-A=  3“  2'  4".47 

< = - 56  18  28  .08 

Um  nun  cp  und  A zu  finden,  müfste  man  die  Formeln  (j4) 
berechnen,  die  aus  dem  Dreiecke  zwischen  Pol,  Zenith  und 
erstem  Sterne  hergeleitet  sind.  Da  in  demselben  aber  zu 
kleine  Winkel  verkommen,  so  ist  es  vortheilhafter  das  vom 
zweiten  Sterne,  dem  Pole  und  dem  Zenith  gebildete  Dreieck 
aufzulösen,  mithin  die  folgenden  Formeln  zu  berechnen: 

Ung  iOP  + A)  = I tang  (45  + J S') 

COS  I (r  —p  ) 

lang  |(cp-A)  = cotang  (45  + J S') 

sin  \ (t  +p  ) 

Nun  ist: 

f = < + A = 62"  22'  37".02 
p'  - A + A"-Ä  = 243  24  38.07 

und  hiermit  erhält  man: 

cp  = 30"  4'  23".  68 

A = 149  1 45  .54 

oder,  wenn  man  fiir  h das  Complement  zu  180"  nimmt: 

A = 30  58  14 . 46 

fast  genau  dieselben  Werthe,  wie  sie  die  vorige  Rechnung 
ergab. 
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Um  die  Cagnolischcn  Fonnein  auf  analytischem  Wege 
abzuleiten,  inufs  man  von  den  folgenden  Gleichungen  ausge- 
hen, welche  man  fiir  jeden  Stern  nach  den  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  erhält: 


sin  4 = sin  cp  sin  d -f  cos  cp  cos  Scos  t j 
cos  h sinp  = cos  <p  sin  < > (o) 

cos  4 coap  = sin  cp  cos  S — cos  cp  sin  5 cos  t * 

sin  4 = sin  cp  sin  6'  + cos  cp  cos  6*  cos  (<  + /)) 

ros  4 sin;»'  = cos  cp  sin  (l  + ).)  > (l>) 

cos  4 cos/»'  = sin  cp  cos  6'  — cos  9 sin  6'  cos  (t  + A.)  j 


sin  4 — sin  9 sin  6"  + cos  9 cos  d"  cos  (<  + A')\ 

cos  4 sin  p"  = cos  9 sin  (/  + A')  > (c) 

cos  4 cos  p"  = sin  9 cos  Ä"  — cos  9 sin  ö"  cos  (t  + A')' 


Um  nun  zuerst  ( zu  bestimmen,  eliminirt  man  aus  den 
drei  Gleichungen  ftir  sin  h sowohl  sin  h als  auch  sin  9 und 
cos  9.  Zu  dem  Ende  zieht  man  zuerst  die  beiden  ersten  der 
Gleichungen  für  sin  h von  einander  ab  und  erhält: 


0 = 2 sin  9 cos  — - — sin  — — + cos  9 [cos  & cos  (t+A)  — <k>s  Ä cos  /] 

oder,  wenn  man  im  zweiten  Gliede  der  Gleichung: 


und : 


6'+ 6 
2 


+ 


2 


6' +6 
2 


2 


setzt  und  die  Cosinus  der  zusammengesetzten  Winkel  ent- 
wickelt: 


lang  9 = coUng 
+ tang 


S'-6 

2 

Ä'+Ö 

2 


sin  (t  -f  ^ A)  sin  J A 
cos  (t  + JA)  cos  i A 


('0 
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^uf  ganz  ähnliche  Weise  erhält  man  dann  aus  der  zwei- 
ten und  dritten  Gleichung  fiir  sin  A: 

lang  (p  = cotang  sin  [<+ J(A.'  + A)J  ain  J(A.'— A.) 

+ lang  — — cos[/+ ^(A' +A)]cos  i (X'— A) 


Aus  den  Gleichungen  (d)  und  (e)  findet  mnn  dann  eine 
Gleichung,  in  welcher  auch  <p  eliminirt  und  nur  noch  die  Un- 
bekannte t enthalten  ist.  Um  die  letztere  zu  bestimmen,  mufs 
man  die  Gleichung  (e)  so  umformen,  dafs  in  derselben  eben- 
falls wie  in  (d)  die  Sinus  und  Cosinus  des  Winkels  < -1-  i A 
Vorkommen.  Indem  man  aber  die  Sinus  und  Cosinus  des 
Winkels: 

(f + U)  + U' 

auflüst,  erhält  man: 


lang  tp  = cotang  — - — sin  (<+  J A)  cos  J A'  sin  J (A'  — A) 

, ßtf 

+ cotang  — - — cos  (t+  ^A)  sin  J A'  sin  ^ (A'— A) 
ö"  + 6' 

+ tang  — - — cos  (/  + 4 A)  cos  | X'  cos  J (A'— A) 

WA  . r/ 

— tang  — - — sin  (t+  JA)  sin  i A'  cos  4 (A'— A) 


CG 


Aus  den  Gleichungen  {d)  und  (/)  kann  man  mm 
tang  (( -b  I A)  bestimmen.  Man  erhält  indessen  dafür  einen 
eleganteren  Ausdruck,  wenn  man  der  Gleichung  {d)  eine  ganz 
ähnliche  Form  wie  der  Gleichung  (/)  giebt,  indem  man  statt 
sin  J A und  cos  J A die  Sinus  imd  Cosinus  der  Winkel  t A' 
und  4 einfdhrt.  Dann  wird: 


tang  9 = cotang  — - — sin  (/+  JA)  sin  J A'  cos  J (A'— A) 
^ — ö 

— cotang  — - — sin  (t+  JA)  cos  J A'  sin  J (A'— A) 

I X 

+ tang  — - cos  (t+  JA)  cos  J A'  cos  J (A'— A) 

4-  Ä 

+ tang  — cos  (t+ JA)  sin  J X'  sin  J (A'— A) 
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und  man  erhält  dann  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen 
(.0  «nd  (ff): 


+ i lang 


cotang  (t+\X) 
6" + 6' 


lang 


6"-ö'  6^+Ä 

cotang  — — lang  — ^ — 

S'+6 


= (' 


cotang  5 X'  cotang  J (X 


Ö'-S  6"  + ö'\  . „ 

cotang — - — + lang  — - — 1 cotang  | (X’—X) 


( 6' -5  6" -6' 

— ^ cotang  — ^ — + cotang  — — 


cotang  i A' 


oder: 


. 6"-6  . «5''- 6' 

am  sm 


cotang  (<+  |A)  fl  + ^ ^ ^ cotang  JA'  cotang  i (A'~  >.)] 


cos cos 

2 


. 6'+ 6 
sin  . cos 


<5"+A'  . 6'- 6 

cos . am  


. 6"-6  6'  + fi 

— ^ — sm  — ^ — . cos 

^ ctg.  J (A'-A) TT^:.  ctg.  5 A' 


Ä"+6  . Ä'-d 

COS . sm  

2 2 


Führt  man  also  die  folgenden  Hülfsgröfsen  ein: 

. 6"- 6' 


sm  

2 

COS 

S"+S' 

2 

sin 

6" -6 

2 

cos 

tÜ"  + 6 

2 

sin 

ö'-6 

2 

6'  + d 

COS  ■ - ■ ■ 

(A) 


so  erhält  man: 


Ä'  + Ä 


2 

cotang  (t+JA)  = ‘“"8  (A-A') 


(ß) 
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Wenn  man  nun  ebenso  wie  vorher  mit  den  Gleichungen 
fiir  sin  h so  jetzt  mit  den  zweiten  und  dritten  der  Gleichun- 
gen (rt),  (A),  (f)  verfährt,  so  erhält  man  die  Relationen  zwi- 
schen den  Gröfsen  A,  A! , A"  und  den  parallnctischcn  Win- 
keln. Zuerst  folgt  aus  den  Gleichungen  fiir  cos  /i  sin  v 
und  cos  A cos  />: 


eos  h sin 


eos 

2 2 


cos  9 sin(t  + |X)  cos  JA 


und  aus  den  Gleichungen  für  cos  A cos  p und  cos  A cos  p' : 


]>  —p  p —p  . ^ + 6 6^  — S 

cos  h cos cos = sm  9 cos cos 

2 2 2 2 


. Ä'  + ö 6'-6  , 

— cos  9 sin  — — cos  ~~ — cos  (/+  cos^A 

ö'  + d . ö'-<5  . , , „ . . , 

— - — sm  — - — sm  (<  + 5 A)  sm  f A 


+ cos  9 cos 


Dividirt  man  beide  Gleichungen  durch  einander  und 
climinirt  tang  9 durch  die  Gleichung  (</),  so  erhält  inan 
einfach: 

. S'~6 

, sm  — - — 

tang  eotnng  i A = tang  A" 

cos  

2 


Auf  ganz  ähnliche  Weise  findet  man  durch  die  Verbin- 
dung der  entsprechenden  Formeln  aus  (a)  und  (c)  und  (A) 
und  (c): 


tang 


P^+P 

2 


. 6'-ö 

sm  — _ — 

— ra  cotang  J A' 

cos  — — 

2 


tang  A' 


und: 


p"  + p'  2 

tang  = •'  0'-^)  - ‘*'*8 

cos 

2 


19 
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mithin  ist: 

P = A'  + A"  - A 

p'  = A + A"  - A'  (C) 

p"  = A + A'  - A" 

Nachdem  man  dnrcli  diese  Gleichungen  //'oder  ^'ge- 
funden liat , erhält  man  dann  <p  und  h durch  die  Gleichun- 
gen (fl),  (/<)  oder  (c)  oder  besser  durch  die  Gaufsischen 
Gleichungen: 

cos  i E . cos  — = sin  (45  — i S)  cos  — ~ 

cos  I E . sin  = cos  (4  5 — ^ 6)  cos 

sin  ^ Ti  . cos  ^ ^ = cos  (45  — J 5)  sin 

sin  ^ Ti  . sin  = sin  (45  — J-  6)  sin  — — 

WO  /'7  das  Azimut  des  ersten  Sterns  bezeichnet,  oder  durch: 


cotang  (45  6) 


, sm  — — 

<p  — n 2 

lang  — - = — ^ lang  (45  - ’ Ö) 

sin  

2 


Will  man  diese  letztere  Formel  unmittelbar  aus  den  Glei- 
chungen (a)  entwickeln,  so  erhalt  man  durch  Elimination: 


sin  cp  = sin  A sin  S + cos  A cos  ö cos  p 

also  durch  Addition  und  Siibtraction  der  Glcichimg  für  sin  A, 

, . • tx  1 / . cos  A sinp  cos  t\ 

(sin  <})  + sin  A)  (1  — sm  o)  = cos  o | cos  A cos  p + ) 

\ sm  < y 


cos  6 cos  A 


sin  (t+p) 


/ • • IN  • rv  cos  Ö cos  A . , 

(sinip  — smA)  (1  + sin  ö)  = : sm  (t—p) 

sm  / 
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oder : 

. i-p  t—p 

, .1111 cos  

tp  + A c>  — A ^ . f,.  - 2 

cotang lang cotang(4.'i  — Jo)  = (A) 

2 2 , l+p  l+p 

sin cos 

2 2 


Ferner  erhält  man  aus  der  Gleichung  iür  cos  h sin  p, 
indem  man: 


und: 


setzt : 


Ä = J(<p  + A)  - J (<p-A) 
9 = i (<p  + A)  + J (9-A) 


<i)  + A c)  — A l+p  t— II 

cotang  — — cotang  — — = lang  — — cotang  — ^ — 


(0 


mithin  endlich  durch  Multiplication  und  Division  der  (ilei- 
cliungcn  (//)  und  (i):") 


cotang  — cotang  (4  5 — .J  5)  = 


taug  ^ ^ cotang  (45  — Jfi)  = 


coa  

2 

C*08 

t+/i 

•> 

i-p 

2 

Min 

t-hp 

21.  Beobachtet  man  drei  Höhen  in  der  Nähe  des  Me- 
ridians, so  kann  man  auch  ohne  Zeitbestimmung  die  Polhöhe 
finden.  Ist  nämlich  II  die  Meridianhöhe,  U die  Uhrzcit  der 
Culmination,  n die  Uhrzeit  der  Beobachtung  und  h die  beob- 
achtete Höhe,  so  hat  man,  da  die  Beobachtung  in  der  Nähe 
des  Meridians  angcstellt  also  u— U eine  kleüie  Gröfse  ist: 

ft  = H — a (u—U)*  + Aö  (u—U) 


wo  A6  die  Aenderung  der  Declination  während  der  Zeitein' 
heit,  in  welcher  u—U  ausgedrückt  ist,  bezeichnet. 


*)  Vergl.  Nr.  5 der  Einleitung. 

19* 
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Nimmt  m:in  nun  noch  zwei  Höhen,  so  erhält  man  noch 
zwei  ähnliche  Gleichungen : 

h'  = II  - a {u  -U)'  + Afi  («'  -U) 
h"  = H - a («"-{/)’  + Aö  (u"-U) 

In  diesen  drei  Gleichungen  sind  drei  Unbekannte  U,  « 
und  II,  die  man  also  aus  ihnen  bestimmen  kann.  Ist  dann  A 
bekannt,  so  erhält  inan  aus  U auch  die  Polhöhe.  Es  ist 
nämlich  zuerst: 


h"-h  h'-h' 


und  die  Zeit  der  Culmination: 

_ u + u"  m 

~ 2 Fa 

_ u'+u"  _ tn 

~ 2 Fä 

wo: 

A"-A  ... 

m = „ + Ao 

« — II 

und: 

, A"-A' 

m = i,  + A o 

u — « 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  a und  U in  die  ur- 
sprünglichen Gleichungen  findet  man  endlich  sowohl  //,  also 
auch  q). 

Die  Formeln  werden  einfacher,  wenn  man  zwei  Höhen 
gleich  nimmt,  was  immer  in  der  Gewalt  des  Beobachters  ist. 
Dann  wird  nämlich  m oder  m gleich  Null. 

Beispiel.  Dr.  Westphal  beobachtete  am  30.  October 
1822  zu  Abutidsch  in  Aegypten  die  folgenden  drei  Höhen 
des  Mittelpuncts  der  Sonne: 

« = 22*  42'  4"  A = 49“  7'  28"  4 

u = 22  44  36  A'  = 49  9 58  . 5 

u"  = 22  47  51  A"  = 49  12  28  . 5 
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Hier  ist: 

h"  -h  = + 300".l  h"-h'  = + 150".0 

« - i<"  = - 3-J7".0  u'  - u"  = - 195".0 

womit  iimii  erliiilt: 


log  a = r,  . 798G5 

Nun  war  an  dem  Tayc  log  /i  oder  der  Logarithmus  der 
‘i88tündigen  Aenderung  der  Declination  gleich  3.375lj„,  also 
wirtl  log  d.h.  der  Logarithmus  der  Aenderung  der  Decli- 
nation in  einer  Seounde  gleich  8.1381„.  Damit  erhält  man: 


2 (X 


+ 1 0".  9 


1 

¥ü 


n'  27".  5 


5 («  + »")  = 22'*44  57  . 5 

U = 22  5ti  35  . 9 


Berechnet  man  nun  mit  diesen  Werfhen  von  « und  [/ 
aus  den  einzelnen  Höhen  die  Mittagshöhe  //,  so  erhält  man : 

7/  = 49“  15'  14".  ti 


und  da  die  Declination  der  Sonne  im  Mittage: 
= - 10“  40'  38"  . 3 

war,  so  wird: 


q>  = 30“  4'  7".  I 


IV.  Bestimmung  der  Zeit  und  der  Polhöhe  durch  die 
Beobachtung  der  Azimute  der  Sterne. 

22.  Beobachtet  man  die  Uhrzcit,  zu  welcher  ein  be- 
kannter Stern  ein  bekanntes  Azimut  hat,  so  läfst  sich  daraus, 
wenn  man  die  Polhöhc  kennt,  der  Stand  der  Uhr  finden, 
weil  man  aus  der  Polhöhc,  dem  Azimut  und  der  Declination 
des  Sterns  den  Stundcnwinkel  berechnen  kann.  Macht  man 
die  Beobachtung  im  Meridian,  so  bedarf  man  weder  der 
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Kenntnifa  der  Polhöhc  noch  der  der  Declination,  zugleich 
ist  die  Beobachtung  dann  am  vortheilhaftcafen,  weil  die  Aen- 
derung  des  Aziinut’s  am  gröfaten  ist. 

Differenzirt  man  aber  die  Gleichung: 

cotang  A sin  < = — cos  <p  t«ng  S + sin  q>  cos  t 

so  erhält  man  nach  der  dritten  der  Formeln  (11)  der  Ein- 
leitung : 

cos  A(M  = — sin  A sin  hdtp  + cos  </  cos  p.ilt 
oder  da  fVir  Beobachtungen  im  Meridiane: 


und: 


sin  .-1  = 0,  cos  ]>  = l 


A = no  - <p  + 6 

ist,  wenigstens  für  Sterne,  welche  südlich  vom  Zenith  cul- 
miniren : 


dt 


sin  (qj-Ö)  , ^ 

jt 

cos  o 


Daraus  sieht  man  also,  dnfs  man,  um  die  Zeit  durch  Be- 
obachtung der  Sterne  im  Meridiane  zu  bestimmen,  solche 
Sterne  auswähleii  miifs,  welche  nahe  durch  das  Zenith  gehen, 
weil  für  diese  der  Fehler  des  Azimuts  keinen  Eindufs  auf 
die  Zeitbestimmung  hat. 

Ist  dann  « die  Rectascension  des  Sterns  und  u die  Uhr- 
zeit der  Beobachtung,  so  ist,  wenn  die  Uhr  nach  Stemzeit 
geht , u — u unmittelbar  gleich  dem  Stande  der  Uhr  gegen 
Sternzeit.  Geht  aber  die  Uhr  nach  mittlerer  Zeit,  so  mufs 
man  die  Stemzeit  der  Culmination  oder  die  Rectascension 
des  Sterns  erst  in  die  mittlere  Zeit  m der  Culmination  ver- 
wandeln und  erhält  dann  den  Stand  der  Uhr  gegen  mittlere 
Zeit  gleich  m—u. 

Für  Sterne,  welche  nicht  durch  das  Zcnith'gchcn,  hängt 
nun  die  Genauigkeit  der  Zeitbestimmung  von  der  Genauig- 
keit der  angeuuiiimcnen  Riehtung  des  Meridians  ab.  Wenn 
aber  der  Fehler  in  der  Richtung  des  Alcridians  nur  klein 
ist,  so  kann  man  denselben  leicht  durch  die  Beobachtung 
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zweier  Sterne,  vun  denen  der  eine  nalie  iuii  Zenith,  der  andre 
nahe  am  Horizunte  culminirt,  beatimmen  und  den  Uhrstand 
von  diesem  Felder  befreien.  lat  nämlich  A.^1  das  nahe  mit 
der  Richtung  des  Meridians  zuaammeniullende  Azimut,  in 
welchem  man  die  Sterne  beobachtet  hat,  so  werden  auch  die 
dazu  gehörenden  Stundenwinkel  (-)  — (/  und  w'  — u kleine 
Grüften  und  zwar  nach  dem  vorigen  gleich : 


sin  (cp  — 6) 
cos  S 


S A 


und : 


sin  (9-6') 
cos  ö'  ' 


Man  hat  daher  für  die  beiden  Sterne,  da  h = u + Au  ist, 
die  folgenden  Gleichungen : 


(X  = u + Au  — 


sin  (cp  — 6) 
cos  S 


A A 


und; 


= u + A« 


n (9-^) 
cos  6' 


A A 


aus  denen  man  sowohl  AA  als  auch  Au  bestimmen  kann. 
Ist  das  Instrument  so  eingerichtet,  daft  man  nicht  nur  in  dem 
Azimut  AA,  sondern  .auch  in  dem  Azimut  180  + dA  beob- 
achten kann,  so  erhält  man  A.-l  noch  genauer,  wenn  man 
zwei  Sterne  auswählt,  von  denen  der  eine  dem  Acquator,  der 
andre  dem  Pole  nahe  steht,  weil  in  der  Gleichung  für  den 
letzteren  der  Coefificient  von  AA  sehr  grofs  wird  und  zugleich 
dos  entgegengesetzte  Zeichen  erhält. 

Beispiel.  An  dem  Mittagsfernrohre  der  Bilker  Stern- 
warte wurden  die  folgenden  Durchgänge  durch  den  mittleren 
Faden  beob.achtct,  che  dasselbe  gen.au  in  den  Meridian  ge- 
bracht war: 

IX  Aurigac  .5*  ti'  2l".  72 
ji  Orionis  5 S 12  .71 
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Da  die  Rcctoscentiionon  und  Declinatiuiicii  beider  Sterne 
die  folgenden  waren; 

u Aurigac  5*5^33”.25  + 45'’50^3 

ß Orionb  3 7 17  .33  - 8 23  . 1 

und  die  Polllöhe  gleich  51®  12'.  5 ist,  so  erhält  man  die  bei- 
den Gleichungen: 

— 54".47  = All  — 0.13433  A/I 

- 55  .38  = Au  - 0.87178  A/1 

durch  deren  Auflösung  man  findet: 

Au  = - 54".  30 

und : 

A/I  = + l".  23 

23.  Zeitbestimmungen  durch  ISeobnehtungen  in  einem 
bestimmten  Azimute  kann  man  nach  Olbers’s  Vorschlag  ein- 
fach durch  Beobachtung  des  Verschwindens  der  Fixsterne 
hinter  senkrechten  terrestrischen  Gegenständen  erhalten.  Ein 
solcher  Gegenstand  mufs  natürlich  hoch  und  beträchtlich  vom 
Beobachter  entfernt  sein,  damit  man  das  Bild  desselben  im 
Fernrohr  zugleich  mit  dem  des  Sterns  scharf  sieht  und  das 
Verschwinden  plötzlich  erfolgt.  Ferner  mufs  das  Fernrohr, 
dessen  man  sich  zu  diesen  Beobachtungen  bedient,  nur  eine 
schwache  Vergröfscrung  haben  und  sich  immer  genau  in  der- 
selben Lage  befinden. 

Kennt  man  mm  für  irgend  einen  Tag  durch  andre  Me- 
thoden die  Sternzcit  des  Verschwindens  des  Sterns  hinter 
dem  senkrechten  Objecte,  so  findet  man  dnreh  die  Beobach- 
tung an  einer  nach  .Sternzeit  gehenden  Uhr  an  anderen  Tage 
immer  unmittelbar  den  Stand  derselben,  weil  der  Stern,  so- 
lange er  seinen  Ort  am  Himmel  nicht  ändert,  auch  alle  fol- 
genden Tage  zu  eben  derselben  Sternzcit  verschwindet.  Ge- 
braucht man  aber  bei  diesen  Beobachtungen  eine  nach  mitt- 
lerer Zeit  regiilirtc  Uhr,  so  mufs  man  noch  auf  das  Vorcilen 
der  Sternzcit  gegen  mittlere  Zeit  oder  auf  die  sogenannte 
Acceieration  der  Fixsterne  Rücksicht  nehmen,  indem  der 
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Stem  vcnnöge  derselben  an  jedem  Tage  um  O'  3'  55".  909 
früher  verschwindet. 

Aendert  sich  die  Ixectascension  des  Sterns,  so  wird  da- 
durch die  Stemzeit  des  Verschwindens  un»  eben  so  viel  ge- 
ändert, weil  man  den  Stem  immer  in  demselben  Azimute, 
also  auch  in  derselben  Höhe  und  demselben  Stundenwinkcl 
beobachtet.  Wenn  sich  dagegen  die  Declination  ändert,  so 
wird  dadurch  der  Stundenwinkcl,  welchen  der  Stern  in  dem 
bestimmten  Azimute  hat,  ein  anderer  und  man  hat  nach  den 
DifFcrentiulfomieln  in  Nr.  7 des  ersten  Abschnitts,  da  dA 
und  dtfi  für  diesen  Fall  gleich  Null  sind: 


mithin  auch: 


d8  — cos  pdh 
cos  ödt  = — sin  pdh 


dt 


dS  tiingp 
cos  6 


WO  p den  parallactischcn  Winkel  bezeichnet. 

Aendert  sich  also  die  Rectascension  und  Declination  des 
Sterns  um  Aa  und  Aö,  so  ist  die  neue  Sternzcit  des  Ver- 
schwindens gleich  der  früheren: 

Am  AS  tangp 

15  15  cos  ö 


So  hatte  Olbers  gefunden,  dafs  am  Ö.  September  1800 
der  Stern  S Coronae  hinter  einer  Thurmmauer,  deren  Azimut 
64”  56'  21".4  war,  nach  mittlerer  Zeit  um  11*  23'  18". 3,  .also 
um  22'‘ 26' 21".  78  Sternzcit  verschwand.  Am  12.  September 
beobachtete  er  das  Verschwinden  um  10*49'21".0.  Da  nun 
6X3^  55". 909  gleich  23'  35". 4 ist,  so  hätte  der  Stern  um 
10*  59'  42".9  verschwinden  sollen,  es  war  mithin  der  Stand 
der  Uhr  gegen  mittlere  Zeit  gleich  10’  21".  9. 

Den  6.  September  1801  war: 

Aot  = + 4-i".0 


und: 


AS  = - 1S".2 
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imil  da: 


und : 


80  war: 


p - 37"  31' 

<5  = + 2G“  4l' 

Aö  = + n".35 

COS  o 


initliiii  die  ganze  Corrcotion  + 53".  35  oder  3".  56  in  Zeit. 
Der  Stern  <5  (’oronae  niufstc  also  den  6.  September  1801 
um  22'' 26' 25". 34  Stcrnzcit  verschwinden.*) 

24.  Kennt  man  die  Zeit,  so  kann  man  durch  die  Bc- 
ol)aehtung  eines  bekannten  Sterns  in  einem  bestimmten  Azi- 
mute die  Polhöhe  bestimmen,  da  man  die  Gleichung  hat: 

cotang  A siu  7 = — cos  qt  lang  ö + sin  q>  cos  i 
Durch  Differenziren  derselben  erhält  man: 


cos  S cos  p 

sm  Adut  = — cotang  hdA  + - , dt  + 

sm  A 


sin  h 


Um  also  die  Polhöhe  durch  Azimutalbcobachtungen  mög- 
lichst genau  zu  bestimmen,  mufs  man  die  Sterne  immer  nahe 
im  ersten  Vcrticalc  beobachten,  weil  liir  diesen  Fall  sin  A 
ein  Maximum  ist.  Zugleich  mufs  man  einen  solchen  Stern 
nuswählen,  der  nahe  durch  diis  Zenith  des  Beobachtungortes 
g(‘ht,  indem  liir  6 = q>  die  Coeflicienten  von  dA  und  von 
dt  gleich  Xull  werden,  da: 

cos  6 cos  p = sin  (p  cos  A + cos  q»  sin  A cos  A 

Fehler  im  Azimut  und  in  der  Zeit  haben  dann  also  gar  kei- 
nen Einflurs  da  aber  sin  p = 1 ist,  so  wird  ein  Fehler  in  der 
zum  Grunde  gelegten  Dcclination  des  Sterns  genau  denselben 
Fehler  in  der  Polhöhe  hervorbringen. 

Beobachtet  man  nun  blos  einen  .Stern  in  einem  bestimm- 
ten Azimute,  so  mufs  man  dies  Azimut  selbst  kennen.  Nimmt 


•)  Zach,  monatliche  Correspondenz,  Band  III.  pag.  124  sqq. 
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iniiii  uher  an,  dul»  inan  zwei  Sterne  beobaclitet  liat,  so  hat 
man  die  beiden  Gleieliungen: 

cotaiig  .)  sin  t — — cos  <;)  taug  d + sin  <p  cos  t 
cotang  sin  / = — cos  <p  lang  6'  + sinipeos/ 


(«) 


Multiplicirt  man  hier  die  obere  Gleichung  mit  sin  t' , die 
untere  mit  sin  t,  so  erhält  man: 

. , sin  (.1' — /I)  , . I,  . 

sin  ( sin  t — . ■,  = cos  qi  tang  o sin  / — taug  o sm  t 

sin  .1  sin  .1 


oder  da: 


+ sin  cp  sin  — t) 


cos  6 sin  t = cos  h sin  A 


auch : 

cos  h cos  /('  sin  (.'l'  — .1)  = cos  cp  [cos  S sin  b'  sin  / — sin  6 cos  i.'  sin  l'\ 
+ sin  cp  sin  — t)  cos  b cos  b'  (Ji) 

Man  fiihre  nun  die  folgenden  Hiilfsgröfscn  ein: 

sin  (bl  +b)  sin  J-  (l'—f)  = m sin  Af 
sin  (b'  — 6)  cos  J Q'—t)  = n*  cos-W 

Multiplicirt  man  die  erstere  dieacr  Gleichungen  mit 
cos  |(f+t)>  die  untere  mit  sin  iit'  + t),  so  findet  man,  wenn 
man  die  zweite  von  der  ersteren  abzielit: 

m sin  = sin  b'  cos  ö sin  / — cos  b^  sin  b sin  f 

Multiplicirt  man  dagegen  die  obere  Gleichung  mit 
cos  J (<'—<),  die  untere  mit  sin  I {if—t)  und  zieht  die  erstere 
von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man: 

m sin  [\  (/  — l)  ~ = ~ sin  ^ b'  sin  (f  — /) 

Es  wird  daher  aus  der  Gleichung  (h)  die  folgende: 

cos  h cos  h'  sin  (.4’  — ^1)  = m cos  cp  sin  [J  (f  + 0 ~ ^'^1 

— I«  sin  cp  sin  [j  (f— 0 “ bt\  cotang  b 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  beiden  Sterne  in  demselben 
Azimute  oder  in  zwei  um  180“  verschiedenen  Azimuten  be- 
obachtet sind,  so  wird  in  beiden  Fällen  sin  (A'— A)  = 0, 
mithin: 

sin  fl  O'  + O — At\ 

tangcp  = tangö  _ (/t) 
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ln  diesem  Falle  brauclit  man  also  das  Azimut  selbst,  in 
welchem  man  beobachtet  hat,  nicht  zu  kennen,  indem  man 
allein  aus  den  Ilcobachtungszeiten  und  den  Declinationen 
beider  Sterne  nach  den  Formeln  (-4)  und  (U)  die  Polhöhe 
berechnen  kann. 

Hat  man  beide  Male  denselben  Stern  beobachtet,  so  wer- 
den die  Formeln  noch  einfacher.  Denn  da  für  diesen  Fall 
aus  der  zweiten  der  Formeln  (A)  M = !K)"  folgt,  so  wird: 

cos  J (/'  + 1) 


tang  <p  = lang  S . 


cos  J («' —t) 


(O 


Für  den  allgemeinen  Fall,  wo  angcnoiiiinen  ist,  dals  man 
zw'ei  Sterne  in  zwei  verschiedenen  Azimuten  beobachtet  hat, 
sind  die  beiden  DifTcrentialgleichungcn  die  folgenden: 
cos  h ä.4  = sin  p dS  + cos  6 cos  p dt  — sin  h sin  A dq> 
cos  h'dA'  = s\a  p' dS  + cos  S coap' dt'  — sin  h'  sin  A' dtp 


Führt  man  auch  hier  den  Unterschied  der  Azimute  ein 
und  multiplicirt  dcfshalb  die  obere  Gleichung  mit  cos  h',  die 
untere  mit  cos  /t  und  zieht  dieselben  von  einander  ab,  so 
erhält  man: 


coah  cosA’(/(/f— .1)  = — cos  h'  cos  S cos  pdt  + cos  h cos  ö'  cos p' dt' 
— fsin  h'  cos  h sin  .1'  — sin  h cos  h'  sin  A]  dtp 
+ cos  A sin  pdb'  — cos  h'  sin  p db 


Da  nun  dt  = du  4-  </  (^u)  und  di  = (/«'-I-  d (-^u),  wo 
du  der  in  der  Beobachtung  der  Durchgangszcit  begangene 
Fehler  und  d(Su)  der  Fehler  des  Standes  der  Uhr  ist,  so 
erhält  man,  wenn  man  diese  Werthe  für  dt  und  di  substituirt 
und  ziigicieli  A' = l-Stt®  + yl  setzt:*) 


COS  H cos 

sin  Adt^)  — cos  tp  cos  Ad  (.in)  = -.  — •'t)  — sintprffi/— «)J 

Sill  1 ^ ” J 

cosqi  cos  A sin  A cos  h'  cos  tp  cos  A sin  h'  cosA  , 

+ ■ "-Iin(V  + Ä) + sin'(T?Ä) 

sin  p'  cos  A ,,  sin  cos  h'  . , 

— . , ^ db  + -—d--. -db 

sin  (A'  + Ä)  Ein  (A  +A) 


•)  Wenn  man  nämlich  fiir  cos  (5  cos  p und  cos  b'  cos  p'  die  Werth» 
aus  den  folgenden  Gleichungen  substituirt : 

cos  b cos  ^ = sin  <p  cos  A + cos  cp  sin  A cos  A 
cos  6^  cos  p'  = sin  <p  cos  h'  — cos  tp  sin  h'  cos  A 
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Darnufl  sicht  man  also  wieder,  dafs  inan  am  vortheilhof- 
testen  Sterne  im  ersten  Verticalc  beobachtet.  Dann  wird 
nämlich  der  Coefficient  von  r/cp  ein  Maximum  und  die  Feh- 
ler des  Standes  der  Uhr  und  der  beobachteten  Durchgangs- 
zeiten  werden  Null,  sodaPs  im  Kcsiiltatc  nur  der  Unterschied 
der  Fehler  der  beobachteten  Uhrzciten  sowie  die  Gröfsc,  um 
welche  der  Unterschied  der  beiden  Azimute  gröfser  oder 
kleiner  als  180'’  war  und  endlich  der  Fehler  der  Declination 
bleiben.  Da  nun  flir  den  ersten  Vertical  auch  sin  p ~ — sin  p 
ist,  so  erhält  man  für  den  Fall,  dafs  man  denselben  Stern 
im  ersten  Vcrticale  im  Osten  und  Westen  beobachtet  hat, 
wo  also  A = /('  ist: 

</tp  = 1 cotang  h \d  (.4^— .1)  — sin  o)  d (t/— w)l  + ^ d6 

sin  h 

oder  auch,  weil  für  den  ersten  Vertical  nach  Nr.  17  des  er- 
.sten  Abschnitts: 


sin  h = 


sin  iS 
sin  ip 


lind  sin  p = 


cos  <p 
cos  d 


ist : 

drp  = ^ cotang  A [li  — — sin  cp  d (i/— u)]  + ^ ^ d6 

Aus  dieser  Gleichung  sicht  man  wieder,  dafs  cs  am  vor- 
thcilhaftcsten  ist,  wenn  man  Sterne  beobachtet,  welche  dem 
Zenith  so  nahe  als  möglich  Vorbeigehen,  weil  dann  cotang  ä 
sehr  klein  wird,  also  Fehler  in  A'—A  und  u—u  nur  einen 
sehr  geringen  Einflufs  auf  die  Polhöhe  haben.  Der  Coeffi- 
cient von  dd  wird  aber  in  diesem  Falle  nahe  gleich  eins,  da 
die  Declination  derjenigen  Sterne,  welche  durch  das  Zenith 
gehen,  gleich  ip  ist.  Der  Fehler  der  Declination  bleibt  also 
in  diesem  Falle  vollständig  im  Resultate.  Handelt  cs  sich 
aber  blos  darum,  den  Breitenunterschied  zweier  Orte  zu  be- 
stimmen, welche  einander  so  nalie  liegen,  dafs  man  denselben 
Stern  an  jedem  der  beiden  Orte  mit  Vorfheil  beobachten 
kann,  so  erhält  man  denselben  durch  den  Unterschied  der 
beiden  nach  dieser  Methode  bestimmten  Polhöhcn  gänzlich 
frei  von  dem  Fehler  der  Declination. 
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Beispiel.  Der  Stern  ß Droconis  geht  sehr  nahe  durch 
das  Zenith  von  Berlin.  Dieser  Stern  wurde  nun  am  mittle- 
ren Faden  eines  auf  der  Sternwarte  im  ersten  Verticalc  auf- 
gestellten Passageninstruments  beobachtet.  Die  halbe  Zwischen- 
zeit der  Beobachtungen  betrug  17'  21". 75,  es  war  also: 

J (f'-t)  = 4"  iO'  26". -25 

ferner: 

S = .’>2®2.5'  26".  7 7 


Da  nun  für  den  Fall,  dafs  man  iin  ersten  Verticalc 
beobachtet,  J (t'  + t)  = 0 ist,  so  erhält  man  aus  ((’)  die  ein- 
fache Formel  zur  Berechnung  der  Polhöhe: 


taug  d 


•) 


wonach  man  hier  findet: 


fp  = .>)2“  30'  1S".04 

Die  Diflercntialformel  wird  endlich: 


(i(p  = + 0.0379Ö  [(/(.l'-.l)  - 0.  7934  rf(u'-«)]  + 0.99925  d6 

25.  Beobachtet  man  zwei  Sterne  in  demselben  Vcrtical- 
kreisc,  so  kann  man,  wenn  man  die  Polhöhe  des  Beobach- 
tungsortes kennt,  dadurch  die  Zeit  finden,  indem  man  die 
Gleichung  hat: 

s.in  \i  O'  + O - M]  = «in  \\  (f-t)  - .1/]  (.4) 

wo: 

I = u + Au  — « 
f = u'  + Au  — a' 

und: 

m sin  Af  = sin  (6'  + 6)  sin  { (f— 0 
m cos  M = sin  (ö'— Ö)  cos  J (/  — :) 


*)  Diese  Formel  für  lieobachlungen  iiii  ersten  Vertical  erhält  man 
auch  ganz  einfach  durch  die  Betrachtung  des  in  die.sem  Falle  recht- 
winkligen Dreiecks  zwischen  dem  Pole,  dem  Zonith  und  dem  Sterne. 
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Man  findet  daraus  J (f'+t),  also  auch,  da  man  i(t'— t) 
d.  h.  die  halbe  Zwischenzeit  der  lleobachtungen  in  Sternzcit 
ausgedrückt  kennt,  t und  i. 

Die  in  Nr.  22  gegebene  Differentialgleichung  zeigt,  dafs 
wenn  man  die  Zeit  durch  Azimutalbeobachtungcn  bestimmen 
will,  man  die  Sterne  in  der  Isähc  des  Meridians  beobachten 
muPs,  weil  dann  der  Coeflßcient  von  ein  Minimum,  der 
von  Au  dagegen  ein  Maximum  wird.  D.os  Azimut  selbst  läfst 
sich  ebenfalls  durch  diese  Beobachtungen  bestimmen.  Es  ist 
nämlich: 

cos  6 sin  t 

lang  A = : — E : — E 

— cos  cp  sin  o + sin  qi  cos  o cos  t 


also,  wenn  man  cos  9 durch  die  Gleichung: 


oder: 


climinirt: 


lang  cp  =:  lang  ö 


sin  [i  (f  + 0 — 
sin  (/ —t)  — .1/| 


cos  qi  =: 


sin  9 cos  S 
sin  S 


sin  f — 0 — M] 

sin  [I  f +0  “ 


. sin  t . sin  [|  (f + <)  — 3/] 

sin  9 tang  _ (f— 0 — M\  + cos  l sin  [J-  (J  + /)  — A/J 

Setzt  man  hier  endlich: 


i (f+0  — A/  — t statt  J (f  -0  - M 
so  erhält  man  leicht: 

lang  [ J (f  + 0 — Af] 


tang  A — 


sin  9 


(ß) 


Nimmt  man  die  Zeit  in  beiden  Beobachtungen  als  gleich 
an,  sodafs: 

t'  — < = a'  — cx 


so  erhält  man  durch  die  Formel  {A)  die  Zeit,  wann  sich 
zwei  Sterne  in  einem  und  demselben  Verticalkreise  befinden. 
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Die  Oerter  von  a Lyrac  und  m Aquilac  für  den  Anfang 
von  1849  sind  z.  B. 

u Lyrac  « = 18^'  3l'  47"  75  6 = + 38"  38'  52"  2 
a Aquilac  </  = 19  43  23.43  ö'  = + 8 28  30 . 5 

Ks  ist  also: 

f-/  = - I*  n'  35".  «8  = - 17"  53'  .55". 2 

Nimmt  man  daher  lür  die  Polhölic  52"  iltf  20"  an,  so 
crliält  man: 

M = 192"  55'  53".0 
J = 158  7 9.4 


und  findet  damit: 


also: 


und: 


|(«'  + 0 — A/=  142“  35'  32".  3 

4 (l’  + l)  = - 24"  28'  34".  7 
= - 1*  37'  54".  3 


< = - lA  2'  G".5  , f = - 2M3'  42".  1 


Die  Sternzeit,  zu  welcher  sich  beide  Sterne  unter  der 
Polhühe  von  52"  Slf  20"  in  einem  Verticalkreise  befinden, 
ist  also: 

© = 17>»  29'  4l" 


Bemerkt  man  nun  den  Augenbliek,  wo  irgend  zwei 
Sterne  in  einem  Verticalkreise  stehen,  avozu  man  nur  die 
Bedeckung  der  beiden  Sterne  durch  einen  senkrecht  herab- 
hängenden  Faden  zu  beobachten  braucht,  so  kann  man  also 
immer  eine  wenigstens  beiläufige  Zeitbestimmung  machen, 
wenn  man  die  Zeit  nach  dem  vorigen  aus  den  bekannten 
Oertern  der  Sterne  und  der  Polhöhe  ber^jchiiet.  Bequem  für 
die  Beobachtung  ist  cs,  als  einen  der  Sterne  den  Polarstem 
zu  wählen,  weil  dieser  seinen  Ort  langsam  ändert. 
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26.  Man  kann  auch  aus  !)lofscn  Differenzen  der  Azi- 
mute und  der  Höhen  eines  Sterns  ohne  Hülfe  einer  Uhr  dio 
Polhöhc  bestimmen.  Da  nämlich: 

sin  fi  = sin  (p  sin  h — cos  tp  cos  A cos  A 

= sin  9 sin  A - cos  9 cos  A + 2 cos  9 cos  A sin  J 
SO  liat  man: 

cos  (9  + A)  = cos  (90  + Ö)  + 2 cos  9 cos  A sin  J .-1’ 

also  nach  Formel  fl‘»)  der  Einleitung: 

I _ 11,  . . i 2 cos  ni  cos  A 

A = 90-9  + 5 sin  > .ji 

cos  o 

oder  in  der  Xähe  des  Meridians: 

A = 90-9  + 5 _ 

2 cos  5 ■ 20G265 

Die  Höhen  ändern  sich  daher  in  <ler  Nähe  des  Meri- 
dians proportional  dem  Quadrate  des  Azimuts. 

Sind  nun  a,  a und  a'  drei  an  dem  Instrumente  abge- 
lesene Azimute  eines  Sterns,  A,  1l  und  W die  Höhen,  A und  H 
dieselben  Gröfsen  für  den  Meridian,  so  hat  man  die  folgen- 
den drei  Gleichungen 

A = II  — u [n  —.4)’ 

A'  ~ II  - a (n'  -Ay 
A"  = II  - a (a" -Ay 

aus  denen  man  ebenso  wie  in  Nr.  21  II,  « und  A findet. 

Hat  man  mir  zwei  Beobachtungen,  so  mufs  man  « nach 
der  Formel: 

_ cos  9 sin  (9—5) 

2 cos  5 

berechnen,  man  imifs  dann  also  einen  genäherten  Werth  der 
Polhöhe  kennen.  Dieser  Ausdruck  liir  « gilt  tiir  Sterne, 
welche  auf  der  Südseite  de.s  Zeniths  culminiren.  Für  Sterne, 
die  auf  der  Nordseite  culminiren  hat  man  bei  der  oberen 
Culminatlon: 

_ cos  9 sin  (5—9) 

2 cos  5 

20 
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und  bei  der  unteren  Culininntion: 

cos  q)  «in  ( 1 80  — Gl  — ö)  ' 

a.  — 5 

2 cos  O 


V.  Bestimmung  des  Winkels  zwischen  den  Meridianen 
zweier  verschiedenen  Orte  auf  der  Erdoberfläche  oder 
des  Unterschiedes  ihrer  geographischen  Längen. 

41.  Kennt  man  die  Zeiten,  welche  Beobachter  an  ver- 
schiedenen Orten  der  Erdoberfläche  in  einem  und  demselben 
Augenblicke  zählen,  so  ist  dadurch  an  jedem  Orte  der  in 
diesem  Augenblicke  culminirendc  Punct  des  Aequators  gege- 
ben. Der  Unterschied  dieser  beiden  Puncto  des  Aequators 
oder  der  Unterschied  der  an  beiden  Orten  in  demselben 
Augenblicke  beobachteten  Zeiten  ist  also  gleich  dem  Bogen 
des  Aequators,  welcher  zwischen  den  Meridianen  beider  Orte 
enthalten  ist  oder  gleich  dem  Unterschiede  ihrer  geographi- 
schen Längen  und  da  die  tägliche  Umdrehung  der  Himmels- 
kugel  von  Osten  nach  Westen  vor  sich  geht,  so  liegt  ein 
Ort,  dessen  Zeit  in  einem  bestimmten  Augenblicke  hinter  der 
eines  andern  Ortes  zurück  ist,  westlich  von  diesem  Orte, 
üstlich  dagegen,  wenn  seine  Zeit  der  des  andern  Ortes  vor- 
aus ist.  Als  ersten  Meridian,  von  welchem  aus  man  die 
übrigen  nach  Osten  und  Westen  zu  rechnet , wählt  man  ge- 
wöhnlich den  Meridian  einer  Sternwarte  z.  B.  der  von  Paris 
oder  Greenwich.  In  der  Geographie  zählt  man  dagegen  die 
Längen  vom  Meridiane  von  Ferro  ab,  dessen  westliche  Länge 
von  Paris  20“  (/  oder  1*  20'  beträgt. 

Zur  Angabe  eines  und  desselben  Zeitmoments  an  ver- 
schiedenen Orten  der  Erde  bedient  man  sich  entweder  künst- 
licher Signale  oder  der  Beobachtung  solcher  himmlischer 
Erscheinungen,  welche  für  alle  Orte  der  Erde  in  demselben 
Augenblicke  eintreffen.  Dergleichen  Erscheinungen  sind  er- 
stens die  Mondsfinstemisse.  Denn  da  der  Mond  bei  einer 
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Verfinsterung  in  den  iSchattenkegel  der  Erde  tritt,  also  das 
Sonnenlicht  ihm  wirklich  entzogen  wird,  so  werden  An- 
fang und  Ende  einer  solchen  Finsternifs  sowie  die  Ein-  und 
Austritte  der  einzelnen  Flecken  von  allen  Orten  der  Erde 
aus  in  demselben  absoluten  Augenblicke  gesehen,  weil  die 
Zeit,  welche  das  Licht  braucht,  um  den  Halbmesser  der  Erde 
zu  durchlaufen,  uninerklich  ist.  Dasselbe  ist  der  Fall  mit 
den  Verfinsterungen  der  Jupiterssatclliten. 

Diese  Phänomene  wären  nun  sehr  bequem  zur  Bestim- 
mung der  Längenunterschiede,  weil  diese  unmittelbar  gleich 
(len  Unterschieden  der  Bcobachtungszeiten  an  den  verschie- 
denen Orten  der  Erde  sind,  wenn  sich  nur  das  Eintreffen 
derselben  mit  gröfserer  Schärfe  beohachten  licfse.  Da  aber 
der  Schatten  der  Erde  auf  der  Mondoberfläche  immer  nur 
sehr  schlecht  begrenzt  erscheint,  sodafs  die  Beobachtiingsfch- 
1er  hier  eine  Zeitminutc  und  mehr  betragen,  und  ebenso  die 
Ein-  und  Austritte  der  Jupitersatclliten  auch  niemals  plötzlich 
erscheinen,  also  auch  nicht  mit  vollkommener  Scharfe  beobach- 
tet werden  können,  so  werden  diese  Phänomene  in  jetziger 
Zeit  fast  gar  nicht  mehr  zur  Längenbestimmung  angewandt. 
Will  man  sich  aber  der  Verfinsterungen  der  Jupiterstraban- 
ten zu  diesem  Zwecke  bedienen,  so  ist  es  durchaus  erforder- 
lich, dafs  die  Beobachter  an  beiden  Orten  mit  gleich  starken 
Femröhren  versehen  sind,  und  dafs  sie  eine  gleich  grofse 
Anzahl  von  Ein-  und  Austritten  und  zwar  nur  des  ersten 
Trabanten,  dessen  Bewegung  um  den  Jupiter  am  schnellsten 
ist,  beobachten  und  aus  den  einzelnen  erhaltenen  Bestimmun- 
gen des  Längenunterschiedes  das  arithmetische  Mittel  nehmen. 
Man  wird  indessen  auch  bei  diesen  Vorsichtsmafsregcln  nie 
auf  ein  sehr  genaues  Resultat  hoffen  können. 

Benzenberg  hat  die  Beobachtungen  des  V^crschwindens 
der  Sternschnuppen  zur  Bestimmung  des  Längenunterschie- 
des vorgeschlagen.  Diese  Phänomene  lassen  sich  nun  zw’ar 
mit  grofser  Genauigkeit  beobachten,  sie  haben  indessen  wie- 
der den  Nachtheil,  dafs  man  nicht  vorher  weifs,  wann  und 
in  welcher  Gegend  des  Himmels  eine  Sternschnuppe  erscheint. 

20* 
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VV'^enn  man  also  auch  au  beiden  Orten  eine  grofse  Anzahl 
von  Sternschnuppen  beobachtet,  wird  man  doch  unter  denselben 
nur  wenige  identische,  zu  deren  Auffindung  man  überdies 
schon  eine  genäherte  Kenntnifs  des  Längenunterschiedes  nö- 
thig  hat,  erhalten. 

Sehr  genaue  Längenunterschiede  findet  man  durch  die 
Beobachtung  von  künstlichen  Signalen,  welche  man  durch 
die  plötzliche  Entzündung  einer  Quantität  Pulver  giebt.  Wie- 
wohl diese  Methode  nur  auf  Orte  anwendbar  ist,  deren  Ent- 
fernung von  einander  nicht  mehr  als  etwa  zehn  Meilen  be- 
trägt, so  kann  man  doch  auch  auf  diese  Weise  durch  die 
Verbindung  mehrerer  Signale  Längenunterschiede  von  ent- 
fernteren Orten  bestimmen.  Es  seien  nämlich  A und  li  die 
beiden  Orte,  deren  Längenunterschied  l man  finden  will 
und  dl,  A-2,  A~  etc.  dazwischen  liegende  Orte,  deren  unbe- 
kannte Längenunterschiede  respeetive  li,  Ij,  etc.  sein  mö- 
gen.*) Werden  dann  an  den  Orten  Aj,  A^,  -l-,  etc.  Signale 
zu  den  Ortszeiten  <i,  , tj  etc.  gegeben,  so  sieht  der  erste 

Ort  A das  Signal  von  A,  zur  Zeit  l,  — l,  — <->,  der  Ort  A-i 
dagegen  zu  der  Zeit  t,  + = öj.  Ferner  sicht  der  in  Aj 

befindliche  Beobachter  das  in  yl.i  gegebene  Signal  zu  der 
Zeit  tj  — = W-i,  der  in  A,  stehende  dagegen  dasselbe  Signal 

zu  der  Zeit  t,i+/|  = etc  Da  aber  die  gesuchte  Längen- 
differenz  l der  beiden  äufsersten  Puncte  gleich  /,  + ...  + 

ist  oder: 

/ = (ft'-O)  + (0,-0,)  + (0,-0;,)  etc. 

so  ist  also: 

l = 0„_,  - (©„_.-  - 0,_:,)  - ...  - (0,-0,)  - 0 

Man  braucht  daher  auf  den  inneren  Stationen,  wo  die 
Signale  beobachtet  werden,  keine  Zeitbestimmungen  zu  ma- 
chen, sondern  hat  nur  den  Gang  der  Uhr  zu  kennen  nöthig. 
Nur  fiir  die  beiden  äufsersten  Orte,  deren  Längenuntersehied 

*)  SodaCi  j4,  — A = , A2—A'  = Ij  etc. 
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bestimmt  werden  soll,  ist  eine  genaue  Zeitbestimmung  er- 
forderlich. 

Statt  der  Pulverblitze  bedient  man  sich  noch  besser  des 
von  Gaufs  erfundenen  Heliotrops,  eines  Instruments,  vermit- 
telst dessen  man  das  Sonnenlicht  nach  einem  entfernten 
Beobachter  hin  reHectiren  kann.  Hat  man  dann  das  Heliotrop 
auf  den  anderen  Beobachter  gerichtet,  so  giebt  das  plötzliche 
Venlecken  desselben  ein  Signal  ab. 

Ist  man  im  Besitze  einer  guten  tragbaren  Uhr,  so  kann 
man  durch  unmittelbare  Uebertragung  der  Zeit  von  einem 
Orte  zum  andera  den  Längenunterschied  erhalten , indem 
man  zuerst  an  dem  einen  Orte  den  Stand  und  Gang  der 
Uhr  bestimmt,  dann  die  Uhr  nach  dem  andern  Orte  über- 
trägt und  daselbst  wieder  eine  Zeitbestimmung  macht.  Hat 
man  nämlich  am  ersteren  Orte  den  Stand  der  Uhr  gleich  Au 

beobachtet  und  bezeichnet  man  den  täglichen  Gang  mit 

80  wird  der  Stand  der  Uhr  nach  a Tagen  gleich  Au-pa 

sein.  Findet  man  nun  für  die  von  der  ersten  Beobachtungs- 
zeit a Tage  entfernte  Zeit  u'  durch  Beobachtungen  an  dom 
andern  Orte  den  Stand  der  Uhr  gleich  Au,  so  hat  man, 
wenn  man  mit  l die  östliche  Länge  des  zweiten  Beobach- 
tuhgsortes  vom  ersten  bezeichnet,  die  Gleichung: 


u — l + Au  + 


(/.Au 

dt 


a 


u'  + Au' 


also 


/ = Au  + 


r/.  Au 
dt 


a 


Au' 


Dabei  ist  nun  vorausgesetzt,  dafs  die  Uhr  in  der  Zwi- 
schenzeit der  beiden  Beobachtungen  genau  denselben  Gang 
beibchalten  hat.  Da  dies  aber  in  aller  Strenge  selten  oder 
nie  der  Fall  sein  wird,  so  mufs  man,  wenn  man  die  Länge 
durch  diese  Methode  genau  bestimmen  will,  nicht  blos  eine 
Uhr  von  einem  Orte  zum  andern  übertragen,  sondern  deren 
so  viele  als  möglich  und  nachher  aus  den  durch  jede  Uhr 
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getundencn  Längenunterschieden  das  Mittel  nehmen.  Auf 
diese  Weise  bestimmte  man  den  Längenunterschied  verschie- 
dener Sternwarten  z.  B.  der  in  Pulkowa  und  der  in  Green- 
wich. Ebenso  findet  man  auf  diese  Weise  die  Länge  zur 
See  durch  Chronometer,  deren  Gang  und  Stand  gegen  die 
Zeit  eines  Hafens  man  vor  der  Abreise  feststellt. 

28.  Aufser  den  Beobachtungen  von  natürlichen  oder 
. künstlichen  Signalen,  die  an  den  Orten,  deren  Längenunter- 
schied bestimmt  werden  soll,  zu  gleicher  Zeit  gesehen  wer- 
den und  der  Zeitübertragung  durch  Uhren  bedient  man  sich 
zur  Längenbestimmung  auch  solcher  Phänomene  am  Himmel, 
welche  zwar  nicht  fiir  alle  Orte  der  Erde  in  demselben  Zeit- 
inomente  eintreffen,  die  man  aber  auf  ein  und  dasselbe  Zcit- 
moment  so  reduciren  kann,  dafs  durch  diese  llcduction  weiter 
kein  Fehler  hervorgebracht  wird.  Die  Bestimmung  der  Länge 
durch  solche  Phänomene  ist  besonders  vortheilhaft,  weil  die- 
selben der  Art  sind,  dafs  sie  sich  mit  grofsor  Schärfe  beobach- 
ten lassen  und  weil  sie  zugleiclj  iiir  einen  grofsen  Theil  der 
Erde  sichtbar  sind,  sodafs  dadurch  die  Längenunterschiede 
von  sehr  entfernten  Orten  bestimmt  werden  können.  Solche 
Phänomene  sind  nun  die  Bedeckungen  der  Himmelskörper 
unter  einander,  also  Bedeckungen  von  Fixsternen  und  Pla- 
neten durch  den  )Iond,  Sonnenfinsternisse  und  Vorübergänge 
des  Mcrcur  und  der  Venus  vor  der  Sonnenscheibc.  Da  alle 
diese  Himmelskörper  mit  Ausnahme  der  Fixsterne  eine  Pa- 
rallaxe haben , die  namentlich  beim  Munde  sehr  beträchtlich 
ist,  also  Beobachtern  an  verschiedenen  Orten  der  Enlober- 
flächc  in  demselben  absoluten  Zeitmomente  an  verschiedenen 
Orten  der  Himmelskugcl  erscheinen,  so  werden  die  Bedeckun- 
gen derselben  oder  die  Berührungen  ihrer  Bänder  für  ver- 
schiedene Orte  nicht  gleichzeitig  eintreffen.  Es  bedarf  also 
in  diesem  Falle  einer  Correction  der  Beobachtungen  we- 
gen der  Parallaxe,  indem  man  die  Zeit  kennen  mufs,  zu  wel- 
cher die  Himmelskörper  einander  bedeckt  hätten,  wenn  die- 
selben keine  Parallaxe  gehabt  hätten  oder  vielmehr,  wenn 
dieselben  vom  Mittelpuncte  der  Erde  aus  beobachtet  wären. 

Man  hat  also  zuerst  die  Ijängcn-  und  Brcitcnparallaxen 
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sowie  den  scheinbaren  Halbmesser  der  beiden  Gestirne  fiir 
die  Zeit  der  beobachteten  Ein-  oder  Austritte  zu  berechnen 
(oder  auch  die  Parallaxe  in  Rcctascension  und  Dcclination, 
wenn  inan  lieber  diese  Coordinaten  anwenden  will).  Dann 
erhält  man  in  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Pole  der  Eclipdc 
und  den  Mittelpuncten  beider  Gestirne,  in  welchem  die  drei 
Seiten  (nämlich  die  scheinbaren  Ecliptic- Poldistanzen  beider 
Gestirne  und  die  Summe  oder  Differenz  ihrer  Halbmesser) 
bekannt  sind,  den  Winkel  am  Pole  d.  h.  den  Unterschied 
der  scheinbaren  Längen  beider  Gestirne  zur  Zeit  der  Beobach- 
tung, woraus  man  durch  Anbringung  der  Längenparallaxen 
den  vom  Mittelpuncte  der  Erde  geselienen  Längenunterschied 
beider  Gestirne  fiir  die  Zeit  der  Beobachtung  findet.  Aus 
der  Gröfse  dieses  Winkels  und  der  bekannten  relativen  Ge- 
schwindigkeit beider  Gestirne  erhält  man  dann  die  Zeit  der 
wahren  Conjunction  d.  h.  die  Zeit,  wann  die  beiden  Gestirne 
vom  Mittelpuncte  der  Erde  aus  gesehen  dieselbe  Länge  hatten 
und  zwar  ausgedrückt  in  Zeit  des  Beobachtungsortes.  Hat 
man  nun  auch  an  einem  andern  Orte  eine  Bedeckung  beider 
Gestirne  oder  eine  Berührung  ihrer  Ränder  beobachtet,  so 
erhält  man  auf  dieselbe  Weise  die  Zeit  der  wahren  Conjunc- 
tion in  Zeit  dieses  Ortes  ausgedrückt.  Der  Unterschied  bei- 
der Zeiten  ist  dann  der  Unterschied  der  geographischen  Län- 
gen der  beiden  Orte. 

Wenn  nun  die  Zeiten  der  Berührungen  an  beiden  Or- 
ten vollkommen  genau  beobachtet  wären,  so  würde  man  auf 
diese  Weise  eine  genaue  Längenbestimmung  erhalten,  wenn 
die  Data,  welche  man  zur  Reduction  auf  den  Mittelpunct  der 
Erde  anwendet,  ganz  genau  waren.  Da  dieselben  indessen 
immer  kleinen  Fehlern  unterworfen  sind,  so  mufs  man  noch 
den  Einflufs  derselben  auf  das  Resultat  bestunmen  und  diese 
Fehler  selbst  durch  die  Combination  der  Beobachtungen  zu 
eliminiren  suchen. 

Dies  ist  die  ältere  Methode,  deren  man  sich  früher  im- 
mer bediente,  um  den  Längenunterschied  der  Orte  aus  Beobach- 
tungen von  Verfinsterungen  herzuleitcn.  Jetzt  verfährt  man 
auf  etwas  andre  Weise.  Indem  man  nämlich  von  der  Glei- 
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chung  ausgeht,  welche  die  Bedingung  der  Berührung  der 
Ränder  der  beiden  Gestirne  ausdrückt  und  nur  geocentrischc 
Gröfsen  enthält,  entwickelt  man  eine  andre  Gleichung,  deren 
unbekannte  Gröfse  die  Conjunctionszeit  oder,  da  man  diese 
selbst  nicht  zu  kennen  braucht,  umnittclbar  der  Längenun* 
tcrschied  ist. 

29.  Man  sicht  die  Ränder  zweier  Gestirne  in  Berührung, 
wenn  das  Auge  sich  in  der  beide  Gestirne  einhüllenden 
krummen  Fläche  befindet.  Da  nun  die  Himmelskörper  so 
nahe  kugelförmig  sind,  daf's  man  auf  die  kleine  Abweichung 
von  der  Kugelgestalt  hier  keine  Rücksicht  zu  nehmen  hat, 
so  wiril  die  einhüllcndc  Fläche  die  Oberfläche  eines  geraden 
Kegels  sein  und  zwar  wird  es  immer  zwei  einhüllende  Dop- 
pelkegel geben,  indem  die  Spitze  des  einen  zwischen  beiden 
Gestirnen,  die  des  andern,  vom  grölscren  Gestirne  aus  ge- 
rechnet, jenseits  des  kleineren  liegt.  Befindet  sich  das  Auge 
in  der  Oberfläche  des  ersteren  Kegels,  so  sieht  man  die 
äufserc  Berührung  der  beiden  Gestirne,  iin  anderen  Falle 
die  innere. 

Die  Gleichung  des  geraden  Kegels  wird  nun  am  ein- 
fachsten, wenn  man  dieselbe  auf  ein  rechtwinkliges  Axensy- 
stein  bezieht,  von  welchem  die  eine  Axe  mit  der  Axe  des 
Kegels  selbst  ziisamrnenfällt.  Ist  dann  der  Kegel  ein  solcher, 
dessen  Durchschnitte  senkrecht  auf  die  Axe  Kreise  sind,  so 
ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  desselben  bekanntlich: 

= (c-z)*  tsng/’ 

wo  c die  Entfernung  der  Spitze  des  Kegels  von  der  Grund- 
fläche der  Coordinaten  bezeichnet  und  f der  Winkel  ist,  wel- 
chen die  Axe  des  Kegels  mit  einer  Seitenlinie  desselben 
macht. 

Man  raufs  nun  die  Gleichung  desjenigen  Kegels  suchen, 
welcher  die  beiden  Gestirne  cinhüllt  und  zwar  bezogen  auf 
ein  Axensystem,  dessen  eine  Ajcc  durch  die  Mittclpunctc  der 
beiden  Gestirne  geht.  Setzt  man  dann  in  dieser  Gleichung 
statt  der  unbestimmten  Coordinaten  a,  y,  z die  Coordinaten 
eines  Erdorts,  auf  dasselbe  Axensystem  bezogen,  so  erhält 
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man  die  Grundgleichung  der  Theorie  der  Finsternisse.  Zu 
dem  Ende  mufs  man  zuerst  die  Lage  der  geraden  Linie  be- 
stimmen, welche  die  Mittelpuncte  der  beiden  Gestirne  ver- 
bindet. Ist  aber  a und  d die  llcctascension  und  Declinatiun 
desjenigen  Punctes,  in  welchem  der  Mittclpunct  des  entfern- 
teren Gestirns  vom  Mittelpuncte  des  näheren  aus  gesehen 
wird  oder  in  welchem  die  durch  die  Mittelpuncte  beider  Ge- 
stirne gehende  gerade  Linie  die  scheinbare  Hinmielskugel 
trifft,  G die  Entlcmiing  beider  Gestirne,  bezeichnen  ferner  «,  ö 
und  A die  geoccntrische  Keetascension,  Declination  und  Ent- 
fernung des  näheren  Gestirns,  u,  A'  und  A'  dasselbe  Itir  das 
entferntere,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

(jf  cos  d cos  « = A*  cos  S cos  — A cos  S cos  a 

O cos  (t  sin  a = A'  cos  6'  sin  a'  — A cos  3 sin  a 

Cr  sin  = A'  sin  ly  — A sin  3 

oder : 

G cos  d cos  (tt—OL)  = A^  cos  3^  — A cos  3 cos  (a  — a) 

G cos  d sin  (ji—a')  = — A cos  3 sin  (ce  — «') 

G sin  = A*  sin  3'  — A sin  3 


Wählt  man  den  Aequatorealhalbmesser  der  Erde  als 
Einheit,  so  mufs  man,  «Venn  A und  A'  in  Theilcn  der  halben 

grofsen  Axe  der  Erdbahn  ausgedrückt  sind,  jetzt  , 

und  -r^ — statt  A'  und  A nehmen,  wo  :t  die  Horizontal- 
sm  IC 

Aeqiiatorealparallaxc  des  nähern  und  -ti  die  mittlere  Horizon- 
tol-Aequatorealparallaxe  für  das  entferntere  Gestirn  bezeichnen 
und  erhält  dann: 


* I r f\  A f ^ jt/  £ y f\ 

Sin  n O cos  U cos  (a—a  ) = A ^ cos  0 — cos  0 cos  (a  — a) 

sm  ir 

sin  TC  G cos  d sin  (a  — u)  = — cos  3 sin  («  — «') 

sin  TC  O sin  d 


f 8in  it  , ■ jt 

A sm  o — sm  0 

Bin  n 


Da  nun  auch: 

sin  :t  fr  cos  d = A'  — % cos  3'  cos  (a—u)  — cos  3 cos  (a  — a) 
sin  sc 
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80  hat  man: 


lang  («  —a)  — 


und: 


sin  5t  cos  I 


: X' 

ii  sin  5t  cos  O 

sin  5t'  cos  S , 

1 - X,  coot«— a) 

a sia  5t  cos  o 


Mn 

^7^-  8m(6-6') 


lang  (li— Ä ) = — - 


A'  sin  5t 


sin  5t' 
A'  sin  5t 


cos  (6  — 6') 


Da  tiir  SonnenKnstornisse  eine  kleine  Gröfse  ist, 

sin  51 

SO  erhält  man  hieraus  nach  Formel  (12)  in  Nr.  11  der 
Einleitung: 


, sin  5t'  cos  6 , 

" = “ - Fsin,  • ^^6' 

d = ö'  - -4^  («-«') 

A sm  5t 

und,  wenn  man  setzt: 

O sin  5t' 


9 = 


A' 


auch  noch: 


(^) 


9 = 1 


sin  5t 
A'  sin  5t 


Man  denke  sich  nun  ein  rechtwinkliges  Axcnsystcm,  des- 
sen Diirchschnittspunct  im  Mittelpuncte  der  Erde  liegt.  Die 
Axe  der  y sei  nach  dem  Nordpole  des  Aequators  gerichtet, 
die  Axen  der  x und  z sollen  dagegen  in  der  Ebene  des 
Aequators  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  Axe  der  z und  x 
nach  Fünften  gerichtet  sind,  deren  Kectascensionen  a und  90+a 
Dann  sind  die  Coordinaten  des  näheren  Gestirns  in  Bezug 
auf  diese  Axen: 


i'  = A cos  6 cos  («  — «)  , ,v'  = A sin  6 , 3"'  =:  A cos  6 sin  (a  — o) 
Denkt  man  sich  nun  die  Axen  der  y und  z in  der  Ebene 
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der  yz  um  den  Winkel  — d gedreht*),  sodafa  dann  die  Axe 
der  z nach  demjenigen  Puncte  gerichtet  ist,  dessen  Rectas- 
cension  und  Declination  a und  d ist,  so  erhält  man  liir  die 
Coordinaten  des  näheren  Gestirns  in  Bezug  auf  dies  neue 
Axensystem : 

_ sin  5 sin  (i  + cos  6 cos  d cos  (a  — n) 
sin  K 

sin  6 cos  d — cos  5 sin  d cos  (u  — a) 

.'/  = : 

sin  :r 

cos  6 sin  («— «) 
sin  ■x 


oder  auch: 

cos  (ö—d)  cos  J (lit  — n)*  — cos  (<5  + <i)  sin  J («— o)’ 
sin  X 

_ sin  (Ö  — d)  cos  I («—«)’  + sin  (6  + i/)  sin  \ («  — o)’ 
^ ~ sin  X 

cos  S sin  (u—ti) 

X — : 

sm  X 


(O 


Die  Axe  der  z ist  jetzt  parallel  der  Linie,  welche  die 
Mittclpuncte  beider  Gestirne  mit  einander  verbindet.  Läfst 
man  die  Axe  der  z mit  dieser  Linie  zusammenfallen,  so  wer- 
den die  Coordinaten  x und  y jetzt  die  Coordinaten  des  Mit- 
tclpuncts  der  Erde  in  Bezug  auf  den  neuen  Anfangspunct, 
aber  negativ  genommen. 

Die  Coordinaten  eines  F^rdorts,  dessen  verbesserte  Pol- 
höhe tp',  dessen  Stemzeit  ö und  dessen  Entfernung  vom  Mit- 
lelpunete  {>  ist,  sind  nun,  wenn  man  den  Anfangspunct  im 
Mittelpunetc  der  Erde,  die  Axe  der  <;  aber  parallel  der  Linie 
annimmt,  welche  die  Mittclpuncte  beider  Gestirne  verbindet: 

4 = Q [sin  (/  sin  tp'  + cos  d cos  qi’  cos  (0  — «)J 

»;  = Q [cos  d sin  tp'  — sin  d cos  ip'  cos  (0  — (i)[  (D) 

4 = cos  (p*  sin  (0— «) 


*)  Der  Winkel  d inufs  negativ  genoninieii  werden,  da  die  Drehung 
von  der  positiven  Seite  der  Axe  der  z nach  der  [lositiven  Seite  der 
Axe  der  y zu  erfolgt. 
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Uic  Coordinaten  dieses  Ortes  in  Bezug  auf  ein  Axen- 
sjstem,  dessen  Axe  der  z die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punctc  beider  Gestirne  selbst  ist,  sind  dann: 

4-x  , t\—y  und  ^ 

und  die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dafs  der  durch  g,  v 
und  W bestimmte  Ort  der  P^rdoberfläche  in  der  Fläche  des 
beide  Gestirne  cinhüllenden  Kegels  liegt,  wird  daher: 

(r-4)  ’ + Cv->i)  * = (c-4)  ’ t«ng/’ 
wo  nun  noch  c und  / durch  Gröfsen  ausgcdriickt  werden 
müssen,  welche  sich  auf  den  Mittclpunct  der  Erde  beziehen. 
Den  Winkel  /'  findet  man  aber,  wie  man  sogleich  sieht,  durch 
die  Gleichung: 

sw/=  — 

WO  r und  r'  die  Halbmesser  beider  Gestirne  bezeichnen  und 
wo  das  obere  Zeichen  fiir  äufsere,  das  untere  fiir  innere  Be- 
rührungen gilt.  Da  nun  G in  Theilen  des  Erdäquators  aus- 
gedrückt war,  so  müssen  auch  r und  / auf  diese  Einheit 
bezogen  werden.  Bezeichnet  also  i:  den  in  Theilen  des  Erd- 
äquators ausgedrückten  Mondhidbmesser  und  /i  den  Halb- 
messer, in  dem  die  Sonne  in  der  Entfernung,  welche  gleich 
der  halben  grofsen  Axe  der  Erdbahn  ist,  erscheint,  so  erhält 
man,  da: 

, sin  A 


auch: 


f - rr-. 1 fsia  h ± k sin  n'l 

G Bin  « ' 

oder: 


sin  f = —7—  fsin  h ± k sin  wl 
A 9 


Es  ist  aber: 


log  sin  k'  = 5.6186145 


(^) 
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ferner  X:  nach  Burkhardts  Mondtafeln  gleich  0.2725  und  h 
nach  Bcsscl  gleich  15'  59".788,  also  ist: 

log  [sin  A + sin  a'J  = 7.6688041  für  Unfscrc  Berührungen 
log  [sin  A — A- sin  Vj  = 7.6666903  für  innere  Berührungen 

Nun  ist  noch  die  Grröfse  c oder  die  Entfernung  der 
Spitze  des  Kegels  von  der  Ebene  der  scy  auszudrücken.  Es 
ist  aber,  wie  man  leicht  sieht: 


c 


* ± 


k 

sin/ 


(7) 


wo  wieder  das  obere  Zeichen  für  äulsere,  das  untere  fiir  in- 
nere Berührungen  gilt.  Bezeichnet  man  dann  c tang / d.  h. 
den  Radius  des  Durchschnitts  des  Schattcnkegels  mit  der 
Ebene  der  xy  durch  l und  tang  f durch  A,  so  wird  die  all- 
gemeine Gleichung  der  Finsternisse,  die  also  ausdrückt,  dafs 
der  durch  cp',  O und  o bestimmte  Ort  der  Erdoberiläcdie  in  der 
Oberfläche  des  beide  Gestirne  einhüllenden  Kegels  liegt: 

(x-4)’  + 0-»i’)  = (7-A4)’ 

Da  die  Gröfse  l immer  positiv  ist,  so  mufs  man  tang  f 
oder  A negativ  nehmen,  wenn  man  aus  der  Gleichung  (F\ 
fiir  c einen  negativen  Werth  findet. 

Die  Gröfsen,  welche  zur  Berechnung  von  x,y,z  und  4» 
und  4 nach  den  Gleichungen  (6’)  und  (/>)  dienen,  werden 
aus  den  Monds-  und  Sonncntafeln  entnommen.  Da  diese  in- 
dessen immer  mit  kleinen  Fehlern  behaftet  sind,  so  werden 
auch  die  berechneten  Werthe  von  x,  y etc.  von  den  wahren 
verschieden  sein.  Sind  daher  Aj,  Ay  und  A/  die  Aenderun- 
gen,  welche  man  zu  den  berechneten  Werthen  von  x,  y und  l 
hinzuzufügen  hat,  um  die  wahren  Werthe  zu  erhalten,  so 
wird  die  vorige  Gleichung:*) 

(x+Ax-4)’  + Oy  + Ay-'i)’  = (t+A/-A4)> 


•)  Kehler  in  <i,  d und  A werden  hier  vernachläfsigt,  weil  sich  die- 
selben doch  nicht  aus  den  Beobachtungen  der  Finsternisse  bestimmen 
lassen. 
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Es  seien  nun  die  Werthe  von  u,  ö,  6'  und  rt'  aus 

den  Tafeln  oder  astronomischen  Ephemeriden  für  die  Zeit  T 
des  ersten  Meridians  genommen.  Die  gesuchte  Zeit  des  er- 
sten Meridians,  zu  welcher  ein  Moment  einer  Finsternifs 
beobachtet  ist,  sei  dann  T+7",  so  hat  man,  wenn  j-«  und 
die  Werthe  von  x und  y ftir  die  Zeit  7'  und  a/  und  y'  die 
DifTercntialquotienten  von  x und  y bezeichnen: 

X = x„  + 3^  7^  und  V = .Vo  + j/  7^ 

Auf  ähnliclie  Weise  erhielte  inan  auch  die  Gröfsen  4,  i; 
und  4 ftns  zwei  solchen  Theilen  zusammengesetzt.  Da  diese 
Gröfsen  sich  aber  immer  sehr  langsam  ändern  und  man  in 
der  Regel  schon  immer  einen  genäherten  Werth  für  den 
Längenunterschied  also  für  die  der  Beobachtungszcit  entspre- 
chende Zeit  des  ersten  Meridians  kennt,  so  kann  man  diese 
Grölsen  schon  immer  für  diese  Zeit  als  bekannt  voraussetzen. 

Die  vorige  Gleichung  wird  daher: 

+ / + y V'+A.v]’  --  (l+Al~i~y 

Aenderten  sich  nun  x und  y der  Zeit  proportional,  so 
wären  x und  y'  constant,  und  man  hätte  zur  Berechnung 
derselben  die  Kenntnifs  der  Zeit  7'+  T nicht  nöthig.  Dies 
ist  nun  zwar  nicht  der  Fall,  da  aber  die  Aenderungen 
von  y und  y'  sehr  klein  sind  gegen  die  Aenderungen  von  x 
und  y selbst,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  durch  Nähe- 
rungen auflösen,  welche  sehr  schnell  convergiren. 

Setzt  man  nun: 

x'  i — y I — Ax 
y I + x!  i'  = Ay 

ferner: 

m sin  3/  = 1(1 —4  n »\n  N = x!  \ 

»neos  3/  = y^  — ri  neos  N — y'  (fV)  5 

l - = L \ 

so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(/.  + A0*  = [»»*  cos  (3/-A')  + fl  (r'  + i)J’  + [f/i  sin  (3/— AO  - n fj’ 
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und  man  erhält  hieraus,  wenn  man  die  Quadrate  von  i' 
und  Al  vernaehläfsigt,  fiir  7’'+;  die  quadmtische  Gleichung: 


2 m 


(7''+0’+—  cos  (M-N)  CJ'+i)  = 


A’— w’sin  (ü/— iV)’  m’cos(/l/— A")’ 


+ - — sin  (it/  A")  «'  + Al 
n n 


Löst  man  diese  Gleichung  nach  T'+i  auf  und  be- 
denkt, dafs: 

V(x  + Ax)  = I z + ^ ^ 

^ \ X 

SO  findet  man,  wenn  man  setzt: 


I.  sin  = m sin  (.1/— A'') 


7'  = — — cos  {M—N)  ^ ^ — I T tnng  t"  -F  — sec 


oder  mit  Ausnahme  des  Falles,  dafs  sehr  klein  ist: 


7'  = . i t lang  i — sec  rl> 

n am  n 


Da  nun  die  Zeit  des  Eintritts  immer  früher  als  die  des 
Austritts  ist,  also  7'  für  den  Eintritt  einen  kleineren  positi- 
ven oder  gröfseren  negativen  VV^erth  haben  raufs  als  für  den 
Austritt,  so  gilt,  wenn  man  den  Winkel  i|>  immer  im  ersten 
oder  vierten  Quadranten  nimmt,  das  obere  Zeichen  für  den 
Eintritt,  das  untere  dagegen  für  den  Austritt,  wie  man  so- 
gleich aus  der  ersteren  Form  der  Gleichung  für  J*  sieht. 
Nimmt  man  aber  für  den  Eintritt  rf»  in  dem  ersten  oder  vier- 
ten, für  den  Austritt  dagegen  in  dem  zweiten  oder  dritten 
Quadranten,  so  ist  fiir  beide  Fälle: 


T = - 


m sin  (M—Al'+il’) 
n sin  i)> 


i'  tiing  iji 


n 


sec  tjj 


oder: 

7’'  = — — cos  (A/  — A')  — - — i — t f ang  tb  — — sec  tji  (J) 

n n n 
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Nur  fiir  ringfiirmigc  Sonnenfinsternisse  ist  der  Austritt 
bei  der  inneren  Berührung  früher  als  der  Eintritt.  Man  mufs 
also  dann  für  den  Eintritt  tj'  in  dem  zweiten  oder  dritten, 
für  den  Austritt  dagegen  in  dem  ersten  oder  vierten  Qua- 
dranten nehmen. 

Die  Gleichung  {J)  löst  man  nun  durch  auf  einander  fol- 
gende Is'äherungen  auf.  Man  berechnet  zu  dem  Ende  die 
Wertlic  a;,  y,  z,  a,d,  g,l  und  X nach  denFormeln  (A),  {B),  {O,  {E) 
und  (JF)  fiir  mehrere  auf  einander  folgende  Stunden,  sodafs 
man  nach  den  Interpolationsformeln  die  Werthe  von  und  yo 
sowie  deren  Differentialquotienten  fiir  eine  jede  Zeit  finden 
kann.  Dann  nimmt  man  ein  T an,  so  genau  als  cs  die  bei- 
läufige Kenntnifs  des  Längenunterschiedes  erlaubt,  interpolirt 
für  diese  Zeit  die  Gröfsen  y#,  x'  und  y'  und  findet  da- 
durch mit  Hülfe  der  Formeln  (Z>),  {G),  {II)  und  (J)  einen 
genäherten  Werth  für  7’'.  Mit  dem  Werthe  7'+  7*  wieder- 
holt man  dann,  wenn  es  nöthig  ist,  die  vorige  Kechnung. 
Bezeichnet  man  den  in  der  letzten  Näherung  angenommenen 
Werth  wieder  mit  7'  und  die  gefundene  Verbesserung  mit  7’', 
so  ist  dann  7’+ 7*  = t—d,  wo  t die  Beobachtungszeit  und  d 
den  östlichen  Längenunterschied  des  Beobachtungsortes  vom 
ersten  Meridian  d.  h.  also  desjenigen  Meridians  bezeichnet, 
dessen  Zeit  der  Berechnung  der  Gröfsen  x,  y , z etc.  zum 
Gnmde  liegt. 

Es  ist  also: 


d = t—T  + — cos  (M—N)  + — cost!>+  i + f taug  + — sec  lii 
n n n 


, m sin  (jU— A’+i'O  . 

= t~T  + 5^7—7 + • + > 

n sm  i’* 


Al 

tang  x!’  + — sec  V« 
n 


(A') 


Da  die  Werthe  von  x'  und  y so  gefunden  werden,  dafs 
ihnen  die  mittlere  Stunde  als  Zeiteinheit  zum  Grunde  liegt, 
so  setzt  die  obige  Formel  fiir  d dieselbe  Zeiteinheit  voraus. 
Will  man  aber  den  Längcnuntcrschicd  d in  Zcitsccunden  ha- 
ben, so  mufs  man  die  Formel  mit  der  Anzahl  « von  Secun- 
den,  die  auf  eine  Stunde  derjenigen  Zcitort  gehen,  in 
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welcher  die  Beobachtung  ausgedriiekt  ist,  inuldplicircn.  Da- 
durch wiixl  dann  auch  t—T  in  Secunden  derselben  Zeitart, 
in  der  t angegeben  ist,  ausgedrückt  oder  T bezeichnet  die 
mit  t gleichrnäfsig  ausgedrückte  Zeit. 

Die  Gleichung  (AT)  giebt  nun  nicht  den  Längenunter- 
schied des  Beobachtungsortes  vom  ersten  Meridian^  sondern 
vielmehr  eine  Kelation  zwischen  demselben  und  den  Fehlern 
der  Rechnungseleroentc.  Hat  man  aber  an  verschiedenen 
Orten  dieselbe  Finstemifs  beobachtet,  so  erhält  man  fiir  einen 
jeden  Ort  so  viele  solcher  Gleichungen,  als  man  Momente 
der  Finstemifs  beobachtet  hat.  Durch  die  Combination  die- 
ser Gleichungen  eliminirt  man  dann,  wie  man  nachher  sehen 
wird,  die  Fehler  eines  oder  mehrerer  liechnungselementc  und 
macht  auf  diese  Weise  das  Resultat  von  den  Fehlem  der  Ta- 
feln so  viel  als  möglich  unabhängig. 

Man  muls  nun  noch  die  Gröfsen  t und  t"  entwickeln, 
welche  durch  die  Gleichungen: 

f • t •/  A 

XI  - y t — Ar 

;/i  + j' t — A.v 

oder: 

nt  = sin  N Ar  + cos  A’At/ 
nf  = sin  NAy  — cos  N Ar 

bestimmt  waren.  Die  Grüisen  a und  1/  hängen  von  <»— « 
6—d  und  « ab.  Nimmt  man  also  diese  Grölsen  als  fehler- 
haft an,  so  wird: 

Ax  = A A(a  — n)  + Ü A{6—il)  t.'Ait 
Ay  = A'A(a-a)  + A(Ä-<0  -»■  C' Av 

wo  .d,  JJ,  C die  Diflerentialquotienten  von  x in  Bezug  auf 
u — a,  6—d  und  :t,  yt',  H , C dagegen  dieselben  Differential- 
quotienten  von  y sind.  Da  nun  A(m— a),  A(6  — d)  und  A tr 
immer  nur  kleine  Gröfsen  sind,  so  kann  man  in  den  Aus- 
drücken fiir  die  Differentialquotienten  die  Glieder,  welche 
sin  (u—a)  und  sin  (f>  — d)  als  Factor  enthalten,  vernachlässigen, 

21 
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dagegen  cos  («— o)  und  cos  (6  — c/)  gleich  eins  setzen  und 
erhält  dann; 

CIW  d cos  6 

.1  = cos(a  — n)  = . — 

sm  n Sill  Ä 

sin  6 sin  (u—ri) 

ß = - ' = 0 

sin  Tt 


C = - 
.1'  = + 
Jf  = 


cos  S sin  (u  — n)  cos  ir 
sin 

cos  S sin  d sin  («  -n) 


sin  7t 
cos  (S  —d)  1 

sin  7t  sin  7t 


I 

lang  n 
0 


t’' 


■V 

langer 


Du  nun  i und  i,  also  auch  — «),  A(6—d)  und  i^rt 
in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt  sind,  so  müssen  diese 
Differentialquotienten,  wenn  man  die  Fehler  der  Elemente  in 
Secunden  erhalten  will,  mit  20ti2ti5  dividirt  werden.  Setzt 
man  dann: 


5 

: = h 

206265  . n sin  X 

SO  wird: 

i = A sin  cos6A(a— fl)  + A cos iV A (ö  — i/)  — A cosxAxfTsin  A’^+y  co.s  A’J 
i'  =— AcosA^cosÄA(a— o)  + A sin  A’A(<5  - </)  + AcosxA  xfj-cosAT— y sin  A^) 

also,  wenn  man  die  obere  Gleichung  mit  cos  ij>,  die  untere 
mit  sin  i|i  multipUcirt : 

[«  + i"  lang  ijij  — = siii(iV— i}j)cos(5A(a  — fl)  + cos(A^— »|')A(Ä— i/) 
— cos  xAx  fx  sin  (A^— ij>)  + y cos  (A'^— ij>)J 
Damit  erhält  man  dann: 


m sin  (,W  — A +ij»)  sin(A— ij')  ^ ^ 

d = t — / + - * . — + A cos  6A(«— n) 

n sin  tj)  cos 


cos  ijj 


+ A 


cos  ij> 


206265  sin  xAt 


— A cos  xAx 


/x  sin  (Af — ij')  + V cos  (AT— iJ')N 


V 


cos  l|j 
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uclcr  auch,  wenn  man  setzt; 


f = wn  iV  cos  5A  (a— n)  + eosA’A(6  — </) 

^ — cosiV  C08ÖA(u— >'/)  + »in  A'^A(Ä— (/) 

fj  = ‘iOUaGä  »in  5t  A/ 

0 = cos  5t  A 51 

X »in  (A^— tj')  + .'/ CO»  (iV— I/.) 

/5  — 

COS  ij’ 

. ^ "*  sin  (Af— A''+ 1!') 

ä = t—T  + — . * : ^+Ae+A4tanß;!' + Afjsec«l>— A/i0  (M) 

n sintj» 


Jede  Beobachtung  eines  Moments  einer  Verfinsterung 
giebt  nun  eine  solche  Gleichung  und  da  dieselbe  ftinf  unbe- 
kannte Gröfsen  enthält,  so  werden  fünf  solcher  Gleichungen 
zur  Bestimmung  derselben  hinreichen.  Die  Gröfsen  tj  und  W 
wird  man  aber  in  der  Kegel  nicht  bestimmen  können,  wenn 
nicht  die  Beobachtungen  an  Orten,  welche  sehr  weit  von  ein- 
ander entfernt  liegen,  angcstellt  sind.  Indessen  wird  doch 
die  Berechnung  der  Coefficienten  immer  den  Einflufs  zeigen, 
welchen  Fehler  in  den  Werthen  von  5t  und  l auf  das  Resul- 
tat haben  können.  Man  wird  also  in  der  Kegel  immer  nur 
den  Mittagsunterschied  von  den  Fehlem  ^ und  e zu  befreien 
suchen,  aber  die  letztere  Gröfse  nur  dann  bestimmen  können, 
wenn  der  Mittagsunterschied  eines  Ortes  vom  ersten  Meridiane 
bekannt  ist.  Kennt  man  dann  f und  4 t so  erhält  man  da- 
raus die  Fehler  der  Tafeln  in  Kcctuscension  und  Dcclination 
durch  die  Gleichungen: 

cos  (5  a (u— «)  = f »in  A'  — 4 cos  A' 

A <5  = s cos  N + 4 sin  •'V 


Die  sämmtlichen  Formeln,  deren  man  zur  Berechnung 
des  Längenunterschiedes  aus  einer  Sonnen- Finstcraifs  bedarf, 
sind  nun  also,  noch  einmal  der  Uebersicht  wegen  zusammen- 
geslellt  die  folgenden: 


, Sill  5t 

a - a - 


A'  sin  5t 


n (“-«') 


rf  = ,y  _ («-«') 


ff  = \ - 


A'  »in  5t 
»in  5t' 
A'  »in  5T 


21' 


(0 


Digitized  by  Google 


324 


wo  n,  S lind  Tt  Rcctasceneion , DecHnntion  und  Horizontal - 
Aeqiiatorealparnllaxe  des  Mondes,  u',  ö',  6.'  und  :i'  dagegen 
Rectascenaion,  Declination,  Entfernung  und  mittlere  Horizon- 
tal-Aequatorealparallaxe  der  Sonne  bezeichnen: 


S 

z 


_ cos  d sin  (a  — <i) 
sin  7t 

sin  (A  — fi)  cos  J(a  — o)’  + sin  (5  + </)sin  1 (u  — «) 
sin  7t 

cos  (<5  — rf)  cos  J(a  — «)’  — cos(d+<t)sin  5 (a  — n) 
sin  TT 


sin  f — 


[sin  h ± k sin  ti] 


(3) 


(2) 


wo: 


log  [sin  A + A'  sin  Tt'J  = 7 . C58804  1 
fiir  äiifsere  Berührungen  und: 

log  [sin  li  — k sin  7t']  = 7 . IJ668903 


für  innere  Berührungen  gilt: 


(4) 


wo  wieder  daa  obere  Zeichen  fiir  iiiilaere,  das  untere  für 
innere  Berührungen  gilt. 

tang  /"  = A 

, - (3) 

I = c/. 

WO  A immer  dasselbe  Zeichen  wie  c erhält: 

4 = g cos  tp'  sin  (0— n) 

t/  = g [cos  (f  sin  9'  — sin  ä cos  9'  cos  (0  — n)j 
4 = g [sin  d sin  9'  + cos  d cos  9'  cos  (0  — o)j 

WO  9'  und  g die  verbesserte  Polhöhe  des  Beobachtungsortes 
und  seine  Entfernung  vom  Mittclpuncte,  0 dagegen  die  beob- 
achtete Stemzeit  eines  Ein-  oder  Austritts  bezeichnet. 
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Ist  dann  für  eine  Zeit  7': 


.V  = ,v„ 


so  berechnet  man: 


m sin  M = ^o~4 


dr 

d l ~ 
d / 


n sin  W = x 


, l-).4  = L (7) 


m cos  M — — >i  n cos  N = y 

I.  sin  ij)  = in  sin  (.1/— A^)  (8) 

WO  fiir  Eintritte  ij'  i>n  ersten  oder  vierten  , für  Austritte  iin 
zweiten  oder  dritten  Quadranten  zu  nehmen  ist  und: 

^ tn  sin(\f  — N+\l>)  m 7 cos  il> 

T = - > — * cos  {M  — N) 

n sin  i|>  n n 

Dann  ist: 

d = t — T ~ 7'  + As  '+  h 4 taug  iji  (10) 

wo: 


(9) 


206265  .n  sin  n 

£ = sin  cos  6A  («— <i)  + cosA^Afd  — <i) 

4 — — cos  A’  cos  dA(a  — «)+  sinA?^A(ö  — d) 

also: 

cos  fi  A(a  — n)  = f sin  A^  — 4 cos  A’ 

A (6  — (/)  = £ cos  A'^  + sin  A^ 


Beispiel.  Am  7.  Juli  1842  fand  eine  Sounenlinsteruirs 
statt,  bei  welcher  in  Wien  und  Pulkowa  die  folgenden  Mo- 
mente beobachtet  wurden: 


Wien: 

Innere  Berührung  beim  Eintritt  18*  4 9' 2ö".  0 mittlere  Wiener  Zeit 
Innere  Berührung  beim  Austritt  18  51  22  .0 

Pu  Ikowa: 

Aeufsere  Berührung  beim  Eintritt  19*  7'  9".  5 mittlere  l’ulkowiier  Zeit 

Acufsere  Berührung  beim  Austritt  21  1252.0 
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Nach  dem  Berliner  Jahrbuchc  hat  man  die  folgenden 
Oerfer  der  Sonne  und  des  Mondes: 


N.BerUeil 

! (X 

6 

t 

u 

A' 

17* 

105“  8'49".  93 

+ 23“22'l0".35 

1Ü6“50'38".49 

+ 22"33'24".46 

18* 

47  43  .31 

15  0.34 

53  12  .37 

33  7 .93 

19* 

106  26  34  . 14 

7 40  .45 

55  46  .24 

32  51  .36 

20* 

107  5 22  .32 

0 10  .75 

58  20  .09 

32  34  75 

21* 

44  7 .75 

22  52  31  .29 

107  0 53  .94 

32  18  . 09 

22* 

108  22  50  .34 

44  42  .13 

3 27  . 78 

32  1 .40 

a 

log  A' 

17* 

59'  55". 06 

0.0072061 

18* 

56  .37 

56 

19* 

57  .65 

5 I 

20* 

58  .91 

46 

21* 

60  0.14 

41 

22* 

1 .35 

36 

Berechnet  man  nun  zuerst  die  Grröfsen  a,  d und  </  nach 
den  Formeln  (1),  so  erhält  man: 

a d log  y 


18* 

106" 

53' 

21". 

53 

+ 22"  83' 

2". 

04 

9.9989808 

19* 

55 

50 

.33 

32 

16  . 

.47 

11 

20* 

58 

19 

.10 

82 

30 

.87 

15 

21* 

107 

0 

4 7 

.88 

32 

16 

.25 

19 

Ferner  findet  man  nach  den  Formeln  (2),  (3),  (4) 
und  (3): 


17* 



X 

1.5632144 

+ 

.» 

0.8246864 

log  c 

1.7585349 

18* 

- 

1.0061154 

+ 

0.7039354 

1 . 7534833 

19* 

- 

0.4489341 

+ 

0.5827957 

1.7583923 

20* 

+ 

0.1082514 

+ 

0.4612784 

1.7582614 

21* 

+ 

0.6653785 

+ 

0.3393985 

1.7580909 

22* 

+ 

1.2224009 

+ 

0.2171603 

1.7578799 

l log  k 


Acufsere  Berührung  Innere  Berührung  Aeufsere  Berühr.  Innere  Berühr. 


17* 

0.5362314 

0.0100548 

7.6626222 

7.6605084 

18* 

0.5362001 

0 .0100860 

23 

85 

19* 

0.5361450 

0.0101409 

25 

87 

20* 

0.53(#0655 

0.0102198 

26 

88 

21* 

0.5359622 

0.0103227 

27 

89 

22* 

0.5358345 

0.0104499 

29 

91 

b";. 
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Nun  ist  die  Zeit  der  inneren  Hcrührung  beim  L'intritt 
fiir  Wien: 

18*  49'  25".  0 

idsu  die  Stcrnzeit: 

0=1*  52'  29".  8 = 28“  f il".0 

icrner  ist: 

<p  = 48"  12'  35".  5 

:dso  die  verbesserte  Pulhühc: 

9 = 48"  l'  8"  9 

und : 

log  y = 9.9991952 

Nininit  niuu  nun  7'  = 18*  30'  an,  so  erhält  man  für 
diese  Zeit: 

* = - 0.727530  y = + 0.643413 

und  nach  den  Formeln  (G): 

4 = - 0.654897  T(  = + 0.635482  log  4 = 9.606857 
ferner  uaeli  den  Formeln  in  Nr.  15  der  Einleitung: 
x'  = + 0.557181  y = - 0.121139 
also  nach  den  Formeln  (7),  (8)  und  (9): 

M = 276“  13'  56"  log  »n  = 8.863711 

log  /.  = 8.077778 

N = 102  15  58  log  n = 9.756026 
ij>  = 39“  56'  58" 

7'  = - 6'  40".  85 

Man  hat  hier  nun  nicht  nötliig,  eine  zweite  Näherung 
zu  machen  und  erhält  daher  nach  der  Formel  (10): 

rf  = + 0*12' 44".  15  + 1.7553  f + 1.4703  4 

Aus  der  Beobachtung  der  inneren  Berührungen  beim 
Austritt  findet  man  ebenso,  wenn  man  dasselbe  T beibehält: 

4 = — 0.653763  ij  = + 0.633338  log  4 = 9.612367 

M = 277“  46'  40"  log  m = 8.871874  log  /,  = 8.078688 

= 150"  54'  5l".5 
7'  = - 8'  54".  74 

also: 

d = + 0*  12'  27".26  + 1.7553  e - 0.9764  4 
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Auf  gldchc  Weise  erhält  man  aus  den  Beobachtungen 
in  Pulkowa,  wenn  man: 

<p  = 59“  4«'  18".  6 

also: 

<p'  = 59"  3«'  Ui". 8 

und: 

log  y = 9.9989172 

niiniiit : 

d"  = 1*  8'  2ö".57  + 1 . 7559  £ + 0.50U4  ^ 

</  = 1*  8'  22".  67  + 1 .7541  £ - 0.3034 

Es  ist  also: 

<i-d  = + 55'  4i".42  - 0.9689  ^ 
if-d  = + 55  55  .41  + 0.6730  ^ 

also: 

it-d  = + 55'  50".  07 

und: 

i = - 7".  94 

Um  nun  auch  den  Fehler  t zu  bestimmen,  inufs  man 
die  Länge  eines  der  Orte  von  Berlin  als  bekannt  annehmen. 
Da  aber  die  Länge  Wiens  von  Berlin 

+ 0*  U'  56".40 


beträgt,  so  erhält  man  aus  der  ersten  tilcichung  flir  di 

f = - 2o".aa 


Da  nun  ferner: 

ros  6 A (ix  —fl)  = £ sin  jV  — cos  JV 
A (Ö  — il)  = f cos  A''  + ^ sin  N 


80  wird: 


und: 


cos  Ö A («  — (i)  = — 2 1 ".  7 8 


A(ö-d)  = - 3". 38 
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so.  Für  Stembcdeckungcn  durch  den  Mond  werden 
die  Formeln  etwas  einfacher.  Da  dann  n'  = 0 ist,  so  wird 
a = ct,  d = 6'.  Es  fällt  daher  die  Berechnung  der  Formeln 
(1)  ganz  fort  und  die  Coordinatcn  des  Erdorts  werden  vom 
Orte  des  Mondes  ganz  unabhängig,  nämlich: 

4 = e coä  cp'  sin  (0— a') 

= Q [sin  tp'  cos  ö'  — cos  cp'  sin  cos  (0— «’)J 

Die  dritte  Coordinate  4 braucht  man  nicht,  weil  für  die- 
sen Fall  /,  also  auch  X = 0 ist,  indem  der  einhüllende  Kegel 
in  einen  Cylinder  übergeht.  Der  Halbmesser  l des  Durch- 
schnitts dieses  Cylinders  mit  der  Grundebene  der  Coordinaten 
wird  dann  gleich  dem  Halbmesser  des  Mondes,  also  gleich  k. 
Man  hat  daher  auch  nicht  die  Berechnung  der  Coordinate  z 
nöthig;  j;  und  y findet  man  aber  aus  den  einfachen  Glei- 
chungen : 

cos  Ö sin  (a—a') 
sin  IC 

sin  d cos  (5'  — cos  S sin  & cos  (a  — «') 

^ sin  5t 


Die  allgemeine  Gleichung  der  Finsternisse  geht  nun  in 
die  folgende  über: 

(i  + At)’  = (x  + Ax— 4)*  + (y+^y  — >i)’ 


die  man  ganz  so  wie  vorher  auflüst.  Setzt  man  wieder 
t—d  = 7'+7’'  und  sind  und  y„  die  Wertlie  von  x und  y 
fiir  die  Zeit  7',  x und  y die  Differentialquotienten  dieser 
Gröfsen,  so  berechnet  man  wieder  die  Hülfsgrüfsen : 


m sin  M = n sin  N = x 

m cos  M = — f]  n cos  JV  = y 

k-  sin  = m sin  (M—A) 

und  erhält  dann: 

. „ m sin  (M— A'+üi)  , . . , , , 

d = l - T + — > ^—5—  — + Ae  + A4  lang  il> 

n sm 

WO  h,  e und  4 wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  haben. 
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Beispiel.  1849  Nov.  29  wurde  zu  Bilk  der  Ein-  und 
Austritt  des  Sterns  u Tauri  am  Mondrande  beobachtet  und 
zwar: 

der  Eintritt  um  8*  15'  1 2".  1 mittlere  Bilkcr  Zeit 
der  Austritt  um  9 18  19  . 8 

Der  Eintritt  desselben  Sterns  wurde  auch  zu  Hamburg 
beobachtet  uni: 

8*  33'  47".  2 

mittlere  Hamburger  Zeit. 

Der  Ort  des  Sterns  war  an  diesem  Tuge  nach  dem  Nuii- 
tical  Almanac: 

UL  = 4*  n'  16".24  = Il2”  4il'  3".  i; 
y = + 15"  15'  32".  2 


Eerucr  ist  iiir  Bilk: 


9 = 51"  l'  10".0 
log  8 = 9.9991201 

und  für  Hamburg: 

q)'  = 53®  22'  4".  2 
log  8 = 9.9990624 

Endlich  hat  man  nach  dein  Nauticid  - Almanac  fiir  die 
mittleren  Greenwicher  Zeiten  7*,  8*,  9*  die  folgenden  Oerter 
des  Mondes: 


7* 

4* 

a 

6' 

2".  35 

+ 15“ 

6 

47'  24".6 

• 3t 

60'  50".  8 

8* 

4 

8 

35  .69 

15 

54  48  .8 

60  31  .8 

9* 

4 

11 

9 .31 

16 

2 6.5 

60  52  .9 

Man  erhält  also  für  diese  drei  Zeiten: 


X 

7'>  - 1.240980 

8*  - 0.634228 

9*  - 0.027364 


I.  Diff. 

+ 0.606752 
+ 0.606864 


y 

+ 0.527577 
+ 0.646318 
+ 0.764974 


1.  Diff. 

+ 0.118741 
+ 0.118656 


Für  den  Eintritt  für  Bilk  hat  man  nun: 


0=0*  49'  29".  93 
0-a'  = - 50*  26'  34".  6 
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also; 


4 = — 0 484015  und  t]  = + 0.643216 

Niinint  man  nun  T — 7*  öl/  an,  so  erhält  inan  liir 
diese  Zeit: 

ar„-4  = - 0.251346  -t|  = - 0 . 0 16682 

;r'  = + 0.606789  / = + 0.1  18713 

iilso: 

M = 266"  12'  10"  A'  = + 78"  55'  50" 
log  rn  = 9.401226  log  n = 9.791194 

i|)  = - 6"  43'  12" 

7*  = + 2'  0".85 

Die  Beobachtung  des  Eintritts  fiir  Bilk  giebt  also  zwi- 
schen dem  Mittagsunterschiede  von  Greenwich  und  den  Feh- 
lem I und  i die  Gleichung: 

d = + 27'  12".95  + 1.5945  £ - 0.1879  4 

und  auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  dem  Austritt  für 
Bilk: 

d = + 27'  27".  10  + 1 .5937  f + 0.5336  4 
1111*1  aus  der  Beobachtung  des  Austritts  für  Hiunburg: 
t/  = + 40'  3".76  + 1.5945  £ - 0.1362  4 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen: 

d-d  = + 12'  50".81  + 0.0517  4 
d'-d  = + 12  36  .66  - 0.6698  4 

woaus  man: 

d'-d  = + 12'  49".80  und  4 = - 19".61 

findet. 

31.  Die  in  Nr.  29  und  30  gegebenen  allgemeinen  Glei- 
chungen iiir  die  Finsternisse  und  Stembcdeckungen  dienen 
nun  auch  zur  Vorausberechnung  derselben  fiir  einen  gegebe- 
nen Ort  der  Erde.  Nhnmt  man  fiir  T eine  der  Mitte  der 
Finstemifs  nahe  gelegene  Zeit  des  ersten  Meridians,  am  be- 
quemsten eine  runde  Stunde  und  berechnet  fiir  diese  Zeiten 
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wieder  die  Gröfsen  .Vg,  y„,  x,  y'  und  J.,  so  wird  die  allge- 
meine Gleichung  der  Finsternisse; 

K + /?'  - 4]’  + k+y'  = />’•) 

wo  4 und  I,  die  Coordinaten  des  Ortes  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  in  dem  gesuchten  Momente  der  Finsternifs  7'+  T' 
bezeichnen.  Nennt  man  daher  t)o  die  der  Zeit  7'  entspre- 
chende Stemzeit,  so  wird  <->u+</u  die  Stemzeit  des  Ortes,  für 
welchen  die  Finsternifs  berechnet  wird;  bezeichnet  man  also 
die  zu  Wo+dt,  gehörigen  Werthe  von  4 und  »j  mit  4o  und 
so  wird: 

4 = 4 + e tos  cp'  cos  (©„-o  + c^,)  - • T' 

/ d (0  — a)  . 

»1  = n>  + e tos  9 sm  (0„ -a  + da)  — - . 7 . »Ul  d 

d l 

Wenn  man  dalier  jetzt  setzt: 
m sin  M = '4  i ” ■■**"  ^ coscp'  cos(W„— ci+d^,)  - 

d I 

w cos  .1/  = So”i(o  , ncOsA'  = ly'-g  CO89' sin(©„-n+d;,)  — sin  d 

d T 

m 

sin  = — sin  (A/— Aj 
^■*0 

wo  Lg  den  zur  Zeit  7’  gehörigen  W erth  von  L bezeichnet, 
so  erhält  man  wieder: 

ftX  / 

T'  = cos  (M-N)  — cos  9 = t — T—d 

n n 

wo  t}i  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  genommen  werden 
intiTs  und  das  obere  Zeichen  fiir  den  Eintritt,  das  untere  für 
den  Austritt  gilt,  oder  es  wird,  w'enn: 

in 

— — cos  {M—N)  — — cos  iji  = r 

n n 

— — cos  (M  — N)  + — cos  tb  = 

n n 

*)  Für  eine  Stembedeckung  ist  L = k = 0.J725. 


Digilized  by  Google 


333 


die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortszeit: 

I = r+d  + 7 

und  die  des  Austritts; 

/ = T+il  + V 

Dureh  diese  erste  Annäherung  erhält  man  die  Zeiten 
der  Ränderberiihrungen  auf  einige  Zeitminuten  genau,  was 
fiir  die  Erleichterung  der  Beobachtungen  der  Finsternisse 
schon  ausreicht  Will  man  die  Zeiten  genauer  haben,  so 
mufs  man  die  Bechnung  wiederholen,  indem  man  einmal  T+r 
und  <lann  T+t'  statt  7’  nimmt.- 

Zur  Erleichterung  der  Beobachtungen  ist  es  noch  nöthig, 
diejenigen  Puncte  des  Sonnenrandes  (oder  fiir  Stembedeckun- 
gen  des  Mondsrandes)  zu  bestimmen,  an  denen  der  Eintritt 
und  Austritt  erfolgt.  Substituirt  man  aber  in: 

T„—^  + r T'  und  7^  7^ 

den  Werth: 

— — cos  (M  — N')  T-  — cos  t}’ 


80  erhält  man: 


X— 4 = [n>  sin  M sin  tj'  cos  N cos  N — m cos  N sin  N cos  M sin 

^ tn  sin  M cos  N sin  N cos  t!)  ± m cos  M sin  N sin  N cos  tlil  -r- — 

sm  i|> 


oder: 


x-4 


^ m sin 
sin 

= T L sin  (iVTijO 


sin 


und  ebenso: 

»/  — »)  = P cos 
Es  ist  daher  fiir  den  Eintritt: 

X— 4 = — i sin  (A'~ i|))  = I.  sin  (iV+180— 
y— Tj  = — L cos  = /.  cos  (A+ 180— 

und  fiir  den  Austritt: 

I— 4 = 7.  sin  (JV+t)») 
y— TJ  = L cos  (iV+ip) 
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Nun  sind  4— a'  und  wie  man  in  Nr.  29  gesehen 

hat,  die  Coonlinatcn  des  in  dem  Einhüllimgskegel  gelegenen 
Erdorts,  bezogen  auf  ein  Axensystem,  dessen  Axe  der  z die 
Verbindungslinie  der  Mitten  beider  Gestirne  und  dessen  Axe 
der  X dem  Acquator  parallel  ist;  a;— 4 und  y— »|  sind  dalier 
die  Coordinaten  eines  Punctes,  welcher  in  der  Richtung  der 
von  dem  Erdorte  nach  dem  Berührungspuncte  der  beiden 
Gestirne  gezogenen  geraden  Linie  liegt  und  dessen  Entfer- 
nung von  der  Spitze  des  Kegels  gleich  der  des  Erdorts  von 

derselben  ist.  und  sind  also  der  Sinus  und  Cosi- 

nus desjenigen  Winkels,  welchen  die  Axe  der  y oder  der 
durch  den  Punct  z *)  gehende  Dcclinationskreis  mit  der  Rich- 
tung von  z nach  dem  Berührungspuncte  macht.  Da  nun  aber 
der  Punct  z dein  Mittclpuncte  der  Sonne  immer  sehr  nalie 

liegt,  so  kann  man  auch  ohne  merklichen  Fehler 

und  nls  den  Sinus  oder  Cosinus  desjenigen  Winkels  im- 

sehen,  welchen  der  durch  den  Mittclpunet  der  Sonne  gehende 
Declinationskreis  mit  der  Richtung  vom  Mittclpuncte  der 
Sonne  nach  dem  Berührungspuncte  macht.  Dieser  Winkel 
ist  daher  fiir  Eintritte: 

A’+  180  -t|>  I 

und  fiir  Austritte:  > (.'!) 

A'  + if-  ^ 

Für  ringförmige.  Sonncnßnatcrnissc  wird  dagegen  iV+«!’ 
der  Winkel  IVir  den  Eintritt  bei  der  inneren  Berührung, 
und  A'-flHO— (!'  der  Winkel,  in  welchem  der  Austritt  erfolgt. 

Für  eine  Sonnenfinsternifs  hat  man  also  zuerst  fiir  eine 
der  Mitte  der  Finsternifs  nahe  gelegene  Zeit  7'  (am  besten 
eine  runde  Stunde)  desjenigen  Meridians,  für  welchen  die 


*)  Der  Punct  z ist  deijenige  Punct,  in  welchem  die  jKxc  der  z 
oder  die  Verbindungslinie  der  Mitten  beider  Gestirne  die  scheinbare 
Uimmclskugel  triill. 
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Sonnen-  und  Mondstafcln  oder  die  Kphemeriden  gelten,  die 
Formeln  (1),  (2),  (3),  (4)  und  (5)  in  Nr.  29  und  die  Diffe- 
rcntialquotienten  x und  y zu  berechnen,  ferner  wenn  f->„  die 
der  mittleren  Zeit  T entsprechende  Stemzeit  und  d„  die  öst- 
liche Ijänge  des  Ortes,  fiir  welchen  man  rechnet,  bezeichnet: 

4„  = 9 cos  (p'  sin  (<=)„  + (/„-«) 

>io  = 6 cos  ip’  cos  (0„  + — o)J 

= 9 [sin  d sin  cp'  + cos  d cos  cp'  cos  (0„  + c/„  — «)] 


Setzt  man  dann: 


m sin  M = 4,  , ” s'“  A'  = *'—9  cos  cp'  cos  (©„+c4— «) 

fjicos,!/  = JCu-^Ju  ,ncosA’  = j'— 9 coscp' sin  (0„+cJ^,— c/) 


d (0Q-«) 
dl 


d(fi„~<i) 

dt 


sin  d 


sin  >|>  = — sin(/l/— A')  (i}’  immer  <C  ± 


m , ^ Aw 

— — ros  (.1/— A ) — cos  d*  = r 
n 

— — cos  (iVf— A’)  + ros  if»  = 7* 

n n 


so  wird  die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortszeit: 

t = 3’+d„+T 

und  die  Zeit  des  Austritts: 

t = 3’  + c4  + / 

Den  Ort  des  Ein-  und  Austritts  am  Sonnenrande  findet  man 
dann  durch  die  Ausdrücke  (,'!). 

Für  Stembcdeckungen  werden  die  Formeln  bei  weitem 
einfacher.  Man  berechnet  wieder  für  eine  der  Mitte  nahe 
gelegene  Zeit  T des  ersten  Meridians: 
cos  8 sin  (a— Gc') 

X ™ • ■ — — 

sm  :t 

sin  8 cos  ö'— cos  5 sin  Sf  cos  (cx  — 6t') 
sin 


und  die  DifTcrcntialquotienten  x und  y'.  Ferner  sucht  mau. 
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wenn  t->o  die  der  mittleren  Zeit  T entsprechende  Stcmzei» 
bezeichnet: 

= (j  cos  <p'  sin  (0— «'  + d,,) 

'io  = 6 f*'"  ~ '■*’*’  'p'  ^ (0~'-‘^  + 'Ai)J 

Setzt  man  dann  wieder: 

m sin  M = x„  — 4„,  n sin  A'  = a/— g cos  tp  cos  (0„  +d^—u  ) — - 
wicos  A/  =r  «*'OsA^  = y* — p COS  <p%in  (Op  + -«  ) sin  6^ 

wo: 

log  — = 9. 4 19  16  •) 

* dl 

sin  ijt  = -^  sin  (it/  — A')  <J'  <C  i 90» 


wo: 


log  < ■ = 9 . 4.'I537 

tu  k 

— — cos  — - OOS  li»  = r 

n n 

m r « » * »\  4 

— — cos  (Af— A)  + ~ cos  il>  = r 

n 71 

80  wird  die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortzeit: 
< = T + t + d^ 

und  die  Zeit  des  Austritts: 

( = T+'j'  + d^ 


*)  Da  bei  den  hier  vorkommenden  Differentialquoticnten  die  Stunde 

d& 

als  Einheit  zum  Grande  liegt,  so  ist  die  Acndening  des , Stunden- 
winkels in  einer  mittleren  Stunde.  Nun  enthalt  aber  eine  mittlere 
Stunde  3609".  86  Sternzeit.  Multiplicirt  man  dies  niA  15  und  dividirt 
mit  206265,  um  den  Diflerentialquotienten  in  Theilen  des  Radius  aus- 
zudrücken, so  erhalt  man: 

, d0 

log  — = 9.41916 
* dt 
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Den  W’^inkel,  welchen  der  Declinationskreia  mit  der 
Richtung  nach  dem  BerUhnmgspunctc  macht,  erhält  man 
dann  wieder  nach  den  AusdrUcken  A , nämlich  fiir  den 
Eintritt: 

Q = iV+  180 

und  liir  den  Austritt: 

(/  = JV  + i|i 

Beispiel.  Wollte  man  fiir  Juli  7 1842  die  Zeiten  der 
äufseren  Berührungen  von  Sonne  und  Mond  für  Pulkowa 
berechnen,  so  könnte  man  7"=  19*  mittlere  Berliner  Zeit  neh- 
men. Für  diese  Zeit  ist  nach  Nr.  29: 

I,  = — 0.44893  , =r  + 0.58280  ,*'  = + 0. 557 1 8 , y' = - 0. 121  SS 
a = 106®55'.8  , d = + 22®  32'.8  , l = 0.53614  , log  X = 7.66262 

Ferner  erhält  man: 

©„  = 2*  3'  8" 

und  da  der  Längenunterschied  zwischen  Pulkowa  und  Ber- 
lin gleich: 

+ 1*  7'  43"  ist,  0„+d  -a  = 300®  46'. 9 

also  hiermit: 

4 = -0.43361  = +0.69560  , log4  =:  9 . 75470  , logZ^  = 9 . 727  16 

Ferner  ist: 

= Q COS  q>' COS  (0„+4— o)  ^ ~ *) 

= g cos  9'  sin  (©0+4— o)  — — ~ sind  = — 0.04352 


*)  Es  ist  nimlich : 


in  Zeit  oder: 
ferner : 


— 5 = 3609".  86 
dt 

+ 57147".90 
da 

-—  = + 148.78 


22 
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also: 

x'  - = + 0.48951;  lind  y — = — 0.077SI 

Diinuis  Iblgt  dann; 

M = 187"  44'.  1 N = 99"  l'.  9 

log  m = 9 05028  log  n = 9 09522 

ij*  =r  12"  19'.0 

also: 

7 - - \ .057  r'  = 1.04« 

= — 1*  »'.4  = + 1*  2'.  8 

Die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  sind  demnach: 

l = 19*  4'.  3 
t'  = 21*  10  .5 

Zeiten,  die  von  den  wirklich  beobachteten  nur  3'  abwei- 
chen. Durch  eine  Wiederholung  der  Rechnung  mit  7'=  IS' 
und  T = 20*  würde  man  diese  Zeiten  schon  sehr  genau 
erhalten. 

Der  Winkel,  welchen  die  Richtung  vom  Mittelpuncte 
der  Sonne  nach  dem  Berührungspuncte  mit  dem  durch  den 
Mittelpunct  der  Sonne  gehenden  Declinationskreise  macht, 
ist  fiir  den  Eintritt  267®  und  für  den  Austritt  gleich  1 1 1®.  *) 

32.  Ein  anderes  Mittel  zur  Bestimmung  der  Länge  ge- 
währt die  Beobachtung  der  Distanz  des  Mondes  von  bekann- 
ten Sternen  oder  von  der  Sonne,  und  da  diese  Methode  den 
Vortheil  gewährt,  dafs  man  sich  ihrer  in  jedem  Augenblicke 

also: 

da 

— ^ = 66999".  12 
dt 

wovon  der  Logarithmus  in  Theilen  des  Radius  ausgedriiekt  9.41796  ist. 

*)  Ueber  die  Berechnungen  der  Finsternisse  vergleiche  man ; 
Hessel,  Ueber  die  Berechnung  der  Lknge  aus  Stembedeokungen 
Astr.  Nachr.  Nr.  151  und  162  and  Bessel's  astronomische  Untersuchun- 
gen Band  [I  pag.  96  und  folgende. 
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bedienen  kann,  wenn  nur  der  Mund  über  dein  Horizonte  ist, 
80  wird  dieselbe  vorzüglich  zur  See  angewandt. 

Zu  dem  Ende  enthalten  die  nautischen  Ephemeriden  die 
Distanzen  des  Mondes  von  der  Sonne,  den  hellsten  Planeten 
und  Fixsternen  für  jede  dritte  Stunde  eines  ersten  Meridians 
berechnet  und  zwar  so,  wie  dieselben  vom  Mittelpuncte  der 
Erde  aus  erscheinen.  Hat  man  daher  an  irgend  einem  Orte 
zu  einer  bekannten  Zeit  eine  Distanz  des  Mondes  von  einem 
solchen  Gestirne  gemessen,  so  befreit  man  dieselbe  von  der 
Kefraction  und  Parallaxe  und  erhält  dadurch  ebenfalls  die 
Distanz  des  Mondes  von  dem  Sterne,  so  wie  sie  in  demsel- 
ben Augenblicke  vom  Mittelpuncte  der  Erde  aus  beobachtet 
wäre.  Sucht  man  dann  aus  den  Ephemeriden  diejenige  Zeit 
des  ersten  Meridians,  fiir  welche  dieselbe  Distanz  berechnet 
ist,  so  giebt  diese  Zeit  mit  der  beobachteten  Ortszeit  vergli- 
chen, sogleich  die  Ijänge  des  Beobachtungsortes.  Da  indes- 
sen bei  dieser  Methode  die  Tafeln  als  richtig  vorausgesetzt 
werden,  also  der  Fehler  derselben  in  dem  Residtate  nicht 
eliminirt  ist,  so  gewährt  dieselbe  schon  aus  diesem  Grunde 
lange  nicht  die  Genauigkeit  wie  die  Beobachtung  der  Fin- 
sternisse und  Sternbedeckungen.  Ueberdies  läfst  sich  die 
Zeit  der  Ränder berUhrung  zweier  Gestirne  viel  genauer 
beobachten,  als  eine  Distanz. 

Zur  Berechnung  der  Refraction  und  der  Höhenparallaxc 
der  beiden  beobachteten  Gestirne  mufs  man  deren  Höhen 
selbst  kennen.  Man  beobachtet  daher  zur  See  kurz  vor  und 
nach  der  Messung  der  Distanz  die  scheinbaren  Höhen 
beider  Gestirne  und  da  die  Aenderungen  derselben  in  kur- 
zen Zwischenzeiten  als  der  Zeit  proportional  angesehen  wer- 
den können,  so  kann  man  durch  eine  einfache  Proportion 
die  scheinbaren  Höhen  der  Gestirne  für  den  Augenblick,  wo 
die  Distanz  beobachtet  ist,  finden.  Durch  Anbringung  der 
Refraction,  der  Parallaxe  und  des  Halbmessers  der  Gestirne 
erhält  man  daraus  die  wahren  Höhen  der  Mittelpuncte  bei- 
der Gestirne. 

Sicherer  ist  es  indessen,  die  wahren  und  scheinbaren 
Höhen  der  beiden  Gestirne  durch  Rechnung  zu  suchen.  Man 
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niinnit  zu  <l«‘iu  Knde  den  LHng<Miimterschied  <le8  Beohach- 
Inngsorfes  vom  ersten  Meriditin  als  näherungsweise  bekannt 
an  und  suolit  fiir  die  genäherte  Zeit  des  ersten  Meridians, 
zu  welcher  die  Distanz  beobachtet  ist,  den  Ort  des  Mondes 
und  des  anderen  Gestirns  aus  den  Ephemeriden.  Daran!'  be- 
rechnet inan  nach  den  Formeln  in  Nr.  t>  des  ersten  Ab- 
schnitts die  wahren  Höhen  der  beiden  Gestirne  und,  wenn 
man  die  Abplattung  der  Erde  berücksichtigen  will,  wenig- 
stens beiläufig  auch  die  Azimute  derselben.  Nach  den  For- 
meln in  Nr.  3 des  dritten  .Abschnitts  rechnet  inan  dann  die 
Hühenparallaxen , indem  man  fiir  den  Mond  die  strengen 
Formeln: 

^ sin  p — Q sin  p sin  [j  — (tp—q)')  cos  .tj 

A'  , . r 

— ros  p ■=  l — g sm  p ros  [i  — (<f>— qi ) ros  .^j 

anwendet  und  sucht  endlich  für  diese  mit  der  Parallaxe  be- 
hafteten Höhen  mit  Rücksicht  auf  den  Stand  der  meteorolo- 
gischen Instrumente  die  Refraction,  nach  deren  Anbringung 
man  die  scheinbaren  Höhen  der  beiden  Gestirne  erhält.  Da 
man  aber  für  die  Berechnung  der  Refraction  schon  immer 
die  scheinbaren  d.  h.  die  mit  der  Parallaxe  und  Refraction 
behafteten  Höhen  anwenden  mufs,  so  hat  man  alle  diese  Rech- 
nung doppelt  zu  machen. 

Man  beobachtet  nun  niemals  die  Distanz  der  Mittelpunctc 
der  beiden  Gestirne,  sondern  immer  die  Distanz  ihrer  Rän- 
der; man  mufs  daher  zu  der  beobachteten  Distanz  noch  die 
Summe  der  scheinbaren  Halbmesser  der  Gestirne  addiren 
oder  dieselbe  davon  abziehen,  je  nachdem  man  die  Distanz 
der  nächsten  (inneren)  oder  entfernteren  (äufseren)  Ränder 
beobachtet  hat.  Ist  aber  r der  Horizontalhalbmesscr  des 
Mondes,  so  ist  der  durch  die  Parallaxe  vergnifserte  Halb- 
messer ; 

r’  = r [l  sin  A] 

WO  p die  Horizontalparallaxe  in  Thcilen  des  Radius  bedeutet. 

Da  nun  die  Refraction  den  verticalen  Halbmesser  der 
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Gestirne  verkleinert,  während  aie  den  horizontalen  Halbmes- 
ser ungoändert  läfst,  so  ist  der  in  der  Richtung  der  Distanz 
gezogene  Halbmesser  der  Radius  vector  einer  Rllipse,  deren 
halbe  grofse  Axe  der  mit  dem  Horizonte  pandlele  Halbmes- 
ser und  deren  halbe  kleine  Axe  der  vertieale  Halbmesser 
des  Gestirns  ist.  Die  Verkürzung  des  vertiealeii  Halbmes- 
sers kann  man  nun  nach  den  später  in  Nr.  36  des  sechsten 
Abschnitts  vorkomnicnden  Formeln  berechnen,  man  findet 
aber  dafür  auch  in  jedem  nautischen  Handbuchc  Tafeln, 
welche  die  Höhe  des  Gestirns  zum  Argumente  haben.  Nennt 
man  dann  n den  Winkel , welchen  die  Richtung  der  Distanz 
mit  dem  durch  das  eine  Gestirn  gehenden  V^erticalkreise 
macht,  h'  die  Höhe  des  andern  Gestirns,  A die  Distanz  bei- 
der Gestirne,  so  ist: 

sin  — coh  h' 


oder  auch: 


sin  li  —cos  A sin  A 

cos  Ä — . — , - . — - 

sin  A cos  h 


mithin : 


lang  1 


cos  S (A  + A + A')  sin  l (A  + A — A') 
sin  J (A  + A’— A)  cos  ^ (A+A’  — A) 


Aus  der  Gleichung  der  Ellipse  findet  man  dann  aber 
leicht,  wenn  man  den  vcrticalen  und  horizontalen  Halbmesser 
mit  h und  a bezeichnet: 

^ 

cos  ä’  + ^ sin  :r* 

Nachdem  man  nun  aui’  diese  Weise  die  scheinbare 
Distanz  der  Mittelpunctc  der  beiden  Gestirne  berechnet  hat, 
so  erhält  man  hieraus  in  Verbindung  mit  den  scheinbaren 
und  wahren  Höhen  beider  Gestirne  die  wahre  Distanz  der 
der  Mittelpunctc,  wie  man  dieselbe  vom  Mittelpunctc  der 
Erde  aus  beobachtet  hätte.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  If , h 
und  A die  scheinbaren  Höhen  und  die  scheinbare  Distanz 
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der  beiden  Gestirne,  mit  K den  Unterschied  der  beiden  Asi- 
mute,  so  hat  man  im  Dreieck  zwischen  dem  Zenith  und  den 
scheinbaren  Orten  der  beiden  Gestirne: 

cos  A'  = sin  H“  sin  A'  + cos  if  cos  A'  cos  E 

— cos  (//'—  A')  — 2 cos  II  cos  A'  sin  | JB* 

Ebenso  erhält  man,  wenn  ll , h und  A die  wahren  Hö- 
hen und  die  wahre  Distanz  der  beiden  (iestirnc  bezeichnen: 


cos  A — sin  II  sin  A + cos  II  cos  A cos  E 

= cos  {II  — ll)  — 2 cos  II  cos  A sin  1 /j.’* 

und  wenn  man  2 ein  | A’’  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt: 

cos  A = cos  {H—h)  + —! [cos  A'  — cos  (//'— A')J  (a) 

cos  II  ros  A 

Setzt  man  nun: 

cos  II  cos  A _ l 
cos  H' cot  A'  C 

so  wird  in  den  meisten  Fällen  V > 1 sein  und  nur  wenn 
die  Höhe  des  Mondes  sehr  grols  und  die  Höhe  des  anderen 
Gestirns  sehr  klein  ist,  wird  «las  Gcgentheil  statt  finden. 
Setzt  man  ferner: 

tf-h’  = (/  und  Il-h  = ä (/J) 

und  nimmt  »/'  und  d immer  positiv,  so  winl  es  auch  er- 
laubt sein: 

cos  (/  ,,  , cos  A'  . 

- ^ — = cos  a und  — ■ — = cos  A (C) 

c c 


zu  setzen,  weil  fiir  den  Fall,  dafs  C < 1 ist,  cos  if  und  cos  A' 
klein  sind.  Dadui-ch  geht  aber  die  Gleichung  (a)  über  in: 
cos  A — cos  A"  = cos  d — cos  (f' 


oder,  wenn  man  die  >Sinu.s  der  halben  Summe  und  Differenz 
der  Winkel  cinführt  und  den  Sinus  des  kleinen  Winkels  A— A" 
mit  dem  Bogen  vertauscht 


A-A" 


(</-«/') 


sin  1 (d+if') 
siiiYCA+Ä") 
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Nimmt  raan  nun  hier  zucrat  ain  } atatt  ain  J (A-f  A' ) 

und  setzt: 


so  erhält  man : 


(J-O 


sin  ^ {d  + d‘) 
sin  I (A  + A") 


A = A”  + z 


iO) 


eine  Näherung,  welche  in  den  meisten  Fällen  schon  genau 
sein  wird,  lat  aber  A beträchtlich  verschieden  von  A',  so 
mufs  man  die  letzte  Rechnung  wiederho'en,  indem  man  mit 
dem  eben  gefundenen  A ein  neues  x berechnet  nach  der 
Formel: 


X 


(d-rf") 


sin  1 (d  + d")  •) 
sin  I (A+A") 


Hier  ist  nun  vorausgesetzt,  dafa  der  Winkel  E von  ei- 
nem Orte  der  Oberfläche  der  Erde  und  vom  Mittelpuncte 
aus  gesehen  derselbe  sei.  ln  Nr.  3 des  zweiten  Abschnitts 
hat  man  aber  gesehen,  dafs  die  Parallaxe  auch  das  Azimut 
des  Mondes  ändert  und  dafs  man,  wenn  A und  H Azimut 
und  wahre  Höhe  bedi-uten,  zu  dem  vom  Mittelpuncte  der 
Erde  gesehenen  Azimut  den  Winkel: 


A = + 


g sin  p (qi— <p')  sin  A 
cos  H 


addiren  mufs,  um  das  von  der  Oberfläche  gesehene  Azimut 
zu  erhalten.  Man  hätte  daher  in  der  Formel  tiir  cos  A 
nicht  cos  E = cos  {A'—a),  sondern  cos  (^— A,|)  anwenden 
müssen.  Diflerenzirt  man  aber  diese  Formel,  so  erhält  man; 

. cos  H cos  h sin  (A—a)  . ^ 

« A = — : d A 

sin  A 


also  auch: 

(tA 


g sin  p (q>—<p')  cos  A sin  A sin  (A  —rt) 
sin  A 


*)  Bremicker,  über  die  Keductioii  der  MonddisUnzen.  Astronomi- 
sche Nachrichten  Nr.  716. 
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Diese  Correction  liat  man  dann  noch  zu  dem  vorher  be- 
recimeten  ^ liinzuzufiigen. 

Beispiel.  Am  2.  Juni  1831  wurde  lui  einem  Orte, 
dessen  nördliche  Breite  lä“  31^  und  dessen  geschätzte  Länge 
von  Greenwich  8*  5(/  östlich  war,  um  23*  8'  45"  wahre 
Zeit  die  Distanz  der  nächsten  Känder  der  Sonne  und  des 
Mondes : 

A'  = 96®  47'  10" 

gemessen.  Das  Barometer  zeigte  29. ü englische  Zolle,  das 
Thermometer  desselben  88®  Falirenheit,  die  Tcmp<!ratur  der 
Luft  war  90“  Fahrenheit. 

Nach  dem  Nautical  Almanac  waren  die  Oerter  des  Mon- 
des und  der  Sonne  die  folgenden: 


M./eitGreew. 

Reet,  g 

Deel,  g 

Parallaxe 

.Inni  2 12* 

336® 

o 

! 

10®  50'  58".  0 

56'  44".  0 

13* 

38  4 .7 

41  48  .4 

45  .9 

14* 

337 

9 45  .7 

32  35  0 

47  .9 

15* 

41  27  .0 

23  17  .9 

49  .9 

Rcct.  © 

Deel.  © 

Juni  2 

1 2* 

70"  5'  23".  2 

+ 22®  ll'  48". 

9 

13* 

7 56  .9 

12  8 . 

.4 

14* 

10  30  .5 

12  27  . 

9 

15* 

13  4.1 

12  47 

.3 

Die  beobachtete  Zeit  entsprach  nun  der  Greenwicher 
Zeit  14*  18"  45"  und  für  diese  Zeit  erhält  man: 

Rcct  g = 337®  19'  39".  6 Kect.  © = 70®  1 1'  18".5 

Docl.  g = - 10  29  41  .3  Deel.  © = + 22  12  33  .9 
p = 56  4H  .5  rt  = 8".  5 

und  damit  die  wahren  Höhen  und  Azimute  des  Mondes  und 
der  Sonne  für  die  Stundcnwinkel: 

. + 80®  2'  S3".8 
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und: 


- 12"  48' 45". 0 

//  = 5"  41' 58".4  A = 77"  43'  56".7 

.4  = + 7C"43'.6  a = - 75"4'.4 


Die  Parallaxe  des  Mondes  nach  der  strengen  Formel: 

, g sin  » sin  fi  — (cp— q>')  cos  A\ 

tanc  p = — : . , -r 

1 — g 8inf>  cos  |i  — (cp  — cp ) cos  .4) 

berechnet,  ist  p'  = 56'  35  ".4,  also  ist  die  scheinbare  Höhe  W 
des  Mondes  gleich  4“  45'  23'  . 0.  Hieran  ist  nun  noch  die 

Refraction  anziibringeu.  Man  sucht  zu  dem  Ende  einen  ge- 
näherten Werth  ftir  dieselbe,  berechnet  damit  die  scheinlnirc 
Höhe  und  sucht  hiefür  noch  einmal  die  Kef'raclion,  indem 
man  zugleich  auf  den  Stand  der  meteorologischen  Instrumente 
Rücksicht  nimmt.  Dann  erhält  man  r = ü'3".2,  also  wiitl 
die  scheinbare  Höhe  des  Mondes: 

//'  = 4"  54'  26". 2 

P'Hir  die  Sonne  wird: 

h'  = 77"  44'  6". 5 

Aus  der  Hori/ontalparallaxe  findet  man  durch  Multipli- 
cation mit  0.2725  den  Horizontalhalbmesser  des  Mondes: 

r = 15'  28".  8 

und  hiermit  den  durch  die  Parallaxe  vergröl'scrten  Halb-, 
messer: 

r'  = 1 5'  30".  1 

Die  Verkleincning  des  verticalcn  Halbmessei's  durch  die 
Refraction  beträgt  26". 0,  der  VV'inkel  :r  ist  5"  48'  also  wird 
der  Halbmesser  des  Mondes  in  der  Richtung  der  gemessenen 
Distanz : 

r'  = 1 5'  4".  6 
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und  da  der  Halluiiesaer  der  Sonne  15'  47 0 war,  so  üt  die 
scheinbare  Distanz  der  Mittelpuncte  der  Sonne  und  des  Mondes: 

A'  - 97®  18'  l".6 

Nach  den  Furiiieln  (*1),  (B)  und  (C)  erhält  tuan  ferner: 

log  C = 0.000468 
d = 79®  l'  88" 
ct  = 49  40 

if'  = 72  50  48 
A"  = 97  17  .83 

und  endlich  durch  eine  doppelte  Berechnung  von  x nach  den 
Formeln  (X>)  und  {E)  die  wahre  Distanz  der  Mittelpuncte 
der  Sonne  und  do.s  Mondes: 

A = 96®  30'  89" 

Für  die  wahren  Greenwicher  Zeiten  12*,  13*  etc.  sind 
nun  aber  die  wahren  Distanzen  der  Mittelpuncte  beider  Ge- 
stirne: 


12*  97®43'0".4 

13*  13  4.5 

14*  96  43  6 .5 

15*  13  6.2 

also  ist  die  wahre  Greenwicher  Zeit,  welche  der  llistanz 
96®  3</  39"  entspricht,  14*  24'  55  ".2.  Da  nun  die  wahre  Orts- 
zeit der  Beobachtung  23*  8'45". 0 war,  so  ist  der  Längen- 
unterschied  von  Greenwich: 

- 8*  43'  49"  8 

Der  hier  gefundene  Meridianunterschied  ist  so  nahe  gleich 
dem  vorher  angenommenen,  dafs  aus  der  Berechnung  der 
Oerter  der  Sonne  und  des  Mondes  für  die  nach  letzterem 
gefundene  Greenwicher  Zeit,  nur  ein  kleiner  Fehler  entstehen 
kann.  Wäre  der  Unterschied  Imdeutend  gewesen,  so  hätte 
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man  di«  iiechnuiig  wie<terholcu  miisacn,  indem  man  die  Oerter 
von  Sonne  nnd  Mond  jetzt  fiir  die  Grreenwicher  Zeit  14*  24'  55'' 
berechnet  hätte. 

Bessel  hat  in  Nr.  220  der  astronomischen  Nachrichten*) 
eine  andere  Methode  hekaiuit  gemacht,  durch  welche  man 
die  Länge  aus  beobachteten  Monddistanzen  mit  grofser  Ge- 
nauigkeit finden  kann.  Da  man  sich  aber  zur  See  immer  der 
vorigen  oder  wenigstens  einer  ganz  ähnlichen  Methode  be- 
dient, auf  dem  Lande  aber  die  Länge  immer  durch  andre 
eine  gröfserc  Genauigkeit  gewährende  Mittel  bestimmt  werden 
kann,  so  ist  es  nicht  weiter  nöthig,  die  Besselsche  Methode 
hier  näher  auseinander  zu  setzen. 

33.  Ein  vorzügliches  Mittel  zur  Längenbestimm ung  ge- 
währt die  Beobachtung  der  Culminution  des  Mondes  an  ver- 
schiedenen Orten.  Wegen  der  schnellen  Bewegung  des  Mon- 
des ist  nämlich  die  Sternzeit  der  Culmination  des  Mondes 
für  einen  jeden  Ort  der  Erdoberfläche  eine  andre.  Kennt 
inan  daluir  die  Gt!schwindigkeit,  mit  welcher  die  Rectascension 
sich  ändert,  so  kann  man  aus  dem  Unterschiede  der  Stem- 
zciten  der  Culmination  an  verschiedenen  Orten  deren  Längen- 
unterschied finden.  Da  die  Beobachtungen  im  Meridiane  an- 
gestcllt  werden,  so  gewährt  diese  Methode  noch  den  Vortheil, 
dafs  weder  die  Parallaxe  noch  die  Refraction  einen  Einflufs 
darauf  haben.  Um  nun  auch  von  den  Fehlem  der  Instru- 
mente unabhängiger  zu  sein,  beobachtet  man  an  beiden  Orten 
nicht  die  Stemzeit  der  Culmination  selbst,  sondern  den  Un- 
terschied der  Stemzeiten  der  Culmination  des  Mondes  mit 
denen  einiger  seinem  Parallele  nahe  stehender  Sterne,  welche 
in  den  astronomischen  Ephemeriden  schon  im  voraus  angege- 
^ben  werden,  damit  die  Beobachter  an  den  verschiedenen  Or- 
ten auch  dieselben  Sterne  wählen. 


*)  Uiusem  Aufsatze  von  Bessel  ist  auch  das  eben  gegebene  Bei- 
spiel entnuniinen. 


Digitized  by  Google 


348 


Diese  Methode  zur  LängenbestimmuDg  wurde  schon  iui 
vorigen  Jalirhundert  von  l’igott  vurgeschlagen , indessen  hat 
erst  die  feinere  Beubachtungskunst  der  neueren  Zeit  den  da- 
durch gewonnenen  Resultaten  die  nöthige  Sicherheit  gegeben. 

Für  irgend  einen  ersten  Meridian  seien  fiir  die  Zeit  T 
die  Rectaseension  des  Mondes  gleich  «,  und  deren  Differen- 
tialquotienten etc.  berechnet.  An  einem  Orte,  dessen 

östliche  Länge  d ist , sei  dann  zu  einer  Zeit , die  der  Zeit. 
7’+  t des  ersten  Meridians  entspricht,  also  zur  Ortszeit 
T + t + d die  C'ulim’nation  des  Mondes  beobachtet.  Dann  wird 
zu  dieser  Zeit  die  Reclasccnsion  des  Mondes  gleich: 


u + t . 


d^u 

dt^ 


+ . . 


gewesen  sein.  Ist  dann  eben.«o  an  einem  andern  Orte,  dessen 
östliche  Länge  (f  ist,  die  Culmination  des  Mondes  zur  Zeit 
7'-t-  <'  de.s  ersten  Meridians,  also  zur  Ortszeit  7’-(-  t’  -f-  (t  be- 
obachtet, so  gehört  zu  dieser  Zeit  die  Rectascension ; 


u + f 


du 

U 


rff’  ■ ‘ ■ dd 
Da  nun  die  Beobachtungen  iin  Meridiane  angestcllt  sind, 
so  sind  die  Sternzeiten  der  Beobachtungen  gleich  der  wahren 
Rectascension  des  Mondes.  Isinimt  man  also  an,  dafs  die 
Tafeln,  aus  denen  man  die  Werthe  von  u und  deren  Diffc- 
rentialquoticntcn  entnonnnen  hat,  die  Rectascension  des  Mon- 
des uni  die  Gröf-iC  Au  zu  klein  geben,  so  wird  man,  wenn 
man: 


und: 


T + t + d = <-) 


T + l'  + (f  = e' 


setzt,  die  folgenden  Gleichungen  haben: 


+ 

s 

II 

Au  + t . 

du 

T/ 

+ 

5 (/’«  , , d'u 

' dl’ 

+ 

C-l'  = « + 

Au  + t' 

du 

j. 

1 . 

dt 

• dt’ 

dt’ 
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niitliin: 

= (/'-O  — + JJT  + ■■■  c«) 

üa  nun  aber  auch: 

</ - <i  = (0'-ö)  - O'-O  (i) 


so  hat  man  also,  um  (f—cl  berechnen  zu  können,  nur  noch 
t —t  aus  der  Gleichung  (rt)  zu  bestimmen.  Diese  Gleichung 
ist  mm  keine  reine  Function  von  t’—t,  indem  sic  auch  < t’ 
enthält,  sie  kann  aber  durch  eine  geschickt<‘  Wahl  von  T in 
eine  solche  verwandelt  werden.  Führt  man  nämlich  statt  der 
Zeit  T das  arithmetische  Mittel  der  Zeiten  7’+t  und  7'+t' 
d.  h.  die  Zeit  7’+  5 (<  + <’)  = T ein,  so  hat  man  statt  der 
Zeiten  7’+t  und  7’+ <’  jetzt  respcctive  7’'  — — und 

7''  + \ (^—t)  zu  setzen.  Nimmt  man  daher  an,  dafs  u und  die 

DilTercntialquoticntcn  ^ etc.  zur  Zeit  T“  gehören,  so  erhält 

man  die  Gleichungen: 


0 = u + Aa  - ^ (t'-O  — + 
0'  - « + A«  + ;,  (t’-t)  — + 


i (t'-O* 
: (^-0’ 


d’a 

TP" 

d^a 

dt-‘ 


d^u 

dt^ 


+ v;  (''-0’ 


d^(X 

dt^ 


mithin  auch : 


d^a 

dl'-‘ 


und,  wenn  man  die  letztere  Gleichung  so  auflöfst,  dafs  man 
zuerst  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  vernachlässigt,  nach- 
her aber  den  so  gefundenen  VN’erth  von  <'  — < in  dies  Glied 
substituirt : 


t'-t 


&-& 

da. 

in 


1 

24 


/©'-0\8  d’a 
( da  j "dp 
\ dt  ^ 


(r) 


Ist  die  Meridiandifferenz  der  beiden  Orte  nicht  gröfser 
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als  zwei  Stunden,  so  ist  das  letzte  Glied  so  klein,  dafs  man 
es  ganz  vernachlässigen  kann. 

Damit  ist  nun  das  Problem  gelöst,  doch  sind  fiir  die 
practische  Anwendung  noch  einige  Berücksichtigungen  nöthig. 
Man  sieht  übrigens,  dafs  die  Auflösung  wieder  eine  indirecte 
ist,  weil  die  Bestimmung  der  Zeit  T schon  eine  genäherte 
Kenntnifs  des  MeridJanunterschiedes  erfordert. 

Es  seien  nun  0 und  0'  in  Sternzeit  gegeben  und  der 
Unterschied  0'— 0 in  Stemzeit.«ecunden  ausgedrückt.  Soll 
dann  i—t  ebenfalls  in  Secunden  gefunden  werden,  so  mufs 

die  Bewegung  des  Mondes  während  einer  Zeitsecundu 

ausdrücken.  Nennt  man  also  A die  Acndening  der  l{ectas- 
cension  des  Mondes  im  Bogen  während  einer  Stunde  Stern- 
zeit, so  ist: 


ila  _ l h 

dl  ~ Tb  ■ S6Ö0 

In  den  Ephemeriden  sind  aber  die  Oerter  des  Mondes 
nicht  fiir  Sternzeit,  sondern  für  mittlere  Zeit  angegeben;  man 
wird  also  daraus  die  Bewegung  des  Mondes  wälurend  einer 
Stunde  mittlerer  Zeit  entnehmen.  Da  nun  aber  3()ü. 24222 
Stemtage  gleich  365.24222  mittleren  Tagen  sind,  also: 

ein  Stemtng  = 0.9972693  mittleren  Tagen 

ist,  so  erhält  man,  wenn  A'  die  Bewegung  des  Mondes  in 
Kcctascension  in  einer  Stunde  mittlerer  Zeit  bedeutet: 

du  1 0.9972693 

— — = . A (rf) 

dl  1.*)  3600 

mithin : 

f'_  - X 3600  0'-0 

“ 0 . 9972693  ' A' 
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oder  nach  der  Gleichung  (/»)'• 


ä- 


15  X SfiCO  \ 
0.9972693  A'  / 


Beim  Monde  ist  nun  das  zweite  Glied  in  der  Klammer 
immer  gröfser  als  eins;  schreibt  man  also: 


d-i  - 


16  X 3600 
0.9972693  A' 


) 


(«) 


SO  ist,  wenn  d—d!  positiv  und  0 die  Zeit  der  Beobachtung 
an  dem  Orte  ist,  wo  der  Mond  früher  culminirte,  der  Ort, 
dessen  Länge  vom  ersten  Meridian  d ist,  der  östlichere. 

Man  beobachtet  nun  niemals  die  Culmination  des  Mittel- 
puncts  des  Monds,  dessen  Ort  in  den  Tafeln  angegeben  Ut, 
sondern  einen  Rand;  man  mufs  daher  aus  der  Beobachtungs- 
zeit die  Culmlnationszeit  des  Mittelpunctes  berechnen.  In 
Nr.  16  des  sechsten  Abschnitts  wird  man  die  Art  und  Weise 
der  Rcduction  der  im  Meridian  angestellten  Beobachtungen 
des  Mondes  kennen  lernen.  Hier  wird  indessen  das  Folgende 
genügen.  Der  erste  Rand  heifst  derjenige,  welcher  zuerst  in 
den  Meridian  kommt,  dessen  Rectascension  also  kleiner  ist 
als  die  des  Mittelpuncts  des  Mondes.  Um  daher  die  Rectas- 
cension des  Mittelpuncts  zu  erhalten,  wird  man,  wenn  der 
erste  Rand  beobachtet  ist,  zu  der  Beobachtungszeit  eine  Gröfse 
hinzuzufiigcn  haben,  dagegen  wird  man  dieselbe  Gröfse  von 
der  Bcobachtungszeit  abziehen  müssen,  wenn  der  zweite  oder 
folgende  Rand  beobachtet  ist.  Diese  Gröfse  wird  aber  gleich 
sein  der  Zeit,  welche  der  Halbmesser  des  Mondes  braucht, 
um  durch  den  Meridian  zu  gehen  d.  h.  gleich  dem  dem  Halb- 
messer entsprechenden  Stundenwinkel.  Denkt  man  sich  nun 
das  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  eine  Ecke  der  Pol,  die 
andre  der  im  Meridiane  befindliche  Mondrand,  die  dritte  der 
von  der  Parallaxe  befreite  Ort  des  Mittelpuncts  des  Mondes 
ist  und  bezeichnet  die  geocentrische  Declinadon  und  den 
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geocentrischen  Halbmcsspr  des  Mondes  durch  S und  R,  den 
Stiindcnwinkcl  des  Mittelpuncts  durch  r,  so  ist: 

. sin  H 

sin  7 = j 

coso 

oder: 

- _L  ^ 

15  cosÄ 

wenn  man  t gleich  in  Zeit  erhalten  will.  Da  nun  aber  die 
Kectascension  des  Mondes  fortwährend  wächst,  so  wird  die 
Zeit,  welche  der  Mond  gebraucht,  um  den  Stundenwinkel  t 

zu  durchlaufen,  gleich  ^ ^ sein,  wenn  X die  Zunahme  der 
Kectascension  in  einer  Zeitsecunde  oder  den  durch  die  Glei- 
chung (d)  gefundenen  Werth  von  ^ bedeutet.  Da  ferner 

auch  6 und  R mit  der  Zeit  veränderlich  sind , so  hat  man, 
wenn  S-  und  die  Zeiten  bedeuten,  zu  denen  der  Rand  des 
Mondes  im  Meridiane  beobachtet  ist: 

e--e  = s'-s,±(^- 

\C09  o cos  0/  1 — A 

mithin  nach  Gleichung  (e): 

^ _ 0.9972693  V 
~ 3600 

ä-j'  = [»•-!.*  (x -■)  <-0 

WO  A'  die  llewegiing  des  Mondes  in  Kectascension  in  Zeit  wäh- 
rend einer  mittleren  Stunde  ist  und  wo  das  obere  oder  untere 
Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  erste  oder  zweite  Rand  be- 
obachtet ist. 

Stände  nun  das  Instrument,  an  welchem  man  die  Cul- 
inination  des  Mondes  an  dem  einen  Orte  beobachtet,  nicht 
genau  im  Meridiane,  so  würde  man  also  den  Mond  daselbst 
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in  einem  Stundenwinkel  beobachten  und  würde  dalier,  wenn 
dieser  gleich  « ist,  den  Lüngcnunterschied  der  beiden  Orte 
um  die  Gröfsc: 

15  X 3600 
0.9972693  // 

tehlerhafl  finden.  Für  Keisende,  für  welche  cs  immer  Schwie- 
rigkeit hat,  ein  Instrument  ganz  genau  in  den  Meridian  zu 
bringen,  würde  also  diese  Methode  nicht  gut  anwendbar  sein, 
zumal  da  dieselbe  auch  eine  sehr  genaue  Zeitbestimmung 
voraussetzen  würde.  Man  vermeidet  aber  diese  Fehler,  wenn 
man  solche  Sterne  mit  dem  Monde  vergleicht,  welche  in  dem 
Parallel  desselben  liegen,  weil  dann  die  Fehler  des  Instru- 
ments auf  die  Beobachtungen  des  Monds  und  Sterns  densel- 
ben Einflufs  haben.  Beobachtet  man  also  an  beiden  Orten 
statt  der  Kectascension  des  Mondes  blos  den  Unterschied  der 
Rectascensionen  des  Mondes  und  des  Sterns,  also  die  Zeit, 
welche  zwischen  den  Durchgängen  beider  Gestirne  verfliefst, 
so  ist  dieser  Unterschied  von  den  Fehlern  des  Instruments 
ganz  unabhängig.  Da  man  aber  doch  den  Rcctascensionsun- 
terschied  nicht  für  die  Zeit  der  Culmination  des  Mondes  be- 
obachtet hat,  sondern  für  die  Zeit,  wo  derselbe  in  dem  Stun- 
denwinkel « stand,  wo  derselbe  also  durch  den  Meridian  eines 
Ortes  ging,  dessen  Längenunterschied  von  dem  Bcobachtungs- 
ortc  gleich  s ist,  so  erhält  man  den  gesuchten  Meridianunter- 
schied der  beiden  Orte  um  die  Gröfsc  .<t  fehlerhaft.  Man  mufs 
daher  zu  dem  gefundenen  Längenunterschied  noch  den  abso- 
luten Werth  des  Stundenwinkels,  in  welchem  man  Mond  und 
Stern  beobachtet  hat,  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen 
hinzulegen,  je  nachdem  der  Meridian  des  Instruments  zwi- 
schen oder  aufscr  denen  der  Orte  liegt  *).  Wie  man  aber  den 


*)  Man  kann  auch  zu  dem  beobachteten  Rectascensionsunterschiede 
des  Mondes  und  Sterns  die  Gröfse: 


± 


s k 
~k 


hinzutegen. 


23 
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Stundcnwinkd  huh  den  Fehlern  des  Instruments  herlcitet, 
wird  apiifer  hei  der  Theorie  des  Passngcninstruinents  in  Nr. 
13  des  .sechsten  Abschnitts  gezeigt  werden. 

Damit  nun  ilie  Beobachter  immer  dieselben  Sterne  zum 
Vergleichen  mit  dem  Monde  wählen,  wird  jährlich  in  dem 
Nautical  Almanac  und  danach  auch  in  den  andern  astrono- 
mischen Ephemeriden  ein  Verzeichnifs  der  Sterne  im  Parallel 
des  Mondes  fiir  alle  Tage,  an  welchen  der  Mond  im  Meridiane 
beobachtet  w'crden  kann,  bekannt  gemacht. 

Beispiel.  Am  13.  Jtdi  1848  wurden  in  Bilk  die  Mond- 
steme  beobachtet  und  die  folgenden  Durchgangszciten  durch 
den  Meridian  ohne  Anbringung  des  Standes  der  Uhr  ge- 
funden: *) 


»j  Ophiiichi 
y Ophiiiclii 
Moiul  Mitte 
(I ' Sagitt.srii 
y Sagiltiirii 

An  demselben  'läge  i 
Hamburg  beobachtet  und 
minatiun: 


17*  l'ö2".0t 

12  li  .ä‘1 
27  :il  .fiO 
18  1 .52  .!)f* 

18  4 8 12 

rurden  die  Mondstenie  auch  in 
es  waren  die  Zeiten  der  Uiil- 


>1  Opliiuchi  = 17*  l'42".  ül 

g Ophiuchi  = 1 1 5ü  . 9 1 

((  I.  Knnd  = 25  50  .43 

^ fl'  Sagittarii  = 18  4 43  .53 

Ä Sagittarii  --  18  38  .56 


Der  Halbmesser  des  Alondes  fiir  die  Zeit  der  Uulmination 
in  Hamburg  war  15'  2".  10,  die  Declination  — 18"  Uf.  1,  die 


*)  Vergl.  Nr.  16  de»  sechsten  Abschnitts. 
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Aenderung  der  Rcctosccnsion  in  einer  Stunde  iniftierer  Zeit 
= 129".  8,  also  A — 0.03596.  Es  wird  dalicr; 

It 

— j = t;.^  . tili 

(I  — a)  cos  o 

mithin  die  Zeit  der  (’nlinination  der  Mitte  des  Mondes: 

1 1>‘  2«'  5(>".  Oft 

Ferner  erhält  man  die  l'nterschiede  der  Uectaseensioneii 
ricr  Sterne  und  der  Mitte  des  Mondes: 

fiir  Hilk:  Ihr  Hamburg: 

>,  Ophiuchi  + 25'  41".  9«  + 2.5'  13".  48 

y Ophiuchi  + 15  28  .01  + 14  59  . 18 

ti'  Sagittarii  — 37  18  .39  - 37  47  .4  1 

?.  Sngittnrii  - 51  13  .52  - 51  42  . 47 

also  werden  die  Unterschiede  zwischen  den  Beobachtungen 
in  Hamburg  und  in  Bilk: 

©'_0  = + 28".  48 

28  .83 

29  .05 
28  .95 

im  Mittel 

Nun  waren  in  Nr.  15  der  Einleitung  die  stündlichen  Be- 
wegungen l'ür  die  nachstehenden  Berliner  Zeiten  gefiinden: 


10* 

+ 2' 

' 9 '. 

77 

1 1* 

2 

9 . 

91 

12* 

2 

10  . 

06 

Da  nun  die  Beobachtung  in  Bilk  etwa  der  Berliner 
Zeit  10*  30',  die  in  Hamburg  der  Berliner  Zeit  10''  16'  ent- 
spricht, so  ist: 

7'  = I0'‘  23' 

23* 
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35fi 

h'  = 2'  9".  82 
Hiermit  erhält  man  dann  nach  Formel  (e): 
d — ({=  +12'  52".  83 

Um  so  viel  liegt  also  Hamburg  östlicher  als  llilk.  *) 

Anm.  Da  A ungefähr  gleich  30'  ist,  so  wird  der  CoefHcient  von 
S''  — > in  der  Gleichung  (.1)  etwa  29.  Die  Beobachtungsfehler  werden 
daher  in  dem  Langenunter.-ichiedo  etwa  29  mal  vergröfsert  erscheinen, 
sodafs  ein  Fehler  von  O".  2 in  ©'—6)  einen  Fehler  von  etwa  6"  in  der 
Länge  erzeugt. 

*)  Sind  für  beide  Orte  die  Beobachtungszeiten  eines  Rande.s  ange- 
geben, so  rechnet  man  bequemer  nach  Formel  (A) 
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FÜNFTER  ABSCHNITT. 


Bestimmung  der  in  der  sphärischen  Astronomie  vor- 
kommenden Constanten  durch  die  Beobachtungen 

In  den  vorigen  Ahschnitten  sind  die  numerisehen  Wertlu; 
verschiedener  Constanten  angewandt,  ohne  dafs  angegeben 
war,  auf  welche  Weise  diese  Werthe  aus  den  Beobachtungen 
hergeleitet  sind.  Es  waren  dies  einmal  die  Constanten,  wel- 
che sich  auf  die  Gröfse  und  Gestalt  der  Erde  beziehen  und 
die  Winkel,  unter  denen  der  Halbmesser  der  Erde  von  den 
verschiedenen  Gestirnen  aus  erscheint,  oder  die  Horizontal- 
parallaxen der  Gestirne,  dann  die  Constanten,  welche  die 
Gröfse  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  in  unserer  Atmosphäre 
und  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  bestimmen,  d.  h.  die  Con- 
stanten der  Itcfraction  und  Aberration,  endlich  die  Constan- 
ten , welche  sich  auf  die  I^age  der  Axe  der  Erde  gegen  die 
Ebene  der  Ecliptic  beziehen,  oder  die  Constanten  der  Prä- 
cession  und  Nutation.  Es  ist  nun  also  noch  zu  zeigen,  durch 
welche  Methoden  die  Werthe  dieser  (’onstanten  aus  den  Be- 
obachtungen bestimmt  worden  sind. 


I.  Bestimmung  der  Ge.stalt  und  Gröfse  der  Erde. 

1.  Die  Gestalt  der  Erde  ist,  wie  sowohl  die  Theorie 
zeigt  als  auch  wirkliche  Messungen  ergeben  haben,  die  eines 
an  den  Polen  abgeplatteten  Sphäroids,  d.  h.  eines  solchen, 
welches  durch  die  Umdrehung  einer  Kllipsc  um  ihre  kleine 
Axe  entsteht.  Freilich  könnte  dies  nur  dann  in  aller  Strenge 
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der  Fall  sein,  wenn  die  Enle  ein  Hüssiger  Körper  wiire,  das 
abgeplattete  Sphäroid  ist  aber  diejenige  geometrische  krumme 
Flüche,  welche  der  wahren  Gestalt  der  Oberfläche  der  Erde 
am  nächsten  kommt. 

Die  Dimensionen  dieses  Sphäroids  werden  durch  Grsul- 
messungen  bestimmt,  ein  Verfahren,  bei  welchem  man  durch 
geodätische  Operationen  die  Länge  eines  Gradbogens  mifst 
und  zugleich  durch  die  Beobachtung  der  Polhöhen  der  An- 
fangs- und  Endstation  des  gemessenen  Bogens  seine  Gröfsc 
in  Graden  bestimmt.  Diese  Methode  ist  schon  sehr  idt  und 
schon  Eratosthenes  (etwa  300  v.  Ch.)  bediente  sich  derselben, 
um  datlurch  den  Umfang  der  von  ihm  als  kugelförmig  be- 
trachteten Erde  zu  bestimmen.  Eratosthenes  bemerkte  näm- 
lich, dafs  die  Städte  Alexandrien  und  Syene  in  Aegypten 
nahe  unter  demselben  Meridiane  lagen.  Ferner  wufste  er, 
dal’s  um  Tage  des  Sommcrsolstitiums  die  Körper  zu  Syene 
keinen  Schatten  warfen  und  schlofs  daraus,  dafs  dieser  Ort 
unterm  nördlichen  Wendekreise  lag.  Er  raafs  daher  an  die- 
sem Tage  die  Entfernung  der  Sonne  vom  Zenith  von  Alcxan- 
ilricn  und  fand  dafür  ?•'  12'.  Der  Bogen  des  Meridians  zwi- 
schen Syene  und  Alexandrien  betrug  daher  ebenfalls  7"  12' 
oder  den  fünfzigsten  Theil  des  Umfangs  der  Erde.  Da  nun 
Eratosthenes  durch  die  Vermessungen  der  Aegypfischen  Län- 
dereien wufste,  dafs  die  Entfernung  der  beiden  Orte  5<K)0 
Stadien  betrug,  so  fand  er  für  den  Umfang  der  Erde  250000 
Stadien.  Diese  Bestimmung  mufstc  nun  aus  verschiedenen 
Ursachen  fehlerhaft  sein.  Einmal  liegen  nämlich  die  beiden 
Städte  nicht  unter  dem8cll)en  Meridian,  sondern  Syene  etwa 
3°  östlicher  als  Alexandrien.  Ferner  liegt  Svene  nicht  unter 
dem  nördlichen  Wendekreise,  da  die  Polhöhe  dieses  Orts 
nach  neueren  Bestimmungen  24“  8'  ist,  während  die  Schiefe 
der  Eclipfic  zu  Flratosthenes  Zeiten  23“  44'  betmg.  Endlich 
war  auch  die  Breite  von  Alexandrien  und  die  Entfernung 
der  beiden  Orte  von  einander  fehlerhaft  bestimmt.  Erato- 
sthcncs  hat  aber  das  Verdienst,  die  Messung  der  Erde  zuerst 
versucht  zu  haben  und  zwar  nach  einer  Methode,  deren  man 
sich  noch  jetzt  zu  diesem  Zwecke  bedient. 
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Nachdem  Newton  durch  theoretisclie  Uctruchtiingcn  ge- 
funden hatte,  dafs  die  Ge.stalt  der  Erde  niclit  kugellorinig, 
■ Hondern  sphäroidisch  sei,  reichte  ca  nicht  meiir  hin,  /,ur  Bc- 
atiinmung  der  Dimensionen  der  Erde  eine  Gradmcssuug  au 
einem  Orte  anzustclien,  sondern  es  nuifstcn  dazu  zwei  Grad- 
messungen an  zwei  verschiedenen  Orten  der  Erdoberflüctie 
unter  möglichst  vcrscliiedenen  Polhöhen  mit  einander  verbun- 
den werden,  um  mit  der  Gröfse  auch  zugleich  die  Abplattung 
der  Erde  bestimmen  zu  können. 

ln  Nr.  2 des  zweiten  .Vbschnitts  waren  nun  für  die  Coor- 
dinaten  eines  Piinctcs  auf  der  Erdoberfläche,  bezogen  auf  ein 
in  der  Ebene  des  Meridians  liegendes  Äxensystem,  des.sen 
Anfangspunct  im  Mittelpunctc  der  Erde  und  dessen  Axeu 
der  X und  1/  rcspective  dem  Acquator  und  der  kleinen  A.xe 
parallel  angenommen  werden,  die  folgenden  Ausdrücke  ge- 
funden : 

a i:0»  q> 

V 1 — £*  .sin 

_ <1  .sin  (j)  ( 1 — £*) 

V 1 — t’  sin  (p* 

wo  <i  und  t die  halbe  grofsc  Axe  und  Exceulrieität  der  Mc- 
ridianellipse , cj>  die  Polhölie  des  Ortes  der  ( )I)erfläehe  be- 
zeichnen. 

Ferner  ist  der  Krüinmungsliidbinesser  für  einen  Punet 
einer  Ellipse,  dess«:n  .\l)S(Msse  x ist: 

''  ' «/< 

wo  A die  hallte  kleine  Axe  bedeutet,  oder,  wenn  man  fVir  x 
■seinen  eben  gegoltenen  W'eiih  setzt: 

't  (1-tQ 
(1  — e’siu(()’) 

Ist  daher  <r  die  Länge  eines  Meridiangrades  in  irgend 
einem  Längenmaafse  ausgedrückt  und  9 die  Polhölie  seiner 
Mitte,  so  ist: 

ISO  (I -f*  sin  9*)J 
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wo  :t  das  Verhiiltnifs  des  Kreisumfangs  zum  Durchmesser 
= 3.1415027  ist.  Hat  man  nun  einen  zweiten  Meridiangrad 
G'  gemessen  und  ist  wieder  t(>'  die  Polhöhe  seiner  Mitte,  so- 
dafs  man  die  Gleichung  hat: 

fi'  = (l-g^ 

180  (1  — E*  sin  (/i'  ’)i 

so  findet  man  die  Excentricitüt  der  Ellipse  aus  der  Formel; 


lind,  nachdem  man  diese  kennt,  aus  einer  der  beiden  Formeln 
fiir  G oder  G'  aueli  die  lialbe  grofse  Axe  der  Erde. 

Beispiel.  Die  Entfernung  der  Parallelen  von  Tarqui 
und  Cotsehesqui  in  Peru  wurde  von  Bouguer  und  Condamine 
gemessen  und  dieselbe  gleich  176875.5  Toisen  gefunden. 
Die  Polhöhen  der  beiden  Orte  wurden  zu 

- 3®  4'  32".0Ü« 

und : 

+ 0®  2'  3l".  387 

bestimmt. 

Ferner  fand  Swanberg  die  Entfernung  der  Parallelen 
der  beiden  Orte  Malöm  und  Pahfawara  in  Lappland  gleich 
1)2777.081  Toisen  und  deren  Polhöhen  gleich 

«5®  3l'  30".  2(!5 

und: 

(17“  8'  4 9".  830 

Aus  der  Gradmessung  in  Peru  ergiebt  sich  für  die  Länge 
eines  Grades  unter  der  Polhöhe: 

q)  = - 1®  3t'  O".  34 
(j  — 56733  . 87  Toisen. 

und  aus  der  Gradmessung  in  Lappland  die  Länge  eines 
Grades  unter  der  Polhöhe: 

tp'  = 66*  20'  10".  05 
</  = .5  7196  . 15  Toisen. 
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Nach  den  vorher  gegebenen  Formeln  erhält  man  hieraus: 

f*  = 0.0064S757 
II  = 3'2  7I(j5I  Toisen. 

und  da  die  Abplattung  t/  der  Erde  gleich  1 — V 1—«*  ist: 

_ 1 

“ “ sTo  .u 

Solcher  Gradmossungen  sind  nun  mehrere  an  verschiedenen  Or  ■ 
ten  der  Erde  mit  der  gröfsten  Sorgfalt  angestellt  worden.  Da 
man  aber  aus  derCombination  je  zweier  derselben  fiir  die  Dirnen 
sionen  der  Erde  immer  verschiedene  Werthe  erhält,  woran  zum 
Theil  die  Beobachtungsfehler,  hauptsächlich  aber  die  Abweichun 
gen  der  Erdoberfläche  von  der  wahren  sphäroidischen  Gestalt 
Schidd  sind,  so  inufs  man  aus  allen  diesen  einzelnen  Bestim- 
mungen dasjenige  Resultat  suchen,  welches  sich  an  alle  ver- 
schiedenen Gradmessungen  am  genauesten  anschlicfst. 

2.  Die  Länge  n des  Bogens  einer  Curve  wird  gefiinden 
durch  die  Formel: 


. dr 


Differenzirt  man  nun  die  in  der  vorigen  Nummer  gege- 
benen Ausdrücke  fiir  je  und  //  nach  9 und  substituirt  die 
Werthe  von  dx  und  dy  in  die  Formel  für  s,  so  erhält  man 
für  die  Länge  eines  Bogens  eines  elliptischen  Erdmeridians 
vom  Aequator  bis  zu  einem  Orte,  dessen  Polhfihe  9 ist: 


■<  = n (1-e*) 


/ 


d(j> 


(1-f"  sin  9*)' 

Entwickelt  man  den  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen 
in  eine  Reihe,  so  findet  man: 

^ ft 


1 Sin 


9’]  ’ = 1 + f 


f sin  <p  + 


l . 2 


.2.3 


f sin  q» 


und  hieraus,  wenn  man  statt  der  Potenzen  von  sin  qi  die 
Cosinus  der  vielfachen  Winkel  einfiihrt  und  die  einzelnen 
Glieder  nach  der  Formel: 


cos  Ax  dr 


1 

X 


sin  Ax  dz 
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intcf^rirl : 

s = « (l  — £*)  li  fq>  — (X  sin  2 cp  + li  siii  4 cp  etc.| 

wo  : 


S , 45  . 175  . 

4 64  25<i 

,,  * j 1 r. 

A(i  = £'  + — j“  + .... 

•25(i  1024 


+ . . . 


Setzt  man  hier  q>  = IHO”,  »o  erhält  man,  wenn  man  die 
mittlere  Länge  eines  Meridiangnides  mit  y liezeichnet: 

1 KO  3 = n (1  — «*)  li  . IC 

also  auch: 

180o  r . 

X — [<p  — a sin  2 9 + )i  sm  4 9 — . . .J 


Die  Entlernung  der  den  Dolhöheu  9 und  9 enlsprechen- 
tlen  Parallelkreise  wird  daher: 

/ — s = [9'  — 9 — 2 <jt  sin  (9’ — 9)  cos  (9' + qi) 

7t 

+ 2ji.sin  2(q/  — 9)  cos  ‘2(9'  + 9)] 

oder,  wenn  man  den  gemessenen  Dogen  cp  —cp  = / uiul  die 
Summe  der  Pulliöhen  9^+9  = 2 />  setzt,  / in  Secundeu  aus- 
driiekl  und  unter  10  die  Zahl  206264.8  versteht: 

— — (.c'  — .»)  = l — 2 Ul  cx  sin  l cos  2 1.  + 2 wß  sin  2 l cos  4 I. 

0 


Setzt  man  mm  hier  fiir  l den  beohaeliteten  Werth  der 
Difl'erenz  der  Polhöhen  un<l  Dir  s'—k  die  geme.ssene  Länge 
tles  Meridianbogens,  so  würde  diese  Gleichung  nur  eriVdlt 
werden,  wenn  man  fiir  y und  f,  also  für  y,  <x  und  j'i  dieje- 
nigen VV'^erthe  nimmt,  welche  grade  dieser  Messung  entspre-* 
eben.  Nimmt  man  nun  aber  daf iir  diejenigen  Werthe , wel- 
che sich  aus  allen  Gradmessungen  ergeben,  so  wird  man, 
wenn  die  Gleichung  erfüllt  werden  soll,  den  beobachteten 
Polhöhen  kleine  ('orrcctioncn  hinzufügen  müssen.  Schreibt 
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man  alst)  9 + j"  und  i)>  '-f  .r  statt  q>  uiul  q/ , wo  a;  und  ./•'  kleine 
Gröfscn  sind,  deren  Quadrate  und  Producte  vcmachlärsigt 
werden  können,  so  erhält  man,  wenn  man  auch  den  Eintluls 
dieser  Aenderungen  aul'  L unberücksichtigt  läfst; 

(»'  — .1)  = / — ‘Jiru  siD  i von  i L + i fcji  sin  2 l cos  4 /,  + (x  —x)  y 
3 

wo: 


tj  = 1 — 2 « cos  l OOS  2 A + 4 (3  cos  2 l cos  4 A 
man  hat  also  auch: 


, _ 1 /SliOO 

* ~ 8 \ 


■00  , , . \ 
— (s  — s)  — (/  — 2 10«  sin  l cos  2 /,  + 2 k>(3  sin  2 1 cos  4 /.)  j 


Eine  jede  Beobachtung  der  Polhöhcn  zweier  Orte  aul' 
der  Oberfläche  der  Erde  und  der  Messung  der  Entfernung 
ihrer  Parallelen  giebt  also  lür  die  an  die  beobachteten  Pol- 
höhcn anzubringende  Verbesserungen  eine  solche  Gleichung. 
Hat  man  nun  die  Resultate  mehrerer  Gradmessungen,  sodafs 
man  mehr  solcher  Gleichungen  als  unbekannte  Gröfsen  hat, 
so  mufs  man,  wie  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  lehrt,  die 
Werthe  der  Unbekannten  ij  und  r so  bestimnieri,  dafs  die 
Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  .r— a-  etc. 
ein  Minimum  wird.  Nimmt  man  nun  und  als  Nähe- 
rungsw'crfhe  von  ff  und  -x  an  und  setzt: 


9 = «'>■'  « = «„  (1  + i) 


und  vernachläfsigt  wieder  die  (Quadrate  und  Producte  von  i 
und  i-,  so  erhält  man: 


, 1 /3600 

X -X  = ( 

Q \ 3o 


2 to 


(■»'-  s)  — n + • - [«„  sin  / cos  2 L — {J„  sin  2 1 cos  4 /.] 


8 


1 3600  . , . . 2 I«  r . , , dß.  . 

+ — . (■"— »)i  + — [«„sin/cos2/.  — « --!-2-sm2/co.s4/,U’ 

8 ffo  8 •' 


Hier  bezeichnet  (3*  den  Werth,  in  welchen  ,3  übergeht, 
wenn  man  fiir  a den  Näherungswerth  «„  setzt.  Um  diesen 

ebenso  wie  den  Differentialquotienten  zu  erhalten,  mufs 


man  i3  durch  « ausdrücken. 
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Ea  war  aber: 


u = f . 

R 32 


15  , 525  , 


Ebenao  ist: 


3 , 45  , 1 , 

4 64  256 

3 , 3 . 111, 

8 16  1024 


15  . 15  . 

li  = — £ + — f 


256  256 

Kclirt  nmn  nun  die  Reihe  für  u um,  ao  erhält  man: 

St 

£^  = a «’  + 4«’ 


und  wenn  man  dies  in  den  Ausdruck  liir  ,3  einfuhrt: 


35 


also  auch: 


ß = — a + — rr  «' 
^ 12  108 


tl.i  5 , 35  , 

« T-  = T “ 

da  ß 2 < 


Setzt  man  dalicr: 

„ = 1 _ Ä 

Q \ 9o  ! 


+ — - |«,|  «in  / cos  2 

e 


(I) 


und: 


2w 

6 = — |u„ 

0 


1 3600  , 

(I  — (s  — s) 

U ff» 


/ <)  • 4^0  it* 

■x„  sin  / cos  2 /.  — I — “o  + “ ) sin  2 / I 

SO  erhält  man  die  Gleichung: 

(ß)  r —ji  = n + ai  + hl 

und  eine  ähnliche  Gleichung  giebt  die  Verbindung  des  süd- 
lichsten Punctes  einer  Gradinessung  mit  einem  jeden  nörd- 
licheren Puncte. 


cos  4 /.I 


Digilized  by  Google 


365 


Die  Summe  der  Quadrate  der  Verbesserungen,  welche 
man  an  alle  Polhöhen  einer  Gradmessung  anzubringen  hätte, 
ist  also: 

jr*  + [n  + (li  + titr  + x]’  + [n'  + f/i  + + xj*  + 

Soll  nun  hier  x einen  solchen  Werth  erhalten,  dal’s  die 
Summe  der  (Quadrate  ein  Minimum  wird,  so  mul’s: 

- , dx'  w t , , d’x' 

X + [n  + rti  + 61:  + yl  - — + [n  + « t + 6 X’  + x]  + .. . = 0 
^dx  dx 


sein,  oder  da: 


_ d 

dr  dx 


ist,  so  mufs: 

/,ix  + fn]  + [ii]  i + [6J  fc  = 0 

sein,  wo  /n  die  Anzahl  der  beobachteten  Polhöhen  und  |;/),  [a| 
und  \b\  die  Summen  aller  einzelnen  n,  a und  h bezeichnen. 

Sollen  dann  ferner  i und  k solche  Werthe  erhalten,  dafs 
dadurch  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  ein  Minimum 
wird,  so  mufs: 

. , dx'  . , , dxf' 

[n  + ai  + bk  + x\  — + [n  + n i + b' k + xj  — p-  +...  = 0 

und: 

dxf  dx" 

\n  + ai  + bk  + x\  — + [n'  + a'  i + b'  k + i]  — — +...  = 0 
dk  dl 

sein,  oder  da: 

dxf  dx" 


und: 


Ifk 


dxf' 

dk 


etc.  — h 


ist,  so  mus: 


und: 


fnn]  + [ca]»  + + \a]x 


[6  n]  + [a  6]  i + [i  äJ  k + [A]  x 


0 


0 
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sein,  wo  wieder  die  Ciröfsen  |on]  , |««|  etc.  die  Summen  al- 
ler einzelnen  au,  aa  etc.  bedeuten.  Eliminirt  man  hier 
durch  die  vorher  {jef'undene  Gleichung,  so  erhält  man: 


.ledc  Gradmessung  liefert  nun  zwei  solcher  Gleichungen. 
Addirt  num  die  entsprechenden  Gleichungen  zusammen  und 
bezeichnet  man  die  Summe  aller  Gröfsen: 


fnn|  — mit  («ri,) 

und  ähnlich  die  übrigen  Summen,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung von  i und  k aus  allen  Gradmessungen  die  beiden 
folgenden  Gleichung<’n : 


0 = (an,)  + (na,)  i + (« f>,)  t 
0 = (l>n,)  + (oA,)  I + (hli,)  X- 


Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  '*wd  zieht 


dieselbe  dann  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  hat  man: 


(o  0 . 

(n  n,) 


j(4A,)  - 


(n  a,)  * 


woraus  man  k findet,  während  dann  eine  der  erstcren  Glei- 
chungen mit  diesem  Werthe  von  k den  Werth  von  i ergiebt. 

Als  Beispiel  sollen  die  folgenden  Gradmessungen  be- 
rechnet werden. 


1)  Gradmessung  in  Peru. 


Polhöhe 

Tarqui  - 3“  4'  32".068 
Cotchesqui  + 0 2 31  .387 


l 


3“  7'  S".45 


Entfernung  der  Parallele 
17  687  5.5  Toisen 
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2)  Gradincssung  in  Ostindien. 

l 


l’olhöhe 

l'rivamleporum  + 11“  44'  52".  59 


Kntfernung  der  l‘undlcli' 


Paiidru 


13  19  49.02  l"34'5l!.43  89813.010 


3)  Gradmessung  in  Preufsen. 

Trunz  54"l3'll".47 

Königsberg  54  42  50.50  0“  29'  39".  03  2821  1.G29 

Memel  55  43  40.45  1 30  28  .98  8G17G.975 


4)  Gradmessung  in  Schweden. 

Malorn  05"  3l'  30".2«5 

r.-ihlawara  07  8 49.830  l“37'l9"5C  92777.981 


Setzt  inan  nun: 


57008  , 1 +X: 

g = p iiml  u = 


1 +i 


400 


SO  erhiilt  man: 

log  = 7.39794 

115  , 35  ,1 

log  , — C(, + oe/}  = 4.41567 

' 2 " 108  I 

15  . 35  ./ 

log  jy  “„  + 17  i = 

Setzt  man  ferner: 

10000  i = y 
10  t = s 

SO  erhiilt  man  fiir  die  vier  Gradmessungen  die  Gleichungen: 

1)  — ar,  = + l".97  + 1.1225  j/  + 5.6059  : 

2)  a/i  — y-j  = + 0 .94  + 0 5697  y + 2.5835  s 

3)  -rs  = - 0 .37  + 0. 1779  1/  - 0.2852  z 

a:"a— X3  = + 3 .79  + 0.54  33  - 0.9157  2 

4)  x'4  -x^  = — 0 .51  + 0 5839  31  - 1 .971 1 2 
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und  daraus: 


[-J 

m 

fnnj 

[f/tj] 

1) 

+ 

l".97 

+ 1.1225 

+ 5.6059 

+ 

2.2113 

+ 1.2600 

+ 6.2924 

2) 

+ 

0 .94 

+ 0.5697 

+ 2.5835 

+ 

0.5355 

+ 0.3246 

+ 1.4718 

3) 

+ 

3 .42 

+0.7212 

- 1 .2009 

+ 

1.9933 

+ 0.3268 

— 0.5482 

4) 

- 

0.51 

+ 0.5839 

- 1.9711 

- 

0.2978 

+ 0.3409 

-1.1 509 

[An]  [AA] 

1)  + 1 1 .043C  + 31.4254 

2)  + 2.4284  G.G742 

3)  - 3.3650  0.9198 

4)  + 1.0026  3.8853 

und : 

[nn,J  [««,]  [fiA,J 

1)  + 1.1056  + 0.6300  + 3.1462 

2)  + 0.2678  + 0.1623  + 0.7359 

3)  + 1.1711  + 0.1534  — 0.2595 

4)  - 0.1489  + 0.1705  - 0.5755 

(au,)  = + 2 3956,  («<?,)  = + 1 . 1 1 62, (ft A,)  = + 3.0471, 

[An,j  |AA,] 

+ 5.5218  + 15.7127 

+ 1 2142  + 3.3371 

— 1.9960  + 0.4391 

+ 0.5013  + 1.9426 

(An,)  + 5.2413,  (AA,)  = + 21.4315 

Man  erhält  somit  für  die  Bestimmung  von  y und  z die 
beiden  Gleichungen: 

0 = + 2.3956  + 1 . 1 162  j + 3.0471  i 
0 = + 5.2413  + 3.04  71  y + 21 .4315  t 

durch  deren  Auflösung  man  Hndet: 

I = + 0.099012 
y = - 2.4165 

al.so : 

i = - 0.00024166  und  it  = + 0.0099012 
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mithin : 


57008 

l-0.00024r6? 


57021.79 


und: 

1 +0.0099012 

a = = 0.002524753 

400 

Da  nun: 


j 8 32  5 , j 

E*=  - <t  — — «’  + 4«’ 

3 9 


war,  .<<0  erhält  man: 

e’  = 0.00G7I0073 

also  für  die  Abplattung  der  Erde  . 

Ferner  ist: 

h 

log  - = log  V 1-e’  = 9.9985380 
a ' 

und  da: 


t80g 

(l-e*)  E% 


war,  so  findet  man: 


also: 


log  a = 6.5147884 


log  b = 6.5133264 

Auf  diese  Weise  hat  nun  Besscl  die  Gröfse  und  Ab- 
plattung der  Erde  aus  10  verschiedenen  Gradmessungen  be- 
stimmt •)  und  dafür  die  schon  oben  in  Nr.  1 des  zweiten 
Abschnitts  angefiihrten  Werthe  erhalten: 

die  Abplattung  a = ^ 

® 299.1528 


Halbe  grofse  Axe  a in  Toisen  = 3272077.14 
Halbe  kleine  Axe  5 = 3261139.33 


log  a = 6. 5148235 
log  5 = 6.5133693 


*)  In  Schumacher’s  a-itronomisrhcn  Nachrichten  Nr.  333  und  438 
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II.  Bestimmuiig  der  Horizontalparallaxen  der  Gestirne. 

3.  Wenn  inan  den  Ort  eine.*«  der  Knie  nalien  Gestirns 
von  zwei  verschiedenen  Puncten  der  KrdoherHäche  aus 
beobachtet,  so  kann  inan  dadurch  die  Parallaxe  desselben 
oder,  was  dasselbe  ist,  seine  Entfernung  in  Einheiten  der 
halben  grofsen  Axe  des  Erdsphaeroids  aiisgedriickt,  bestim- 
men. Da  aber  nach  dem  vorigen  die  GröCse  dieser  Axe 
selbst  bekannt  ist,  so  kann  man  also  die  Entfernung  des  Ge- 
stirns auch  in  einem  bekannten  Längenmoarse  ausdriieken. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dafs  die  beiden  Beobach- 
tungsorte unter  demselben  Meridiane  zu  verschiedenen  Seiten 
des  Aequators  liegen  und  dafs  man  an  beiden  Orten  die  Ze- 
nithdistanz des  Gestirns  bei  seiner  Culraination  beobachtet 
habe.  Dann  ist  nach  Nr.  3 des  zweiten  .Vbsehnitts  die  Hö- 
henparallaxe des  Gestirns  an  dem  einen  Orte  gegeben  durch 
die  (ileichung: 

sin  //  = y sin  ^ sin  [z  — (cp— <p’)j 

wo  p die  Horizontalpniallaxe,  z die  beobachtete,  von  der  Ke- 
fraction  befreite  Zenithdistanz,  cji  und  <p'  die  geographische 
und  verbe.sserte  Polhöhe  und  o die  Entfernung  des  Orts  vom 
Mittelpnnc^te  der  Erde  bezeichnen,  .Man  hat  also: 

J__  - ö »in  [-_-_(9-<p')J 

>im  p »in  // 

und  ebenso  ihr  den  zweiten  Ort,  dessen  geographische  und 
verbesserte  Polhöhe  q>,  und  cp',  und  dessen  Entfernting  vom 
Mittelpiincte  s?  ist: 

' _ \l,  »in  [»>-(<P,-cp',)| 

sin  p sin  //, 

Betr.ichtet  man  nun  die  beiden  Dreiecke,  welche  durch 
den  Ort  des  Gestirns,  den  Mittelpunct  der  Erde  und  die-  bei- 
den Bcobachtungsorte  gebildet  werden,  so  ist  in  dem  einen 
Dreiecke  der  AVinkel  am  Gestirne  ]>’,  der  Winkel  am  Beobach- 
tungsorte 180— j-Hj' — cp'  und  der  W'inkel  am  Mittelpuncte  cp'T^ 
wo  ö die  geoenefrische  Decllnation  des  Gestirns  ist  und  wo 
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das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  das  Gestirn 
und  der  Beobachtiingsort  sich  auf  derselben  oder  auf  ver- 
schiedenen Seiten  des  Aequators  befinden.  In  dem  anderen 
Dreiecke  sind  diese  Winkel  dagegen  p,  , 180— -i-  (p^  — cp', 
und  9',±<ü.  Man  hat  also: 


und: 


p = z —cp'  ± 6 

V,  - ^ ^ 


p'+p,  = J + J,  - tp'-cp', 


Bezeichnet  man  daher  die  bekiuinte  (iröfse  p'  -^p',  mit  tt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

tj  sin  [i-(<p-<p'2j  _ g,  »in  ~ (9.  - «p'ilJ 
sin  }/'  sin  {n~p') 

«vorniis  folgt: 

, _ g sin  3t  sin  [j  — (q>  — 9')] 

^ g,  sin  \z,  - (9,-9',))  + g cos  it  sin  |i  - (9-9')] 

oder  auch: 

tangp',  = 

' g sin  [j:  — (9  — 9')]  + g,  cos  3t  sin  [t,  — (9  - 9 )] 


Nachdem  man  dann  p'  oder  p' , durch  eine  dieser  Glei- 
chungen gefunden  hat,  erhält  man  p entweder  aus: 


siin  p = 


sin  p 


g sin  |z  - (9-9')] 


oder: 


. sin  p , 

sin  p ~ 


g,  sin  fs,  - (9,-9',)] 


Es  war  nun  hierbei  vorausgesetzt,  dal’s  die  beiden  Orte 
auf  verschiedenen  Seiten  des  Aequators  liegen,  wie  es  auch 
ftir  die  Bestimmung  von  p am  vortheilhaftesten  ist.  Ist  dies 
aber  nicht  der  Fall,  sondern  liegen  die  Orte  auf  derselben 
Seite  des  Aequators,  so  sind  jetzt  die  Winkel  am  Mittel- 
puncte  der  Erde  in  den  vorher  betrachteten  Dreiecken  an 
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(Icre,  niimlirh  in  dem  einen  Dreiecke  und  in  dem  an- 

dern <(>',+<5.  Setzt  man  dann  aber: 

™ = p',-p'  = z,-z- 

80  erhält  man  p oder  durch  dieselben  Gleichungen  wie 
vorher. 

Liegen  die  beiden  Orte  nicht,  wie  es  angenommen  war, 
unter  demselben  Meridiane,  so  werden  die  beiden  Beobach- 
tungen nicht  mehr  gleichzeitig  sein  und  man  mufs  dann  die 
Aenderung  der  Declination  in  der  Zwischenzeit  in  Rechniuig 
bringen. 

Auf  diese  Weise  wurden  in  den  Jahren  1751  und  1752 
die  Parallaxe  des  Mondes  und  des  Mars  bestimmt.  Zu  dem 
Ende  beobachtete  Lacaille  die  Zenithdistanz  der  beiden  Ge- 
stirne bei  ihrer  Culmination  am  Cap  der  guten  Hoffnung, 
während  gleichzeitig  Cassini  in  Paris,  Lalande  in  Berlin,  Za- 
notti  in  Bologna  und  Bradley  in  Greenwich  beobachteten. 
Diese  Orte  sind  sehr  günstig  gelegen.  Der  gröfste  Unter- 
schied der  Polhöhcn  ist  der  vom  Cap  und  Berlin  und  be- 
trägt 86 J“,  der  gröfste  Unterschied  der  Längen  ist  dagegen 
der  vom  Cap  und  Greenwich,  der  Stunde  beträgt,  eine 
Zeit,  für  welche  man  die  Bewegung  des  Mondes  in  Decli- 
nation vollkommen  scharf  in  Rechnung  bringen  kann. 

Die  Beobachter  fanden  damals  die  Horizontalparalla.\e 
des  Mondes  in  seiner  mittleren  Entfernung  von  der  Erde 
gleich  57'  5".  Eine  neue  von  Olufsen  ausgefiihrte  Berech- 
nung aller  dieser  Beobachtungen,  ergab  aber  daRir  den 
Werth  57'  2",  64  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Abplat- 
tung der  Erde  — ist.  Mit  dem  wahrscheinlichsten  Wer- 

the  jg  *1®*'  Abplattung  erhält  man  dagegen  57'  2".  80*). 

In  neuester  Zeit  beobachtete  auch  Henderson  in  den  Jahren 
1832  und  1833  am  Cap  der  guten  Hoffnung  Meridianzenith- 
distanzen  des  Mondes,  aus  denen  er  in  Verbindung  mit  gleich- 


•)  Agtron.  Nachrichten  Nr.  32(!. 


Digitized  by  Googh 


373 


zciti^^cii  Grecmvii'licr  HoubHclituiigeu  die  mittlere  Horizuntal- 
parallaxe  57'  1".  8 land  *).  In  den  Burkhardtschcn  Mondtafeln 
ist  lür  diese  (.'onstante  der  Werth  57'  ü".52  angenommen. 

Für  den  Mond  wird  nun  übrigens  das  Problem,  seine 
Parallaxe  aus  Beobaclituiigen  an  verschiedenen  Orten  der 
Erde  zu  finden,  nicht  so  einfach,  wie  dasselbe  vorher  aufge- 
stcllt  war,  weil  man  immer  nur  den  Kund  des  Mondes  an 
beiden  Orten  beobachten  kann,  also  zur  Keduction  die  Kennt- 
nifs  des  Halbmessers  nöthig  hat,  welcher  selbst  durch  die 
Parallaxe  geändert  wird. 

Bezeichnen  r und  /•'  den  geocentrischen  und  scheinbaren 
Halbmesser  des  Mondes,  A und  A'  die  Entfernungen  vom 
Mittelpuncte  der  Erde  und  dem  Beobachtungsortc,  so  ist; 

sin  r'  A 

sin  r A' 

In  dem  Dreiecke,  welches  vom  Mittelpuncte  der  Erde, 
dem  Mittelpuncte  des  Mondes  und  dem  Bcobachtungsorte 
gebildet  wird,  hat  man  aber: 

A _ sin  (180  —z) 

A'  sin  (s'— y) 

WO  z den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Riclitung  vom  Beobach- 
tungsorte nach  dem  Mittelpuncte  des  Mondes  mit  der  ver- 
längerten Kiclitung  vom  Mittelpuncte  der  Erde  nach  dem 
Bcobachtungsorte  macht,  oder  da: 

ist,  wo  z die  beobachtete  Zenithdistanz  des  Mondrandes  be- 
zeichnet und  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem 
der  obere  oder  untere  Kand  beobachtet  ist: 

A _ sin  [i  — (<p  — (p')  ± r'J 
Ä'  sin  [i  — (qj— q>')  — y ±.  r'j 


*)  Astron.  Naehriclucu  Nr.  388. 
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Führt  man  diesen  Ausdruck  in  die  üleichunir  liir 

° sm  r 

ein  und  eliminirt  p durch  die  Gleichung: 

«in  p — ^ .«in  p «in  [j  — (cp— q>')  i r'] 

so  erhält  man,  wenn  man  der  Kih'ze  wegen  z — (cjj— cp’)  blos 
durch  z bezeichnet  und  c;  gleich  eins  setzt; 

»in  r = sin  r + sin  r sin  p cos  (r±r  ) + J sin  r sin/)*  sin  r')  ’ 

oder  bis  auf  Gröfsen  von  der  dritten  Ordnung  genau: 

r'  = r + sin  r »in />  cos  (z±r)  + J «in  r sin/)’  sin  (zi:r)  ’ 


Ist  nun  Z die  geocentrische  Zenithdistanz  des  Mittelpuncts 
des  Mundes,  so  ist  dieselbe  durch  die  Zenithdistanz  z des 
beobachteten  Kandcs  ausgedrückt: 


= z i:  r — .sin  p sin  (i±r’) 


sin  /)*  sin  (zi  r*)  * 
6 


oder,  wenn  man  für  r seinen  eben  gefundenen  Werth  snb- 
stituirt : 


Z = z ± r ± sin  r sin  p cos  (z4-r)  ± J sin  r sin  /)’  sin  (z±r)  ’ 

sin  /I*  sin  (z±r)  * 
ß 


— sin  p »in  (z±r)  — 


Entwickelt  man  diese  Gleichung  und  vernachläfsigt  wie- 
der die  Glieder,  welche  in  Hezug  auf/)  und  r von  einer  hii- 
heren  Ordnung  als  der  dritten  sind,  so  erhält  man: 


2 = z i r — sin  r*  »in  p »in  z i | .»in  r sin  /»’  sin  z* 
— sin  p CO»  r sin  i + J «in  p sin  r*  sin  z — 


sin  p sin  z 


oder,  wenn  man  1 — 5 sin  r’  statt  cos  r und  wieder  y sin  p 
statt  sin  p einfiihrt: 


Z = z i ~ C p »in  z — 5 Q sin  p sin  z »in  r’  i 5 t?  * sei  />’  sin  r »in  z’ 

Q*  sin  /)’  .sin  z ’ 

_ _ 

und  endlic'h,  wenn  man; 


«in  r — k »in  p 
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also: 


r = i sin  p + ' k*  sin  p’ 

setzt  und  auch  wieder  z—X  statt  z einfiihrt,  W'o  X = <p— 9^  ist: 

Z = z—X  — sin  p [g  sin  (2— A)  ^ [g  sin  (*— A)  ^ t]  ’ 

6 


Ist  dann  1)  die  geocentrische  Dcclination  des  Mittelpunc- 
tes  des  Mondes,  6 die  beobachtete  Dcclination  des  Randes, 
so  ist,  weil  D = 9'— 2 und  0 = 9'  — (2— A): 

Z>  = 5 + sin  p [g  sin  (i— A)  ^ Aj  + ^ ^ ' [ß  (*~A)  -f  A]  ’ 

Die  Gröfsen  g und  A hängen  nun  von  der  Abplattung 
der  Erde  ab.  Da  es  nun  wünschenswerth  ist,  die  Parallaxe 
des  Mondes  so  zu  finden,  dafs  man  die  Acndcrung,  welche 
eine  andre  Abplattung  als  die  zum  Grunde  gelegte  hervor- 
bringt, leicht  daran  anbringen  kann,  so  mufs  man  den  Aus- 
druck so  entwickeln,  dafs  derselbe  die  Abplattung  explicite 
enthält.  Nun  war  aber  in  Nr.  2 des  zweiten  Abschnitts 
gefunden: 

<{•-'!>  = TTT*  9 + ••• 

<1+0 

fc’ 

‘ n’  . 

= sin  29  + — 


Führt  mau  hier  die  Abplattung  m ein,  gegeben  durch 
die  Gleichung: 


I j = 2 a — « 

a 


und  vernachläfsigt  die  Glieder  von  der  ürdmmg  so  wird: 
9—9'  = A = a sin  2 9 

Ferner  war: 

, cos  9’  _ (I -j-’)’ sin  9’ 

ß — , s*  3.  } 

1 — f sm  9 1 — f sin  9 

1 — 2 f ’ sin  9’  + f*  sin  9’ 

1 —F.  ’ sin  9’ 
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Führt  man  auch  hier  wieder  u ein  durch  die  Gleichung: 


und  vemachläfsigt  die  Glie<ler  von  der  Ordnung  i/’,  so  er- 
hält man: 

= I — a sin  q>’ 

Damit  wird  dann  der  zuletzt  für  D gefundene  Ausdruck 
der  folgende: 


D ■=  6 + [sin  z ^ Ij  sin  p — [sin  (p*  sin  z + sin  2 (p  cos  ij  u sin  /> 


+ [sin  z :f  Aj  ’ 


sin  p’ 

~6~ 


Eine  solche  Gleichung  gicht  also  eine  jede  Beobachtung 
eines  Mondrandes  an  einem  Orte  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel der  Erde  und  es  gilt  hier  das  obere  oder  untere  Zei- 
chen, je  nachdem  man  den  oberen  oder  unteren  Rund  des 
Mondes  beobachtet  hat. 

Für  einen  Ort  auf  der  südlichen  Halbkugel  der  Ertle 
bildet  man  ebenso: 

/),  = S,  — [sin  z,  ^ A-]  sin  />,  — [sin  z,  ^ A'J’  — — — 

6 

+ [sin  (p,*  sin  z,  + sin  2 cp,  cos  s,J  sin  p' 


Es  seien  nun  t und  t,  die  den  beiden  Beobachtungen 
entsprechenden  mittleren  Zeiten  irgend  eines  ersten  Meridi- 
ans, ferner  sei  J.)„  die  geocentrischc  Declination  des  Mondes 

für  irgend  eine  Zeit  7'  und  ^ die  Aenderung  der  Declina- 
tion des  Mondes  während  einer  Stunde  mittlerer  Zeit,  positiv 
genommen,  wenn  der  Mond  sich  nach  dem  Nordpolc  zu  be- 
wegt, so  geben  die  beiden  Gleichungen  fiir  D imd  D,'. 


(/,—<)  = 6,-6  — [siu  z,  ^ A-  — a (sin  cp,’  sin  z,  + sin  2 cp,  cos  z,)J  sin  p, 

— [sin  2 X A-  — a (sin  9’  sin  z + sin  2 9 cos  z)]  sin  p 

-[sinz,^A-J^?ii5^^-i:-[sinzT  A]^/ 
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Ist  ferncf  die  Parallaxe  fiir  die  Zeit  '/'  und  die 
' dt 

stündliche  Veränderung  derselben,  so  wird: 

dn  ^ . 

sm  p = 8in  p^  + C08  p„  — (<-  70 

. . dp 

smp,  = sin/>„  + uospo  — (t,-70 

mithin  erhält  inan  fiir  die  Bestiininung  der  Parallaxe  zur 
Zeit  7'  die  Gleichung: 

0 = S,-Ö  + 0-0  ^ - [(sin  :f  -t)’  + »in  (z  :p  i)’J 
- ^ [(»‘“  2 T O (<-  7”)  + (sin  I,  ^ O 0,-  7’)] 


— (»in  z,  + sin  I T 


, ^,1  . . . 1 »in<p*  »ini +siu2d  cosii  *) 

qp  ij  8in/>o +asinp„  ) . . { 

I + sin  <{),  'sin  z,+  sin  2 <p,  cos  z,  1 


Sind  nun  an  den  beiden  Orten  verschiedene  Känder  des 
Mondes  beobachtet,  so  wird  der  Coefficient  von  sin  unab- 
hängig von  k und  da  diese  Gröfsc  dann  nur  noch  in  den 

kleinen,  mit  sin  />o®  und  ^ multiplicirten  Gliedern  vorkommt, 

so  wird  auch  der  gefundene  Werth  von  p„  unabhängig  von 
einem  etwaigen  Fehler  in  k.  Da  man  nun  ferner  die  Paral- 
laxe aus  früheren  Bestimmungen  als  annähernd  soweit  be- 
kannt voraussetzen  kann,  um  damit  das  dritte  und  vierte 
Glied  der  Fonnel  ohne  merklichen  Fehler  zu  berechnen,  so 
kann  man  also  die  vier  ersten  Glieder  als  bekannt  voraus- 
setzen, weil  alle  darin  vorkominenden  Grolsen  entweder  durch 


*>  Will  man  auf  die  zweiten  Differentialquotienten  Rücksicht  neh- 
men, so  mufs  man  noch  das  Glied  hinzufügen: 

+ HO-70’-(t-70’J  ^ 

nimmt  man  aber: 

T = HO  + 0 

so  fallt  dies  Glied  fort. 
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die  Beobachtungen  gegeben  eind  oder  aus  den  Mondstafeb 
entnommen  werden  können.  Bezeichnet  man  daher  die  Summe 
dieser  vier  Glieder  mit  n,  den  t’oefücienten  von  p sin  p„ 
mit  u und  den  von  sin  p„  mit  6,  so  erhält  man  die 

Gleichung : 

0 = n — sin  /)„  (<i  — bu) 

aus  welcher  man  ;>o  als  Function  von  u findet.  Man  will 
nun  aber  nicht  allein  die  Horizontalparallaxe  ^o>  welche  zur 
Zeit  T statt  findet,  kennen,  sondern  die  sogenannte  mittlere 
Horizontalparallaxe  d.  h.  den  Werth,  welchen  die  Horizon- 
talparallaxe in  der  mittleren  Entfernung  des  Mondes  von  der 
Erde  *)  hat.  Ist  aber  K die  in  den  Mondstafeln  angenom- 
mene mittlere  Horizontalparallaxe  und  -x  die  aus  denselben 
Tafeln  liir  die  Zeit  7’  entnommene,  so  hat  man,  wenn  man 
die  gesuchte  mittlere  Horizontal parallaxe  mit  II  bezeichnet; 

sin  Pn  = — sin  II  = sin  FI 
/o 

also  wird  die  Bedingungsgleichung  jetzt: 

0 — — — sin  II  (n  — A«) 

Beispiel.  Am  2östeii  Februar  1752  beobachtete  La- 
lande  in  Berlin  die  Declination  des  unteren  Bandes  des 
Mondes; 

6 = + zo“  2«'  25". 2 

dagegen  Lacaille  am  Cap  der  guten  Hofthung  die  Declina- 
tion des  oberen  Randes : 

6,  = + 21"  4«'  44".» 

Für  die  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Beobachtungen 
liegende  mittlere  Pariser  Zeit : 

T = G"  4 0' 


*)  Nnmlich  wenn  diese  Kntfemung  gleich  der  halben  grofsen  Axe 
der  elliptischen  Bahn  des  Mondes  ist. 
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hat  iiian  ferner  nach  den  Burkhardschen  Mondslafeln: 


endlich  ist: 
mul: 


il* 

Tu 

■X 


- 34".  I .'i 
.)»'  24".  :)4 


‘hl 

dt 


+ 0".2« 


= 52"  30'  Iti" 


cp  =:  33  56  3 südlich. 


Da  der  östliche  Meridianunterechied  des  Caps  von  Ber- 
lin 20'  19".  5 beträgt  und  die  stündliche  Zunahme  der  Rec- 
tascension  des  Mondes  gleich  38'  lO"  iin  Bogen  war,  so  er- 
folgte die  Culniination  des  Mondes  in  Berlin  21'  11"  später 
als  am  Cap,  mithin  ist: 

i-t,  = + 21'  ll"  also  (t-t.)  ^ - I2".06 

dt 

ferner: 

6,-6  = + I*  20'  19".  6 


Das  dritte  Glied,  welches  von  sin  abhängt,  erhält  man, 
wenn  man  k = 0.2725  nimmt,  gleich  — 0".  12;  es  ist  datier, 

wenn  man  das  hier  ganz  unbedeutende  in  multiplicirte 

Glied  vcmachläfsigt : 

ti  = + 1“  20'  7".  4 2 


oder  in  Theilen  des  Radius: 

n = + 0.023307 


und  da  die  in  den  Burkhardtschen  Mondstafeln  angewandte 
Constante  der  Parallaxe: 

A'  = 57'  0".52 

ist,  so  wird: 


= 0.01792 
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aKso : 

- = + 0.022364 

/* 

Berecimet  inan  die  CuelHcienten  u und  h,  so  erhält 
inan,  da: 

j = 32®  3'  51"  und  z,  = 55"  42'  48" 

war: 

a = + 1.3571  und  i = + 1.9321 
und  somit  fiir  die  Bestimmung  von  sin  II  die  Gleichung: 

0 = + 0.022364  - »in  II  (1.3571  - 1.9321  u) 

Eine  solche  Gleichung  von  der  Form: 

0 = — — x(a  — 6üt) 

giebt  nun  die  Verbindung  je  zweier  Beobachtungen.  Hat 
man  nur  eine  solche  Gleichung,  so  kann  man  daraus  ilir 
einen  bestimmten  Werth  von  « denjenigen  Werth  suchen, 
welcher  diese  Gleichung  erfüllt.  So  erhält  man  aus  der  vo- 
rigen Gleichung,  wenn  man  u = nimmt: 


log  ginlT  = 8.21901 
n - 50' 55".  4 


Hat  man  aber  mehrere  Gleichungen,  so  kann  man  diesen 
allen  nicht  mehr  durch  einen  Werth  von  11  genügen,  son- 
dern man  wird  bei  jeder  einzelnen  Gleichung,  wenn  man 
überall  denselben  Werth  von  n substituirt,  einen  kleinen  Feh- 
ler erhalten  und  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung wird  dann  derjenige  Werth  der  wahrschein- 
lichste sein,  welcher  die  Summe  der  Quadrate  aller  dieser 
Fehler  i>  zu  einem  Minimum  macht.  Die  Gleichung  fiir  dos 
Minimum  ist  nun  aber: 


0 


+ v' 


dv 

dx 


+ .... 
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oder  da: 


” ^ . X . >lv 

V = — — X (n—bu)  etc.  und  — = a—ha  etc.  ist: 
ft  (Ix 


n "1 

r«  .1 

— fl  — 

— fc 

J 

L^*  J 

u = [nnj  X 


2 [nb\  xrt  + fii]  xtx' 


WO  die  in  Klammem  eingeschlossenen  Gröfsen  wieder  dieselbe 
Bedeutung  wie  in  Nr.  2 haben,  sodafs  z.  B.: 

[an]  = na  + ä ä + n”a”  + 


Verbindet  man  damit  die  Gleichung: 


dv  , dv' 

V -j-  + V — 

da  da 


oder: 


a = [rtÄ]  xa  — [ftÄ]  xa* 


welche,  wenn  man  « als  gesuchte  Gröfse  betrachtete,  den 
wahrscheinlichsten  Werth  fiir  a gäbe,  so  erhält  man: 


= [an]  X — [nft]  I . « 


also : 


a 


Auf  diese  Weise  wurde  von  Olufscn  fiir  die  mitt- 
lere Horizontalparallaxc  des  Mondes  der  oben  angeführte 
Werth  57'  2".  80  gefunden.  •)  Da  die  Parallaxe  des  Mondes 
übrigens  so  grofs  ist,  so  kann  man  dieselbe  schon  aus  den 
Beobachtungen  an  einem  und  demselben  Orte  der  Erde  mit 
einiger  Annäherung  ableiten,  indem  man  dem  Zenithe  nahe 
gelegene  Beobachtungen,  fiir  welche  die  Höhenparallaxe  ge- 
ring ist,  mit  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Horizontes  ver- 
bindet, für  welche  die  Parallaxe  also  nahe  ihr  Maximum  er- 


•)  Aatron  Nachrichten  Nr.  326. 


Digitized  by  Google 


382 


reicht.  Auf  diese  Weise  wurde  auch  die  Mondsparallaxe 
von  Ilipparch  entdeckt,  indem  derselbe  in  der  Bewegung  des 
Mondes  ein  Glied  auffand,  welches  von  der  Höhe  desselben 
über  dem  Horizonte  abhing  und  die  Periode  eines  Tages 
hatte. 

4.  Die  Horizontalparallaxe  der  Sonne  kann  ihrer  Klein- 
heit wegen  durch  diese  Methode  nicht  mit  Sicherheit  gefiin- 
den  werden,  indessen  N^-urden  doch  die  ersten  genäherten 
Bestimmungen  derselben  auf  diese  Weise  erhalten.  Im  Jahre 
1671  beobachteten  nämlich  Kicher  in  Cayenne  und  Picard 
und  Römer  in  Paris  Meridianhöhen  des  Mars  und  fanden 
daraus  nach  der  vorher  gegebenen  Methode  die  Horizontal- 
parallaxe desselben  gleich  25".  5.  Kennt  man  nun  aber  die 
Parallaxe  oder  die  Entfernung  eines  Planeten,  so  kann  man 
daraus  nach  dem  dritten  Kepplerschen  Gesetze,  wonach  die 
Cuben  der  halben  grofsen  Axen  der  Planetenbahnen  sich 
wie  die  Quadrate  der  Umlaulszciten  verhalten,  die  Entfer- 
nungen aller  übrigen  und  auch  die  der  Sonne  finden.  So 
erhielt  man  aus  der  angegebenen  Parallaxe  des  Mars  die 
Parallaxe  der  Sonne  9".  5.  Noch  weniger  genau  wurde  diese 
Constante  durch  die  von  Lacaille  und  Lalande  angestellten, 
schon  vorher  erwähnten  correspondirenden  Beobachtungen 
bestimmt,  nämlich  gleich  10". 25.  Wiewohl  nun  alle  durch 
diese  Methode  bisher  erlangten  Resultate  ungenügend  sind, 
so  wäre  es  doch  immer  wünschenswerth,  dnfs  dieselbe  ein- 
mal wieder  ausgeführt  oder  auch  die  ganz  älmliche,  von 
Gerling  in  Nr.  599  der  astronomischen  Nachrichten  vorge- 
schlagenc  Methode  der  Beobachtung  der  Venus  um  die  Zeit 
ihres  Stillstandes  zur  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  ange- 
wandt würde,  weil  durch  die  jetzt  so  sehr  vervollkommneten 
Instrumente  gewils  auch  auf  diesem  M’ege  genauere  Resul- 
tate zu  erhalten  wären. 

Das  geeignetste  Mittel  für  die  Bestimmung  der  Sonnen- 
parallaxe gewähren  indessen  die  Beobachtungen  der  Vorüber- 
gänge der  Venus  vor  der  Sonnenscheibe,  welche  zuerst  von 
Halley  zu  diesem  Zwecke  vorgeschlagen  wurden.  Die  Be- 
rechnung dieser  Erscheinungen  kann  nach  den  in  Nr.  29 
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und  31  des  vorigen  Abschnitts  gegebenen  Formeln  ausge- 
führt werden.  Etwas  bequemer  ist  aber  noch  eine  von  Encke 
im  astronomischen  Jahrhuche  für  1842  mitgetheilte  Methode, 
welche  zuerst  die  Erscheinung  für  den  Mittelpunct  der  Erde 
bestimmt  und  dann  hieraus  dieselbe  ftir  jeden  Ort  auf  der 
Oberfläche  zu  Anden  lehrt. 

Bezeichnen  a,  ö,  A und  Jj  die  geocentrische  Rectascen- 
sion  und  Declination  der  Venus  und  der  Sonne  für  eine  der 
Conjunctionszeit  nahe  Zeit  T eines  ersten  Meridians,  so  hat 
man  in  dem  sphärischen  Dreiecke,  welches  durch  den  Pol 
des  Äequators  und  die  Mittclpuncte  der  Venus  und  der  Sonne 
gebildet  wird,  wenn  man  die  Entfernung  beider  Mittelpuncte 
mit  m und  die  Winkel  am  Mittelpuncte  der  Sonne  und  der 
Venus  mit  M und  180— Af'  bezeichnet,  nach  den  Gaufsischen 
Formeln; 

sin  \ m . sin  \ (jW'  + jV/)  = sin  J (a  — A)  cos  | (6  + I>) 

sin  ^ m . cos  J (M' + M)  = cos  5 («—.1)  sin  | {S—D) 

cos  ^ m . sin  I (.V'— jW)  = sin  J («  — /))  sin  \ (6  + V) 

cos  I m . cos  ^ {M'—M')  = cos  \ (a—  A)  cos  \ (5—  />) 

oder  da  fiir  die  Zeiten  der  Ränderberührungen  </—A  und 
mithin  auch  m und  Al'  — M kleine  Gröfsen  sind: 


m sin  3/  = (a— .1)  cos  | (6  + /)) 
m cos  M — 6 — fJ 

Setzt  man  dann  auch: 


n sin  N 
n cos  N 


— ■'ll  cos  1 (A  + />) 
dt 

d (A-/J) 
dt 


(-1) 


(B) 


wo  ~ und  — — die  relative  Aenderung  der  Rec- 

di  dl  ° 

tascension  und  Declination  in  der  zum  Grunde  gelegten  Zeit- 
einheit bezeichnen,  und  nennt  T+r  die  Zeit,  zu  welcher  eine 
Ränderberührung  statt  Andet,  so  hat  man: 

[m  sin  3/  + rn  sin  A]  ’ + [m  cos  3/  + zn  cos  A”]  ’ = [Ä±r]  * 
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wo  R und  r die  Halbmesser  der  Sonne  und  der  Venus  be- 
zeichnen und  wo  das  obere  Zeichen  iiir  äufsere,  das  untere 
fiir  innere  Berührungen  gilt. 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man: 


Ä±r  i / m’  sin  (M— A’)’ 

= (M-iv)  T — y , 


Setzt  man  daher: 


m sin  (M—N)  ^ „ 

= sin  ij>,  wo  ± 90 

/f  ±r 


wird: 


T = — — cos  {M—N)  T - cos  i)i 

fl  fl 


(C) 


{D) 


wo  das  obere  Zeichen  fiir  den  Eintritt,  das  untere  für  den 
Austritt  gilt,  sodafs  also  für  den  Mittelpunct  der  Erde  in 
Zeit  des  angenommenen  ersten  Meridians  der  Eintritt  zur  Zeit: 

T — — cos  (M—N)  — — cos  i)> 

fl  n 

und  der  Austritt  zur  Zeit: 

T — — cos  (.1/ — N)  + — ^ cos  il> 
n n 

erfolgt. 

Bezeichnet  man  endlich  mit  © den  Winkel,  welchen  der 
vom  Mittelpuncte  der  Sonne  nach  dem  Berührungspuncte  ge- 
zogene gröfste  Kreis  mit  dem  durch  den  Mittelpunct  der 
Sonne  gehenden  Declinationskrcise  macht,  so  ist: 

(/f±r)  cos  0 = m cos  M + n cos  N .7 
(ff±r)  sin  0 = m sin  M + n sin  N.t 

oder: 

cos  0 = — sin  AT  sin  T cos  N cos 
sin  0 = sin  V/  cos  N ^ cos  v sin  A^ 

mithin  fiir  den  Eintritt: 

0 = 180  + N->f  (£) 
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und  fiir  den  Austritt: 

0 = A+.;.  (/■) 

Die  Foniieln  (A)  bis  (F)  dienen  also  zur  vollständigen 
Vorausberechnung  der  Erscheinung  für  den  Mittelpunct  der 
Erde.  Um  nun  hieraus  die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts 
tiir  einen  Ort  auf  der  Oberfläche  der  Erde  zu  berechnen, 
niiifs  man  die  zu  einer  Zeit  von  diesem  Orte  gesehene  Di- 
stanz der  Mittelpuncte  beider  Gestirne  diineh  die  vom  Mittel- 
puncte  der  Erde  gesehene  Distanz  ansdriieken. 

Es  ist  aber: 

oo.<i  III  — sin  S sin  I)  + cos  ö cos  i>  cos  («—  A) 

Bezeichnet  man  nun  mit  ö',  A'  und  7/  die  von  dem 
Orte  auf  der  Oberfläche  gesehenen  scheinbaren  Rectascen- 
sionen  und  Declinationcn  der  Venus  und  der  Sonne  und 
mit  m die  scheinbare  Distanz  der  Mittelpuncte  beider  Ge- 
stirne so  ist  auch: 

cos  m'  = sin  ö'  sin  t/  + cos  Ö'  cos  //  cos  (u  — A^) 
mithin  auch: 

cos  in  — cos  m + (ö*  — d)  [cos  8 sin  1>  — sin  8 cos  D cos  («  — /!)] 

+ (// — IJi)  [sin  8 cos  I)  — cos  6 sin  I)  cos  («  — ^)] 

— {a'  —u)  cos  8 cos  !>  sin  {u  — A) 

+ (-4'  — /I)  cos  6 cos  /)  sin  (a— A) 

Nach  den  Formeln  in  Nr.  4 des  zweiten  Abschnitts  w^ar 
aber: *) 

8'  — 8 = n [cos  9 sin  ö cos  («  — <•))  — sin  cp  cos  d] 

J/—1)  = p [cos  cp  sin  D cos  (a  — O)  — sin  cp  cos  Z)] 
u —u  = sec  8 sin  (a— O)  cos  <p 
A'  — A = p sec  /)  sin  (/l  — O)  cos  cp 


*)  Es  war  nämlich  nach  den  dortigen  Formeln : 

8'  — 8 = it  sin  cp  - — = •%  sin  cp  [sin  8 cotang  y — cos  ÄJ 
sin  y 
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wo  3t  und  p die  Horizontalparallaxen  der  Venus  und  der 
Sonne  hezeichnen;  mithin  erhält  man,  wenn  man  diese  Werthe 
in  die  Gleichung  für  cos  m'  setzt : 

cos  m'  - - cos  nt 

+[cosÄ  sin  Z)— sinÄcos  />cos(a— .■()]  [jt  costpsiti  Ä cos  («— 0)  — sintpeosö] 
(o)  + [sinö  cos  /)— coäösin  /Jcos(a— -4)][/)Cos<psin  ZA‘os(a— 0)— psintpeos  Z)] 

— cos  I)  sin  (a  — .4)  . :i  sin  (a  — 0)  cos  q> 

+ cos  6 sin  (a  — 4)  . p sin  (.4  — 0)  cos  qi 

Entwickelt  man  diese  Gleichung,  so  findet  man  zuerst 
fiir  den  Coeflßeienten  von  cos  q>: 

[sin  6 cos  6 sin  Z)  cos  (a  — 0)  — sin  ö’  cos  Z)  cos  (ce  — 0)  cos  (oi  — A) 
— cos  D sin  (a  — 0)  sin  (a— .4)] 

+ p [sin  ö cos  Z)  sin  D cos  (a— 0)  — cos  ö sin  ZJ’  cos  (a— 0)  cos  (a— .4) 
+ cos  6 sin  («  — 0)  sin  (a  — A)] 

oder  da; 

sin  6’  = 1 — cos  d‘  und  sin  ZJ’  = I — cos  Z)’  ist: 

Ä [(sin6sinZ)+  cosÖcos  Z)cos(a— v4))  cos(5cos(tjt— 0)  — cosZ5cos(/t— 0)J 
+ p [(sin6  sinZ)  + cosöcosZJcos(f)t— .4)  ) cosZJcos(/l— ©)  — cosÄcos(u— 0)] 

mithin : 

3t  cos  m cos  6 cos  («  — 0)  — n cos  D cos  (A  — 0) 

+ p cos  tn  cos  D cos  (.4  — 0)  — p cos  8 cos  (m  — 0) 

Sondert  man  hier  alles  ab,  was  sich  auf  einen  bestimm- 
ten Ort  der  Erde  bezieht,  so  erhält  man: 

[jt  cos  m ros  6 cos  a — •x  cos  D cos  A]  cos  © 

-f-  [p  cos  m cos  Z)  cos  A — p cos  8 cos  a]  cos  0 

+ [it  cos  m cos  ö sin  a — 5t  cos  D sin  A]  sin  0 

+ [jt  cos  m cos  Z)  sin  — p cos  6 sin  a]  sin  0 


Da  aber: 


cotang  y — cos  (a  — 0)  . cotang  qj 


SO  wird: 


8'  — 8 = it  [cos  (p  sin  8 cos  (a  — 0)  — sin  <p  cos  ö] 
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es  wird  daher  das  in  cos  (p  niulfiplicirte  Glied  der  Glei- 
chung (a): 

[(ä  cos  m —p)  cos  6 cos  « — (it  — cos  m)  cos  D cos  .1]  cos  cp  cos  0 
+ [(k  cos  m—p}  cos  6 sin  « — {Tt—p  cos  m)  cos  T<  sin  ,4]  cos  <})  sin  0 

Ferner  wird  der  C'oeflficient  von  sin  in  der  Glei- 
chung (n): 

n [—  cos  (5*  sin  /)  + sin  6 cos  6 cos  cos  (a  — A)] 

+ p f—  sin  6 cos  7)’  + sin  D cos  D cos  S cos  (n—  A)\ 

oder  da  cos  iS'-*  = 1 — sin  ö'*  und  cos  7)^  = 1 — sin  D‘  ist: 

■X  [—  sin  1)  + sin  (5  (sin  6 sin  /)  + cos  6 cos  P ros  (a—A))\ 

+ /)  [—  sin  d + sin  D (sin  S sin  P + cos  8 cos  P cos  {a  — A))] 

Das  in  sin  rp  multiplicirte  Glied  der  Gleichung  (a)  wird 
daher: 

(:t  cos  m—p)  sin  6 sin  q)  — {x—p  cos  m)  sin  P sin  <p 
und  die  Gleichung  (a)  geht  mithin  über  in  die  folgende: 
cos  in'  — cos  rn 

+ [(:t  cos  m p)  cos  Öcos«  — {x—pcosm)  cos /> cos  A]  cos  q>cos0 
(c)  + [(5t  cos  m—p)  cos  8 sinoc  — {x-p cosm)  cos  />sin  A]  cos  <psin0 

+ [(:t  cos  m—p)  sin  8 — (t— ;i  cosm)  sin  P]  sin  <p 

Setzt  man  nun : 

X cos  m—p  = fsiii  .« 

— X sin  m =:  f cos  .« 

SO  wird: 

x—p  cos  m = f sin  (s  — m) 

mithin: 

cos  m'  = cos  m 

+ f [sin  s cos  8 cos  « — sin  (s  — >«)  cos  P cos  A]  cos  <p  cos  0 
(e)  + / [sin  s cos  8 sin  a — sin  (s  — m)  cos  P sin  A]  cos  cp  sin  0 

+ / [sin  s sin  6 — sin  (s— ni)  sin  P\  sin  cp 

Setzt  man  ferner: 

sin  s cos  5 cos  a — sin  (s— m)  cos  P cos  A = P cos  X cos  ß 

sin  s cos  8 sin  a — sin  (s  — m)  cos  P sin  A = /’  sin  X cos  ß (/) 

sin  * sin  6 — sin  (s  — m)  sin  P = I’  sin  |3 

25* 
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so  erhält  man  durch  die  Quadrirnng  dieser  Gleichungen  zur 
Bestimmung  von  /’  die  folgende: 

/>’  = sin  s’  + sin  (s  — m)’  — 2 sin  s sin  (s  — m)  cos  m 
= sin  — sin  s’  cos  m’  + cos  s"  sin  tn’  = sin  m’ 

Es  wird  daher  erlaubt  sein  zu  setzen: 

sin  s cos  S cos  a — sin  (s— m)  cos  D cos  A = sin  m cos  X cos  p 

sin  * cos  S sin  fx  — sin  (x—m)  cos  />  sin  /)  = sin  m sin  X cos  p 

sin  s sin  fi  — sin  (s  — m)  sin  D = sin  m sin  p 

oder  auch: 

sin  m sin  (A— J)  cos  p = sin  » cos  S sin  (cx—A) 

sin  m cos  (A— ^4)  cos  p = sin  s cos  S cos  (<x— /l)  — sin  (s—m)  cos  Z)  (ff) 

sin  m sin  p = sin  s sin  6 — sin  (s—m)  sin  D 

Nun  ist  aber: 

sinscos(Sco8(a— -4)  — sin  (s—m)  cos  ß = sins[cosÄcos(o— y4)  — cosmcosß] 
+ cos  s . sin  m cos  D 

und: 

sin  s sin  £ — sin  (s—m)  sin  ß = sin  s [sin  S — cos  m sin  ß] 

4-  cos  s . sin  m sin  ß 

Im  Dreiecke,  welches  vom  Pole  des  Aequators  und  den 
geocentrischen  Oertem  der  Mittelpuncte  der  Sonne  und  der 
Venus  gebildet  wird,  hat  man  aber  auch,  wenn  man  den 
Winkel  an  der  Sonne  mit  A/  bezeichnet: 

sin  ra  sin  = cos  6 sin  (oc~A) 

sin  m cos  AI  = sin  S cos  ß — cos  S sin  ß cos  (a—A)  (h) 

cos  m = sin  6 sin  ß + cos  S cos  ß cos  (a—A) 

also  wird: 

cos  6 cos  (a—A)  = cos  ß cos  m — sin  ß sin  m cos  AI 

sin  d = sin  ß cos  m + cos  ß sin  m cos  AI 

und  die  Gleichungen  (ff)  gehen  daher  in  die  folgenden  über: 
sin  (A— j4)  cos  P = sin  s sin  AI 

cos  (A— /l)  cos  p = cos  s cos  ß — sin  s sin  ß cos  AI  (0 

sin  p = cos  s sin  ß 4-  sin  s cos  ß cos  Ai 
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wo  s und  M durch  die  Gleichungen  ■ {d)  und  (A)  gefunden 
werden.  Hat  man  dann  aus  den  Gleichungen  (i)  A und  ß 
bestimmt,  so  findet  nmn  nach  (e)  und  < /)  m durch  die 
Gleichung: 

cos  m'  = cos  m + / sin  m [cos  A cos  (3  cos  cp  cos  0 + sin  A co.<  ß cos  cp  sin  0 

+ sin  ß sin  cp] 

= cos  m + / sin  m [sin  cp  sin  p + cos  cp  cos  ß cos  (A— ©)] 

Es  sei  nun  7’  die  mittlere  Zeit  des  ersten  Meridians, 
fiir  welche  die  Grölsen  a,  ö,  A und  Z>  berechnet  sind  und  1. 
die  hierzu  gehörige  Stcrnzcit,  ferner  sei  l die  östliche  Länge 
des  Ortes,  auf  welchen  sich  0 und  beziehen,  so  ist: 

0 = / + A 

also : 

A - 0 = 


Setzt  man  daher: 


A = A - /. 

cos  4 = sin  cp  sin  ß + cos  cp  cos  p cos  (A—  0 
ird: 

cos  in  = cos  tu  + f sin  m cos  ^ 


(O 


Alle  Orte,  fiir  welche  cos  4 gleich  ist,  sehen  also  in  dem- 
selben absoluten  Augenblicke,  welcher  der  Stcrnzcit  L oder 
der  mittleren  Zeit  7’  des  ersten  Meridians  cnl8])richt,  mithin 
jeder  zu  der  mittleren  Zeit  7'+l  des  Ortes,  dieselbe  schein- 
bare Distanz  m.  Um  nun  die  Zeit  zu  finden,  wann  diese 
Orte  die  Entfernung  m sehen,  hat  man: 


mithin: 


d III  =z  — / cos  5 
/ cos  4 


dl  = 


d III 

17 


Ist  aber  m eine  kleine  Gröfse,  wie  dies  z.  B.  fiir  die 
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Zeiten  der  Ränderberiihrungen  der  Fall  ist,  so  hat  man  nach 
den  Formeln  (.d): 


m = (u  — A)  CO»  J (S  + JJ)  «in  .1/  + (fi— 75)  cos  M 


Jm 

ln 


d(tx-A) 

J7~ 


cos  i (ö  + i>)  sin  M + 


äiÖ~D) 


dt 


cos  M 


oder  nach  den  Formeln  {B): 

- — — II  cos  (^M—N) 
dt 


mithin: 


dt 


ncos(i1/— A^) 


Wenn  daher  der  Beobachter  im  Mittclpunctc  zur  Zeit  /' 
die  Entfernung  m sicht,  so  wird  man  an  einem  Orte  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  diese  Entfernung  zur  Zeit  des  ersten 
Meridians: 


n cos  (A/  — A’) 

oder  zur  Ortszeit : 


r + l + 


/ cos  4 
n cos(,l/— A^ 


sehen. 


Um  nun  aus  den  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  üir  den 
Mittelpunkt  der  Erde  die  Zeiten  des  Ein-  und  Au.stritts  tiir 
einen  Ort  auf  der  Oberfläche  zu  Anden,  hat  man  nur  R+r  und 
O statt  in  und  M zu  nehmen  und  da  nach  den  Formeln  (A’> 
und  (70  liir  den  Eintritt  © = 180  -|-  für  den  Austritt 

dagegen  0 = A^  + war,  so  wird  man  also  zu  den  Zeiten 
des  Ein-  und  Austritts  fiir  den  Mittelpunct  der  Erde  hinzu- 
zulegen haben: 

n cos 

und: 


/ cos  4 
n cos  »Ji 
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Die  sämnitlichen  iTorineln  für  die  Vorausberechnung  eines 
V’enuadurchgangö  sind  daher  die  folgenden: 

Für  den  Mittelpunct  der  Erde. 

Für  eine  der  Coujunctionszeit  nahe  Zeit  eines  ersten 
Meridians  suche  man  die  Kectascensionen  A und  die  De- 
clinationen  6,  l)  der  Venus  und  Sonne  und  ebenso  die  Halb- 
messer r und  R beider  Gestirne.  Dann  berechne  man: 

m sin  M — (ut  — .()  cos  J (6  + JJ) 
m cos  M = S —I) 

n sin  cos  | (fi  + ß) 

dt 


n cos  N = 

>ii  sin  (/V/— A^) 
lf±r 
m 


diÖ^D) 

dt 

= sin  >1^,  i 90” 


7 = — - cos  (M—N)  — ^ cos  cO 

n n 

I ”*  , t»  ± r 

7 — — — COS  (iV — A ) + cos  tlf 

n n 

80  erfolgt  der  Eintritt  zur  Zeit : 

t = T + 7 

wobei : 

o = IKO  + A"^  - 
und  der  Austritt  zur  Zeit: 

f = r + r' 

und  cs  ist: 

0 = A’  + it’ 


F’ür  einen  Ort,  dessen  östliche  Länge  l und  dessen 
Polh  öhe  cp  ist. 

Für  den  Ein-  und  Austritt  rechne  mau  mit  den  ent- 
sprechenden Winkeln  O die  Formeln: 

■X  cos  (/f  i »■)  — /)  = / sin  s 
— 3t  sin  {It  ± r)  = / cos  s 

n cos  tj)  ^ 
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sin  (X  — J)  ous  |3  = OK  0 
oos(A  — ,-1)  cos  p = cos  .1  cos  /)  — sin  j sin  D cos  Q 
sin  (3  = cos  s s\a  D + sin  s cos  D cos  0 
A = X - A 

cos  4 = sin  |3  sin  9 + cos  p cos  <p  cos  (A— 0 *) 

wo  L die  den  Zeiten  t oder  t'  entsprechende  Sternzeit  ist. 
Dann  ist  in  nnttlerer  Ortszeit  die  Zeit  des  Eintritts: 
t + l — y cos  4 
lind  die  Zeit  des  Austritts: 

/ + l + g cos  4 

Diejenigen  Orte,  für  welche  die  Gröfse 
sin  p sin  9 + cos  j3  cos  9 cos  (A— 0 
gleich  + 1 wird,  sehen  die  Erscheinung  unter  allen  Orlen 
am  frühesten  oder  spätesten.  Die  Dauer  der  Erscheinung 
kann  also  ftir  einen  Ort  auf  der  Oberfläche  um  2 ff  von  der 
Dauer  der  Erscheinung  für  den  Mittelpimct  verschieden  sein 
und  da  nun  fiir  centrale  Durchgänge  sehr  nahe: 

-x-p 

g = 

ist,  so  kann  also  der  Unterschied  in  der  Dauer  die  doppelte 
Zeit  betragen,  welche  die  Venus  braucht,  um  vermöge  ihrer 
relativen  Geschwindigkeit  gegen  die  Sonne  einen  Bogen  zu 
beschreiben,  welcher  gleich  dem  doppelten  Unterschiede  ihrer 
Parallaxe  mit  der  der  Sonne  ist.  Da  nun  der  Unterschied 
dieser  Parallaxen  23"  und  die  stündliche  Bewegung  der  Venus 
zur  Zeit  ihrer  Conjiinction  mit  der  Sonne  234"  beträgt,  so 
kann  dieser  Unterschied  nahe  12  Minuten  ausinachen.  Da- 
raus sicht  man  also,  dafs  aus  die.sen  Erscheinungen  die  Dif- 
ferenz der  Parallaxen  von  Sonne  und  Venus  und  .>>omit  auch 
nach  dem  dritten  Kepplcrselien  Gesetze  die  Parallaxe  der 
Sonne  selbst  mit  grofscr  Gimauigkcit  bestimmt  werden  kann. 


*)  4 ist  4er  Wiokolubstanil  des  I’imctes,  dessen  Lange  l und  Breite 
9 ist,  von  einem  Punctc,  des.<en  Lange  und  Breite  A und  ß ist. 
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lieispiel.  Für  den  Venuadurchgang  am  5.  Juni  1761 
hat  man  die  folgenden  Oerter  der  Sonne  und  der  Venus: 


• Par.  Zeit 

A 

1) 

u 

6 

IG*  74® 

17' 

l".8 

+ 22"4l'  3". 

7 

74®  26' 50". 

3 

+ 22®33'  17".G 

17* 

19 

3G  .4 

41  19  . 

1 

24  13  . 

.2 

32  32  .4 

18* 

22 

10  .9 

41  34  . 

5 

22  3G  . 

,2 

3147.1 

19* 

24 

45  .5 

41  49 

.9 

20  59 

. 2 

31  1 . 9 

20* 

27 

20  . 1 

42  5 

.3 

19  22  . 

2 

30  16  .G 

l’erncr: 

Tt  - A‘  = 

]i  = 8".  440«  r = 29".  0 


Um  nun  hieraus  die  Zeit  der  äufseren  Ilerülirungen  für 
den  Mittelpunct  der  Erde  zu  berechnen,  hat  man  für: 

T - 

u—A  = + 4'3tj".8,  6 — />  — — 8'46".7,  — — — = — 4'  1 l".  G 

dl  dl 

dö  dl)  ,,  ,, 

- G0'  .G5.  y;  + r = 975  '.8 

d!  d! 


Damit  erhält  man: 

M = 154®  7'.  2 N = 255”  2l'.9 

log  m = 2.7674G  log  n — 2 38028 

M-K  = 258®  45'.  3 
l|.  = — 3G  2 .G 


— — COs(4/-iV)  = + 0.4756  f = - 2®. 8114  = - 2*48'4l".0 
n * 

(7^+  r)  cos  , 

+ i — + 3.2870  / = + 3 .762(j  = -f-  3 4;')  4'>  .4 

n 

Mithin  erfolgte  fiir  den  Mittelpunct  der  Erde: 
der  Eintritt  um 


14*  1 1'  19".0 


mittlere  Pariser  Zeit,  wobei: 

0 = fit®  24'.  5 

und  der  Austritt  um 

20*  45'  4 5".  4 
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mittlere  Pariser  Zeit,  wobei 

O = 219“  19'  S 

Will  man  mm  die  Zeiten  des  Austritts  für  Orte  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  haben,  so  hat  man  zunächst  die  Con- 
stanten  A,  und  ff  zu  berechnen.  Man  erhält  aber: 

s = 90”  22'.  7.  log  / = 1.32564,  log  g = 9.03764 

und  da: 

0 = 219"  19'.  3,  D = 22"  42'.  3,  .4  = 74®  29'.  3 

SO  ist: 

A = 9“  15'.  9 

und: 

fä  = - 45“  44'.  4 

Da  ferner  die  mittlere  Pariser  Zeit  20*  45' 4.’>".4  der 
Sternzeit  1*45' 34". t>  entspricht,  so  ist: 

A = - 17®  7'. 7 

Verlangt  man  nun  z.  B.  die  Zeit  des  Austritts  fiir  das 
Cap  der  guten  Hoffnung,  fiir  welches: 

l = + 1*4'  33".  5 

und: 

cp  = - 33®  56'  3" 

HO  findet  man: 

log  cos  = 9.94643,  g eo.s  = + .■>'  4 7".0 
also  die  Zeit  des  Austritt.s: 

I + l + g C0.1  4 = 21*  56'  5",  9 

mittlere  Zeit  des  Caps. 

Differcn/.irt  man  die  (rleichung: 

T — t + l + g CO.«  4 
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so  erhält  man  fiir  die  Aenderung  von  T in  Scciuiden: 


3600  cos  ^ 

dT  = 1 — d{K—p) 

n cos  t}> 

_ 3600  cos  4 Jl—p 
Po 


n COS 

= 40.49  d/>„ 


äPo  •) 


sodafa  ein  Fehler  von  ()'.  13  in  dem  ungenonimenen  Werthe 
der  Sonnenparallaxe  dio  Zeiten  der  Känderberührung  iiin  volle 
5 Zeitaceunden  ändert.  Umgekehrt  werden  Fehler  in  der 
Beobachtung  der  Beriihriingazeit  nur  einen  geringen  Einflul’a 
aut'  die  daraus  hergelcitcte  Parallaxe  haben  und  da  sich  die 
Beobachtungen  des  Ein-  und  Austritts  der  dunklen  Scheibe 
des  Planeten  am  Sonnenrande  mit  sehr  grofser  Schärfe  an- 
stellen lassen,  so  sieht  man,  dafs  man  auf  diese  Weise  die 
Sonncnparallaxc  mit  sehr  grofser  Genauigkeit  finden  kann. 

5.  Um  nun  die  vollständige  Bedingungsgleichung  zu 
erhidten,  welche  jede  Beobachtung  einer  Ränderberiihrung 
giebt,  geht  man  von  der  Gleichung  aus: 


[a'-A'\  ’ cos  ’ = [A*±rJ  ’ (o) 


wo  A , b'  und  U die  scheinbaren,  mit  der  Parallaxe  be- 
hafleten  Rectaseensionen  und  Oeclinationen  der  Sonne  und 

6^  + // 

der  Venus  sind,  b^  das  arithmetische  Mittel  — - — bezeichnet. 

Da  aber  die  Parallaxen  beider  Gestirne  klein  und  ebenso  für 
die  Zeiten  der  Ränderberührungen  die  Unterschiede  der  Rect- 
ascensionen  und  Declinationcn  kleine  Gröfsen  sind,  so  kann 
man  annehmen: 

u' — A'  = fx  — A + (jl—p)  soc  g cos  q>' sin  (u„  — (-)) 

b'  — l/  = b — D + (ti—p^Iq  cos  tp'  sin  ö„  cos  (a„  — C-))  — g sin  qi'  cos  | 


WO : 


gesetzt  ist. 


CX  + A 
■> 


*)  Wo  />„  die  mittlere  Ilorizontnl-Aciiuatorcal-Pnrallaxc  der  Sonne 
bezeichnet. 
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Führt  inan  nun  die  folgenden  Hülfsgröfaen  ein: 

Q eos  cp’  sin  («„— 0)  = h sin  // 

Q cos  q/  sin  6„  cos  («„  —0)  — g sin  cp'  cos  6„  = A cos  II 

80  gellt  die  Gleichung  (n)  in  die  folgende  über; 

(u— -■! +[5— +(*—;>)  A cos// J’  = [//±r]’ 


Sind  hier  «,  A,  ö,  D,  :t  und  p die  aus  den  Tafeln  ge- 
noinmenen  VVcrthe,  « + c/«,  ö + c/ö,  A-\-dA,  D-\-dU,  n+c/:r 
und  p-¥dp  dagegen  die  wahren  Werthe  und  ist  dt  der  Feh- 
ler in  der  angenommenen  Länge  des  Beohachtungsortes , so 
wird  diese  Gleichung: 

p « — .-1  + (jT  -j>)  h sin  II  sec  6„  + d (u  — .4)-.  ’ 

I (i  (cx  — /I)  I cos6q* 

I + d (n  — /<)  h sin  H sec  fi„  — — — dt  J 

+ + (:t-/))A  cos//  +d(6— i>)  + (i(:r— /))/icos// — ^ dc]’ 

= [Ä  ± r]’ 


Entwickelt  man  diese  Gleichung  und  vemaclUäfsigt  die 
Qiiadnite  imd  Productc  von  rt—p  und  den  kleinen  Aenderungen 
so  erhält  man,  wenn  man  setzt: 


a.~A  + (:!—/’)  h sin  II  sec  = A' 

6—D  + (tt  — p)  h cos  II  = // 

^'’cos6„’  + // ’ — (/J±r)’ 

— — 2 .4  cos  ’ </(«  — /!)  — 2 [A'  h sin  II  cos  ö„  + l4  h cos  II\  d {tt—p) 


2/y  d(6-I>)  + 2 


d(tx—A) 

dT 


+ 2 (I{  ± r)  d (/.’  ± r) 


Bezeichnet  man  aber: 

/l'»oos6„*  + //“ 

mit  »i\  so  ist,  da  nahe: 

m’’  — (/.'±r)*  = 2 m \m  — (/i’±r)J 

M(|m  — (/^±r)]  = — cos  — .1)  — //  d(fi  — D) 

— [/l'A  sin  H cos  6„  + //  A cos  II]  d(Tt—j>) 


+ (a'  cosÖ„’  + // 

\ dl 


did-I>)\ 
dl  ) 


<k  + (/tdtr)cZ(/t±r) 
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Setzt  man  nun: 

.-l'  cos  6p  = m sin  AI  f 


L/ 

= m 

cos  AI  ) 

1 

d (tjt  — A) 

= n sin  A?^ 

3600 

dt 

1 

</(6-/)) 

= n cos  N 

3600 

dt 

w 

(t) 


ao  erhält  man  die  Bedingiuigsgleichung: 

— m)  _ sin  At cos 6 rf  («— ^)  cos  A/rf(6— jD) 

ncos(A/— iV)  n cos  (A/— A')  ncos(A/— A^) 

A cos (A/- //)«-;>  j/,  _ d (^±r) 
n cos  ( A/— A'^)  ;>p  n cos  ( A/—  A^) 


(ß) 


Wäre  die  Länge  genau  bekannt,  also  = 0,  so  könnte 
man  die  Divisoren  weglassen.  Behält  man  dieselben  indes- 
sen bei , so  wird  dadurch  R±r—  m in  Zeitsecunden  ausge- 
drückt, da: 

f»  cos  (A/— A')  = 

dl 

ist. 


Beispiel.  Die  innere  Berührung  beim  Austritt  wurde 
am  (’ap  der  guten  Hoffnung  beobachtet  um: 

21'*  38'  3''.  3 mittlere  Zeit. 

Diese  Zeit  entspricht  der  mittleren  Pariser  Zeit: 

20*  33'  29".  8 = 1*  33'  16".  2 Sternzeit. 

Es  war  also : 

0 = 2*  37'  49".  7 = 39“  27'  2.3" 


Ferner  hat  man  für  die  angegebene  mittlere  Pariser  Zeit: 

a - 74“  18'  28".05  6 = 22“  29'  .’>l".32 

/t  = 74  28  46  .41  I)  = 22  42  13  .90 

u—A  = — 10'  18".36  S — JD  — — 12'  22".  58 

«0  = 74“  23' 37"  «„-0  = 34“66'l2"  6p  = 22“86'2" 
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(it— /))  h »in  //  = + 10".07  //  = 31®  34'. 0 (ic—p)  h sin  //  sec  6^, 

(ir — /j)  A CO» //  = + lti.39  logA  = 9.95835  = + lO''.  90 

A'  = - lO'  7". 46 
rf  = — 12  6 .19 

M = 217®40'.7  N = 255“  1 9'.  3 

log  m = 2.96262'  log  n = 8.82412 

Dil  nun: 


ist,  und: 


80  erhält  man: 


H -r  = 9 17". 80 
Po  = 8".  571  16 


— 5.3  = 10.684  d(a-A)  + 1 4 . 986  i/ (6 -/>) 

+ 42.240  ilpo  + 18.934  rf(A’-r) 

Kine  solche  Gleichung  von  der  Form: 

0 = n + nd(a~A)  + hd(fi—D)  + cdp„  + ed(^R—r) 

giebt  dann  eine  jede  Beobachtung  einer  inneren  Berührung 
und  aus  allen  diesen  Gleichungen  mufs  man  dann  wieder, 
um  die  w'ahrscheinlichsten  Werthe  zu  erhalten,  diejenigen 
Werthe  suchen,  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig 
bleibenden  Fehler  zu  einem  Minimum  machen.  Bezeichnet 
man  wieder: 

an  + n' n + a"  n"  + ... 

durch  [an]  und  entsprechend  die  übrigen  Summen,  so  sind 
die  vier  Gleichungen,  welche  die  aus  den  inneren  Berührun- 
gen folgenden  wahrscheinlichsten  Werthe  geben: 

[n(7j(i(a— .4)  + y>)  + [nc]dp„  + r)  + [onj  = 0 

\nb]d(u—A')  + [A5]ii(ö  — /l)  + \bc\dp„  + \be\d{l{  — r)  + [An]  = 0 

[iic\d{a-A)  + [Äcj(/(Ö  — /l)  + [ccj  </p„  + [cc](7(/f  — r)  + [ciij  = 0 

[nc]  (/ (a— .4)  + [be^d(S  — Ü)  + [cejdpg  + fee]  rf(/f— r)  + [en]  = 0 

Auf  diese  Weise  fand  nun  Encke  *)  ans  der  sorgfältig- 


•)  Encke,  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde  aus  dom  V'enus- 
durchgang  von  1761.  Gotha  1822. 

Encke,  Vcniisdiirchgnng  von  1769.  Goth.i.  1824. 
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Bten  Discussion  aller  bei  den  Voriibergängen  der  Venus  in 
den  Jahren  1761  und  1769  angestellten  Beobachtungen  die 
Sonnenpnrallaxe  gleich  8''’ 5776.  In  neuester  Zeit  hat  Encke 
nach  AiiiHndung  des  Originalmanuscripts  von  Hell’s  Beob- 
achtungen des  Venusdurchgangs  von  1769  in  Wardue  im 
nördlichen  Lappland  diesen  Werth  noch  etwas  geändert  und 
dafür : 

8". 57 116 

angenommen.  Man  erhält  damit  die  Entfernung  der  Sonne 
von  der  Erde  gleich  20682329  geographischen  Meilen,  von 
denen  15  auf  einen  Grad  des  Acquators  gehen. 

Nachdem  man  so  die  Ilorizontalparallaxe  der  Sonne  kennt, 
6ndet  man  dieselbe  fiir  jedes  andere  Gestirn,  dessen  Entfer- 
nung vom  Mittclpiincte  der  Erde  in  Einheiten  der  halben 
grofsen  Axe  der  Erdbahn  ausgedriiekt  A ist,  durch  die 
Gleichung : 

8".  57 11 6 
sm 

Anm.  Alles,  was  in  Nr.  4 nnd  5 über  die  Veniisdiirchgange  ge- 
sagt ist,  gilt  auch  für  die  Vorübergangc  des  Mercur  vor  der  Sonne,  die 
indessen  weit  weniger  günstig  für  die  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe 
sind.  Da  nämlich  für  die  Zeiten  der  unteren  ConjuneUon  des  Mercur 
die  stündliche  Bewegung  desselben  550”  betragt,  während  die  Differenz 
der  Parallaxen  von  Mercur  und  Sonne  im  Mittel  etwa  9"  ist,  so  wird 
der  Coefficient  von  dp^  für  einen  Venusdurchgang  sich  zu  dem  Coefficien- 
ten  für  einen  Mercursdurchgang  verhalten  wie: 

23  550 

T ■ 234 

also  im  ersteren  Falle  etwa  6 mal  gröfser  sein.  Ein  Fehler  von  b”  in  der 
Beobachtung  der  Zeit  des  Ein-  und  Austritts  bei  einem  Mercursdurch- 
gange  wird  daher  schon  einen  Fehler  von  O"  8 in  der  Sonnenparallaxe 
hervorbringen.  Wegen  der  starken  Excentricität  der  Mercursbahn  kann 
dies  Verhnltnifs  indessen  günstiger  werden,  wenn  sich  nämlich  der  Mer- 
cur zur  Zeit  seiner  untern  Conjunction  zugleich  im  Aphel  oder  in  seiner 
gröfsten  Entfernung  von  der  Sonne  befindet. 
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111.  Bestimmung  der  Constante  der  Refraction. 

6.  Die  regelinäfsige  tägliche  Bewegung  der  Himmels- 
körper in  einem  Kreise  um  den  Weltpol  gew  ährt  ein  einfaches 
Mittel  zur  Bestimmung  der  Constante  der  Refraction.  Ver- 
möge dieser  Bow'egung  erreicht  nämlich  ein  jeder  Stern,  des- 
sen Polardistanz  kleiner  als  die  Polhöhe  ist,  einmal  im  Me- 
ridiane seine  gröfste  und  nach  12  Stunden  bei  der  untern 
Culmination  seine  kleinste  Höhe  und  zwar  ist  die  Zenith- 
distanz des  Sterns  bei  seiner  oberen  Culmination  gleich  6— 9*  ), 
bei  der  unteren  dagegen  gleich  180  — 5 —9.  Mifst  man  nun 
die  Meridianzenithdistanzen  eines  Sterns,  welcher  bei  seiner 
oberen  Culmination  nahe  durch  das  Zenith  geht,  wo  die  Uc- 
fraction  klein  ist,  und  der  also  unter  unserer  Breite  bei  der 
unteren  Culmination  dom  Horizonte  nahe  steht,  so  kann  man 
aus  diesen  Beobachtungen,  wenn  man  damit  die  eines  zweiten 
Sterns  verbindet,  die  (’onstante  der  Refraction  finden.  Man 
hat  dann  nämlich  fiir  den  ersteren  Stern  die  Gleichungen; 

5— 9 = z + a tang  z 

180— 6— 9 = 4 + a tang  4 

wo  z und  4 die  bei  der  oberen  und  unteren  Culmination  ge- 
messene Zenithdistanzen  sind,  und  u die  Constante  der  Re- 
fraction bezeichnet.  Ebenso  hat  man  fiir  den  zweiten  Stern: 

5'  — 9 = z'  + tx  lang  2' 

180  — 5'— 9 = ^ « tang  4' 

Diese  Gleichungen  sind  nun  freilich  nur  annähernd  rich- 
tig, da  die  Refraction  in  grofsen  Zenithdistanzen  nicht  mehr 
der  Tangente  derselben  proportional  angenommen  werden  kann. 
Man  wird  indessen  doch  aus  diesen  Gleichungen  schon  ge- 
näherte Werthe  der  vier  unbekannten  Gröfsen  6,  6\  9 und  <x 
erhalten  und  die  mit  diesem  Werthe  von  u berechneten  Re- 


*)  Wo  9 — 5 zu  nehmen  ist,  wenn  5 9. 
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fractionstafeln  werden  wenigstens  fiir  nicht  zu  kleine  Höhen 
die  Kcfraction  sclion  mit  einiger  Annäherung  an  die  W'ahr- 
heit  geben. 

Setzt  man  nun  aber  die  Kcfraction  nicht  mehr  einfach 
der  Tangente  der  Zenithdistanz  proportional,  sondern  nimmt 
dafür  das  Gesetz  an: 


a/(i,  t,  b) 

wo  /(i,  t,  b)  die  in  Xr.  7 und  10  des  zweiten  Abschnitts 
gegebene  Function  der  scheinbaren  Zenithdistanz  und  des 
Barometer-  und  Thermometerstandes  ist,  deren  numerischer 
Werth  sich  für  jede  einzelne  Beobachtung  berechnen  lilfst, 
so  kann  man  durch  diese  Methode  die  Kcfractionsconstantc 
mit  aller  zu  wünschenden  Genauigkeit  bestimmen.  Durch 
Addition  der  beiden  Gleichungen  für  die  obere  und  untere 
Culmination  eines  Sterns  erhält  man  nämlich: 


90 


2 ‘ 2 


Wären  nun  die  Beobachtungen  sow’ie  die  lür  und  n 
angenommenen  Werthe  vollkommen  genau  und  das  angenom- 
mene Gesotz  f (r,  t,  b)  der  Kcfraction  richtig,  so  würde  diese 
Gleichung,  wenn  man  die  numerischen  Werthe  einsetzte,  im- 
mer erfüllt  werden.  Da  aber  diese  V'oraussetzungen  nie  zu- 
treffen werden,  so  wird  man  auch  fiir  die  beiden  Seiten  der 
Gleichung  niemals  gleiche  Werthe  erhalten.  Es  sei  nun 
epg  + Atp  gleich  der  wahren  Polhöhc  q) , die  den  berech- 
neten Kefractionstafeln  zum  Grunde  liegende  Constanfe  und 
-f-  A';t  der  wahre  Werth  der  Kcfractionsconstantc,  so  ist: 

^+4.  6)  + l') 

F 


das  arithmetische  Mittel  der  Zenithdistanzen,  durch  die  aus 
den  Tafeln  genommenen  Refractionen  verbessert  und  wenn 
man  diesen  Werth  mit  Z bezeichnet,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 


90  — (p„  — Aq>  = Z + Au 


/(z,t,b)  +/G,  /,?/) 

2 


26 
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oder,  wenn  in.in  aetzt: 


Z + f|i„  — 90  = H 


0 = ri  + Aq)  + A« 


2 


Eine  jede  Beobachtung  der  Zenithdisfanzen  desselben 
Sterns  bei  seiner  oberen  nnd  unteren  Cidinination  wird  also 
eine  solche  Gleichung  geben,  und  wenn  man  deren  mehrere 
hat,  so  wird  man  aus  ihnen  Aq>  und  A«  durch  die  Methode 
der  kleinsten  (Quadrate  finden  können. 

In  Nr.  9 und  10  des  zweiten  Abschnitts  hat  man  aber 
gesehen,  dafs  der  Ausdruck  fiir  die  Refnietion  aufscr  der 
Constante  u auch  noch  die  Constante  ^3  enthält,  wo: 


= 


h-l 

liT 


n 


war  und  u die  halbe  grolse  A.\e  dea  P^rdsphäroids , / die 
mittlere  Barometerhöhe  an  der  Oberfläche  des  Meeres  be- 
zeichnete  und  /<  eine  durch  die  Beobachtungen  noch  zu  be- 
stimmende Constjuite  war.  Nun  ist  das  Gesetz  fiir  die  Rc- 
f'raction  nach  den  in  Nr.  10  des  zweiten  Abschnitts  gebrauch- 
ten Bezeichnungen: 


(1  — «)  6 1 = sin 


. <K 


und  cs  wird  daher: 


(t-a) 


d.Sz 

1f 


1 

»2p 


sin  z^  Q„ 


+ 


‘1 

hfl 


wo  der  Werth  ebenfalls  nach  den  P'ormeln  in  der  an- 

ilfl 

gefiihrten  Nummer  berechnet  werden  kann.  Bezeichnet 
man  nun: 


'd.Sz  d^SJ\ 
^ dfl  hfl' ) 


mit  c,  so  hat  man  also,  wenn  die  bei  der  Berechnung  von  Z 
benutzten  Rcfractionstafeln  auf  dem  genäherten  Werthe 
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von  (i  hcruliten,  der  obigen  Hedingungsgleichung  nocli 
tlns  Glied  + cAji  hinziiziiiiigen,  sodiifs  diese  jetzt  wird: 


0 = n + Aq)  + A«. 


/(c.  t.  h-)  + ^ 

2 


r.AjJ 


Hat  man  niin  durch  die  Methode  der  kleinsten  (Quadrate 
die  Werthe  von  Aq>,  Au  und  gefunden  und  will  man  die 
Constante  //  selbst  kennen,  so  erhält  man,  wenn  /;„  mit  dem 
AVerthe  berechnete  genäherte  Werth  von  A ist: 

A/<  = A(i 

o 


R'.  Bestimmung  der  Constante  der  Aberration. 

7.  Die  Constante  der  Abenation  ist,  wie  man  in  Nr.  13 
<les  zweiten  Abschnitts  gesehen  hat,  bekannt,  sobald  die 
Gesehwindigkeit  der  Hewegnng  der  Erde  und  die  Geschwin- 
digkeit des  Lichts  gegeben  sind.  Die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Bewegung  der  Erde  war  durch  die  Beobachtungen  der 
Sonne  schon  von  den  Alten  .sehr  genau  bestimmt.  Die  Zeit, 
welche  (bis  Licht  br.aucht,  um  den  Halbmesser  der  Erdbahn 
zu  durchlaufen  wurde  dagegen  zuerst  von  dem  dänischen 
Astronomen  Olav  Römer  aus  den  Verfinsterungen  der  Ju- 
piterstrabanten hergeleitet,  indem  derselbe  im  .Jahre  1675  die 
Bemerkung  machte,  dafs  diese  Verfinsterungen  zu  der  Zeit, 
wo  die  Erde  zwischen  der  Sonne  und  dem  .Jupiter  steht,  um 
8'  13"  früher,  dagegen  zu  der  Zeit,  wo  die  Sonne  zwischen 
dem  Jupiter  und  der  Erde  steht,  um  eben  so  viel  später  ein- 
trafen, als  die  Vorausberechnung  derselben  angab.  Da  nun 
ira  ersteren  Falle  die  Erde  dem  .Jupiter  um  den  ganzen 
Durchmesser  der  Erdbahn  näher  steht  als  im  zweiten  Falle, 
so  kam  Römer  sogleich  auf  die  richtige  Erklärung  dieser 
Erscheinung,  dafs  nämlich  das  Licht  eine  Zeit  von  16'  26" 
brauche,  um  den  Durchmesser  der  P^rdbahn  zu  durchlaufen. 
Delambre  bestimmte  diese  Zeit  aus  einer  sehr  sorgfältigen 

26* 
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Disciission  der  vorliand<-nf‘n  Ucohaclitungen  von  Verfinstenin- 
gon  lind  f'iind  damit  dio  A liorrationsconstante  gleich  20''.25Ä, 
einen  Wertli,  welchen  Hessel  auch  in  seinen  Tahulis  Regio- 
niontanis  hcihehalten  hat. 

Man  kann  nun  aber  auch  diese  Constante  ans  den  heoh- 
aehteten  scheinbaren  Oorlern  der  Fixsterne  herleitcn  und  zwar 
werden  besonders  Heobaclifnngen  des  Polarsterns  zu  diesem 
Zwecke  geeignet  sein,  weil  für  denselben  die  Aberration  we- 
gen des  Factors  sec  sehr  vergröCscrt  erscheint.  Vergleicht 
man  nämlich  die  Uectasccnsion  « des  Polarsterns,  welche  man 
zu  der  Zeit  beobachtet  hat,  wo  die  Aberration  in  ihrem  po- 
sitiven Maximum  ist,  mit  dem  zur  Zeit  des  negativen  Maxi- 
mums beobachteten  Werthe  u',  so  erhält  m.an  die  Constante 
k der  Alierration  durch  die  Gleichung: 

t ■ = 5 (</  — a)  CO»  6 

Will  man  dieselbe  genauer  linden,  so  mufs  man  eine 
grofse  Anzahl  von  Heobaclitiingen  zu  diesem  Zwecke  anwen- 
den. Ist  nun  u die  liectascension  des  Stenis,  frei  von  Aber- 
ration, i/'  dagegen  dio  scheinbare  Kcctascension,  so  ist: 

(t  = u — t fcos  Q cos  £ cos  M + sin  0 sin  a]  scc  6 
oder,  wenn  man  setzt: 

co.s  £ cos  (X  = a .sin  /I 
sin  a — II  cos  A 

ix!  — (X  — k n .sin  (Q  + .1)  sec  Ö 

Ist  nun  sow'ohl  die  mittlere  Kectascension  um  A«,  als 
auch  die  Constante  der  .Mierrafion  um  Ah  fehlerhaft,  sodafs 
!x  -p  A(x  und  k Ak  die  wahren  Werthe  dic.ser  (»röfsen  sind, 
so  wünle  dio  berechnete  Uectascension  mit  der  lieobaeliteten 
abgesehen  won  den  Heobachtiingsfehlern  nur  dann  übercin- 
stimmen,  wenn  man  fiir  die  mittlei-e  Kect.asccnsion  und  die 
Aberrationsconst.antc  die  wahren  Werthe  u -p  A«  und  k Ak 
anwendotc.  Hczciclmet  daher  r/  die  beobachtete  scheinbare 
Rirctascension,  so  hat  man  also  die  Gleichung: 

!x'  — (/  — k n sin  (0  + .4)  sec  6 + Atx  — Ak . o sin  (0  + .4)  sec  5 
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»)der,  wenn  man  aetzl: 

u — l n sin  (0  +.1)  soc  6—  u = ii 
II  = n + Su  — Ale  . a sin  (0  + -I)  sec  ö 

Kine  jede  bcobaclitcte  Kectaacension  des  Polarsteriia  wird 
eine  solche  Gleichung  geben  und  aus  tler  Verbindung  aller 
dieser  Gleichungen  findet  man  dann  die  wahrscheinlirhsten 
Werfhe  fiir  und  Ak  durch  die  Methode  der  kleinsten 
(Quadrate. 

Auf  diese  VV'eise  bestimmte  von  Lindenau  die  ConsUinfe 
der  Aberration  gleich  2(/'.448G.  In  neuerer  Zeit  benutzte 
Peters  zu  diesem  Zwecke  die  von  Strnve  und  Preiifs  in  den 
Jahren  1822  bis  1838  in  Dorpat  beobachteten  Kectascensionen 
des  Polarsterns  und  suchte  aufscr  der  Constante  der  Nutation 
wovon  später  die  Kede  sein  wird,  auch  die  jährliche  Parallaxe 
des  Polarsterns.  Fiir  die  Acudernng  der  Keclasecnsion  durch 
die  letztere  hat  inan  aber  nach  Nr.  15  des  zweiten  Abschnitts 
den  Ausdruck: 

— :r  [cos  Q sin  a — sin  0 cos  t cos  u\  scc  6 

oder,  wenn  man  die  vorher  angewandten  Hülfsgrüfsen  ge- 
braucht : 

— TCd  cos  (0  + .1)  scc  8 

Fügt  man  didier  dies  Glied  der  vorher  gegebenen  Ue- 
dingungsgleichung  hinzu,  sodafs  diese  die  Form  bekommt: 

C = n + Aa  — A f . n sin  (0  + .-t)  scc  d—  Tt  . a cos  (0  + A)  sec  ö 
SO  erhält  man  aus  allen  Gleichungen,  welche  die  einzelnen 
beobachteten  Kectiiscensionen  geben,  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  auch  noch  den  Werth  der  Jährlichen  Pa- 
rallaxe 3T.  Auf  diese  Weise  fand  Peters*)  aus  (»03  Hedingungs- 
gleichungcn,  die  aus  eben  so  viel  beobachteten  Kectiiscensionen 
hcrgclcitet  waren: 

Ai-  = + O".  1705 
Ä = + O".  17  24 


*)  V.  Lindcnnn  hatte  hei  seinen  Untersuchungen  ebenfalls  auf  die 
l’urullnxc  ISiieksicht  gcnonmien  ninl  ilufur  gefumlen  o".  1144. 
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oder  für  die  CunHtiUite  der  Aberration,  da  seinen  Rechnun- 
gen der  vorher  angeführte  Delainbresche  Werth  derselben 
zum  Grunde  log: 

k - 20".4255 

Will  man  sich  der  Declinationen  zur  Bestimmung  <ler 
Aberrat ionseonstantc  bedienen,  so  hat  man; 

ö'  ~6  — + L i-os  Q [sin  u sin  6 eos  t — co»  6 sin  # | 

— k sin  0 cos  « sin  6 

oder,  wenn  man  setzt : 

sin  u sin  6 cos  t — cos  ö sin  r = 6 sin  JS 
— cos  u sin  d = h cos  B 

f)'~ö  = + kb  sin  (0+ß) 

Mau  wird  daher  llir  jede  beobachtete  Dcclination  oder 
Meridianhöhe  die  Bcdingungsgleichung  erhalten: 

• 0 = n'  + Ad  + Ai'  . b sin  (Q  +B) 

wo: 

n'  = Ö + kb  sin  (Q  + B)  — b' 

und  6'  die  beobachtete  Dcclination,  Ad  der  Fehler  der  angc- 
nomincncn  mittleren  Declination  ist. 

Durch  solche  Beobachtungen  der  Meridianzenithdistanzen 
der  Sterne  entdeckte  Bradlcy  die  Aberration,  indem  er  vom 
Jidirc  1725  ab  zu  Kew  vorzüglich  den  Stern  y Draconis, 
der  nalie  durch  das  Zenith  des  Ortes  ging,  verfolgte  und 
eine  periodische  Aenderung  seiner  Zenithdistanz  bemerkte, 
die  von  der  Pandlaxc , deren  Auffindung  der  eigentliche 
Zweck  dieser  Beobachtungen  war,  nicht  herrühren  konnte. 
Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  durch  die  Zusammen- 
setzung der  Bewegung  des  Lichts  mit  der  Bewegung  der 
Erde  wurde  indessen  später  von  Bradlcy  gegeben.  Aus  sei- 
nen zahlreichen  Beobachtungen  von  y Draconis  und  einigen 
anderen  Sternen  wurde  von  Busch  der  Werth  der  Aber- 
rationseonstante gleich  2«/'. 211(>  bestimmt.*) 

*)  Das  Instrument,  des.sen  sich  üradley  zu  diesen  Ucobachtungen 
hediente  war  ein  Zcnithsector,  d.  h.  ein  Kreissector  von  sehr  grofscm 
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Liindahl  berechnete  diese  Constante,  wie  l’eters  aus  den 
Kcctascensionen  so  aus  den  Declinationen  des  Polarsterns, 
welche  von  Struve  und  Preuls  in  den  Jahren  1822  bis  1838 
in  Dorpat  beobachtet  waren,  indem  er  zu  gleicher  Zeit  wie- 
der die  Parallaxe  als  zweite  Unbekannte  in  die  Uedingiings- 
gleichungen  einfiihrte.  Da  die  Parallaxe  eines  Sterns  in  De- 
clination  nach  Nr.  15  des  zweiten  Abschnitts  durch  die  Formel 
gegeben  ist: 

h’—6  = — Tt  sin  Q [cos  £ sin  u sin  ö — sin  t cos  ÖJ 
— it  cos  O sin  6 cos  u. 

oder,  wenn  inan  wieder  die  vorher  gebrauchten  Hülfsgrülsen 
einfuhrt  durch: 

Sf  — S = TCb  cos  (0+ß) 

so  nehmen  die  Bedingungsgleichungen  fiir  die  Bestimmung 
der  Äberrationsconstante  und  der  Parallaxe  aus  Declinations- 
beobachtungen  die  Form  an: 

0 = n'  + S6  + Al-  . b sin  (0  + /1)  + Tcb  cos  (O  + ß) 

Aus  102  solcher  Gleichungen  fand  Lundahl: 

Al-  = + 0".2958 
rt  = + O".  1473 

oder  da  seinen  Rechnungen  ebenfalls  der  Delambresche  Werth 
der  Constante  zum  Grunde  lag: 

1-  = 20".  5508 

Ebenso  fand  Peters  aus  seinen  Beobachtungen  au  dem 
Kepsoldschcn  Verticalkreise  der  Pulkowaer  Sternwarte  fiir 
diese  Constante  den  Werth: 

1-  = 20".  503 

Struve  wandte  endlich  zur  Bestimmung  der  Zenithdi- 
stanzen mehrerer  Sterne,  welche  nahe  durch  das  Zenith  der 
Pulkowaer  Sternwarte  gehen,  ein  im  ersten  Verticale  aiifge- 

llalbmesscr,  womit  er  die  Zenitbdistunzen  der  Sterne  bis  etwas  über  12" 
zu  jeder  Seite  des  Zeniths  messen  konnte. 
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stelltcs  Passageninstrunient  an,  wclclics  zu  diesem  Zwecke 
besonders  geeignet  ist  *)  und  fand  aus  sieben  Sternen  mit 
sehr  grofser  Uebereinstimmung  den  Werth  der  Aberrations- 
constantc  im  Mittel  gleich: 

20".  4451 

eine  Zahl,  die  wohl  nur  äufserst  wenig  von  der  Wahrheit  ab- 
weichen  wird,  da  ja  auch  alle  übrigen  Bestimmungen  eine 
ähnliche  Vcrgrösscrung  des  Delainbreschcn  Werthes  der 
Constantc  geben.  Dieser  letztere  Werth  liegt  den  in  Nr.  14 
des  zweiten  Abschnitts  erwähnten  Aberrationstafeln  von  Ni- 
colai zum  Grunde;  ebenso  sind  die  Angaben  im  Nautical 
Almanac  mit  dieser  Constantc  berechnet.  Die  Bcchnungen 
für  das  Berliner  Jahrbuch  sind  dagegen  noch  mit  dem  von 
Bessel  in  seinen  Tabulis  Kegiomontanis  angewandten  Werthe 
der  Aberrationsconstante  20".  255  ausgefiihrt. 


V.  Bestimmung  der  Constante  der  Nutation. 

8.  Umlässen  die  zur  Bestimmung  der  Aberrationscon- 
stante und  der  Parallaxe  angcstclltcn  Beobachtungen  einen 
Zeitraum  von  vielen  Jahren,  so  kann  man  daraus  auch  die 
Constantc  der  Nutation  bestimmen,  indem  man  den  vorher 
gegebenen  Bcdingung.agleiehungen  noch  das  Glied: 

+ c A J’ 

für  die  Rectascensionen  und: 

+ d Av 

für  <lie  Dcclinationen  hinzufiigt,  wo  Ar  die  Acndcning  des 
angenommenen  Werthes  v der  Nutationsconstantc  d.  h.  des 
Cocfficicnten  von  cos  i ) in  dem  Ausdrucke  fiir  die  Nutation 


*)  Vgl  Nr.  1 0 lies  sechsten  Abschnitts. 


Digitized  by  Google 


409 


der  Schiefe  bezeichnet  und  c und  d die  Coefficienten  sind, 
mit  denen  man  die  Constnnte  v zu  multipliciren  hat,  um  die 
Niitation  in  Kectoscension  und  Decliuation  zu  erhalten.  Setzt 
man  also; 

f»  = (jt  — ta  sin  (O  +.1)  sec  S + cv  — u 
n'  = 5 + kh  sin  (©  + ^)  + dv  — S 

wo  (X  und  b'  die  beobachtete  Rectascension  und  Declination 
bezeichnen,  so  werden  die  vollständigen  Bedingungsgleichun- 
gen fiir  die  Bestimmung  der  Aberration,  der  Parallaxe  und 
der  Nutation: 

fiir  Kcctascensionen : 

0 n + Aa  — . n sin  (O  + -'0  b — ein  cos  (0  + -‘l)  sec  S + cAi’ 

und  fiir  Declinationen : 

0 = n'  + Ab  + Ak  b sin  (©  + /t)  + ■xb  cos  (©  + /t)  + d.Av 

Nun  sind  die  vollständigen  Ausdrücke  für  die  Nutation  in 
Länge  und  in  der  Schiefe  der  Ecliptic  nach  Hessel  die  fol- 
genden, wenn  die  (konstante: 

j>  = 9".Ü480  (1  +i) 

angenommen  wird: 

Ak  = [-  18".Ö377  sin  i'l  + 0".21720  sin  2 f)  - 0".21633  sin  2((J(I+0 
- fl".13G40  - 2.86868  i]  sin  2 © 

und: 

Af  = [+  9".  6480  cos  Q - O".  09428  cos  2 fl  + 0. 09391  cos  2gJ(I+i) 
+ [O".  49330  — 1.24527  i]  cos  2© 

Nimmt  man  hier  ftir  i den  VV^erth  +Ü.t)ti9541,  so  er- 
hält man  fiir  v den  Lindenauschen  Werth  der  Nutationscon- 
sUnte  und  überhaupt  fiir  AA  und  At  die  in  Nr.  9 des  drit- 
ten Abschnitts  angegebenen  Ausdrücke.  Da  dies  t nun  aber 
noch  fchlerhafi  ist,  so  setze  man: 

9".  6480  (1+0  = 8".  97  707  + r 

wo  also  dann  x die  Verbesserung  bezeichnet,  die  man  an 
den  Lindenauschen  Werth  der  Nutationsconstante  anzubrin- 
gen hat,  imi  den  wahren  Werth  zu  erhalten.  Substituirt  man 
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den  liieraiis  lolgendcn  VV'^erth  fiir  1+?  in  die  obigen  Glei- 
cluingeii  fiir  und  At,  so  erhält  man,  du  die  Nutution  in 
Kectasccnsion: 

— tos  < AÄ  + sin  tAX  lang  ö sin  « — Af  cos  « lang  8 

und  in  Derlinution; 

= cos  « sin  s A A + sin  u A £ 

ist,  wenn  man  die  Schiefe  der  Ecliptic  für: 

1800  = 23“  27'  54" 

anwendet,  zuerst  die  in  Nr.  9 des  dritten  Abschnitts  gefun- 
denen Ausdrücke  (A)  fiir  «'— « und  ö'  — ö und  dann  noch 
die  in  x multiplicirten  Glieder,  deren  Coefiieient  fiir  die  liec- 
tascensionen: 

t = — 1 .7  löOsiu  [0.7444sin  • 0000  cos  Ttcosc/JUngÄ 

+ 0 .0207  sin  2 n+l0.0090sin2  J J siiia+0 . 0098  cos2  ft  cos  «JtangÄ 

— 0.0206 sin  2 (J —[0  0090sin  2([  sina+0. 0097  cos  2((  cos uj lang d 

- 0.2727  sin  2 © — [O.  1 184  sin  2 © sina+0. 1291  cos  2 © cos  otj  U»ng  Ä 

und  für  die  Declinationen: 

J = — 0 . 7444  sin  f)  t:o»  u + 1 . 0000  cos  f)  sin  a 

+ 0 . 0090  sin  2 f ) cos  a — 0 . 0098  cos  2 sin  u 

— 0.0090  sin  2£  cos  a + 0.0097  cos  2^  sin  u 

— 0.1184  sin  2 © cos  a + 0.1291  cos  2©  sin  u 

Nach  diesen  Ausdrücken  sind  also  die  Goeflicienten  c 
und  d von  Ai-  in  den  vorher  gegebenen  Bedingungsgleichun- 
gen zu  berechnen. 

Bradlcy  entdeckte  die  Nutation  durch  dieselben  Beobach- 
tungen der  Zcnithdislanzeii  von  y Draconis  und  22  anderer 
Sterne,  durch  welche  er  auch  die  Aberration  fand.  Diese 
Beobachtungen  reichen  vom  19ten  August  1727  bis  zum 
dritten  September  1747  und  umfassen  daher  eine  vollstän- 
dige Periode  der  Nutation,  da  die  Mondsknoten,  von  deren 
Länge  die  bedeutendsten  Glieder  der  Nutation  abhängen,  in 
18  Jahren  und  219  Tagen  volle  360  Grad  der  Ecliptic  durch- 
laufen. 
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Busch  fand  aus  diesen  Beobachtungen  die  Constuntc  der 
Nutation  gleich  9".  23. 

Die  in  den  Tabulis  Kcgiomontaiiis  angewandte  Coii- 
stantc  8". 97707  ist  von  Lindenau  aus  beobachteten  Recta- 
scensionen  des  Polaris  hcrgeleitet,  die  für  die  Bestimmung 
dieser  Constante  besonders  geeignet  sind,  da  der  Betrag  der 
Nutation  in  Rectascension  fiir  den  Polarstern  wegen  des  Fac- 
tors tang  ö sehr  vergröfsert  wird.  Lindenau  verwandte  dazu 
800  Rectascensionen  des  Polarsterns,  welche  in  einem  Zeit- 
raum von  60  eJahren  von  Bradley,  Maskelyne,  Pond,  Bessel 
und  von  ihm  selbst  beobachtet  waren. 

ln  neuerer  Zeit  hat  man  aus  den  von  Struve  und  Preufs 
in  den  Jahren  1822  bis  1838  angestellten  Beobachtungen 
des  Polarsterns  eitlen  etwas  gröfseren  Werth  fiir  die  Nuta- 
tionsconstante  gcfiindcn,  welcher  nahe  mit  dem  von  Busch 
aus  den  Bradleyschen  Beobachtungen  hcrgeleiteten  Werthe 
übereinstinunt.  Lundahl  bestimntte  diese  Constante  aus  den 
Beobachtungen  der  Declinationen  und  fand  daiiir  den 
Werth  9.2164.  Peters  berechnete  dagegen  die  Rectascen- 
sionen des  Polarsterns  und  bestimmte  daraus  den  Werth  der 
Constante  zu  Anfang  des  Jahres  1800  zu  9".2361.*)  In  sei- 
nem Werke  „Numerus  constans  nutationis“  nimmt  er  dafiir: 

9".2231 

an,  ein  Werth,  der  aus  den  drei  Bestimmungen  von  Busch, 
Lundahl  und  ihm  selbst  mit  Rücksicht  auf  die  denselben  zu- 
kommende Sicherheit  abgeleitet  ist.  In  demselben  Werke 
giebt  Peters  noch  theoretische  Untersuchungen  über  die  Nu- 
tation und  findet  in  dem  Ausdrucke  derselben  noch  einige 
kleine,  von  Bessel  nicht  berücksichtigte  Glieder.  Danach 
sind  nämlich  die  Ausdrücke  für  die  Nutation  in  Länge  und 
in  der  Schiefe  fiir  das  Jahr  1850  die  folgenden: 

AA  = - 17".  2491  sin  + 0".207  3 sin  2 f)  - 0".2041  sin  2 g 

+ 0".  0677  sin  (g-n')  - l".2«92  sin  2©  + o".1277  sin  (Q-Il) 
- 0".0213  sin  (0  + n) 

*)  Der  Werth  dieser  Gröfsc  ist  nämlich  etwas  veränderlich,  da 
derselbe,  wie  die  Theorie  zeigt,  von  der  .Schiefe  der  Ecliptlc  und  der 
Neigung  der  Moudsbuhn  gegen  diese  Ebene  abhäugt. 
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und: 

At  = + 9".  2235  cos  D - 0".  0897  cos  2 f)  + ü".088C  cos  2 (( 

+ 0".5508  cos  2©  + 0".0093  cos  (0  + 11) 

WO  II  und  II'  die  Längen  des  Perihels  der  Erde  und  des 
Perigeums  des  Mondes  bezeichnen,  d.  h.  die  Längen  derjeni- 
gen Puncte  der  Halmen,  in  denen  die  Erde  der  Sonne  und 
der  Mond  der  P)rde  am  nächsten  steht.  Ganz  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  Nr.  1)  des  dritten  Abschnitts  ßndet  man  daraus 
die  folgenden  Ausdrücike  für  die  Nutation  in  Kectasccnsion 
und  Declination  für  eben  diese  Epoche: 

ct'— u = — [l5".8234  + g”.  8666  tang  S siu  u]  sin  .1/ 

— 9".  2235  tang  6 cos  a cos  i ) 

+ [o”.  1903  + O”.  0822  tang  6 sin  otj  sin  2 f) 

+ O”. 0896  tang  6 cos  a cos  2 f) 

— [0".1872  + 0".0813  tang  S sin  u]  sin  2 g 
— O".  0886  tang  8 cos  a cos  2 ß 

+ [0".0G21  + O"  0270  tang  8 sin  f/J  sin  (((-ll') 

+ 0".000154  tang  Ä*  cos  2«  sin  2 S'l 
— O".  000160  tang  6’  sin  2a  cos  2 

— [l”.  1643  + O"  5053  tang  8 sin  a]  sin  2 0 

— o".  5508  tang  8 cos  a cos  2 0 

+ [O".  1172  + 0”.0508  tang  d sin  aj  sin  (0  — 11) 

— [o".  0195  + O”.  0085  tang  8 sin  aj  sin  (0  + 11) 

— O".  0093  tang  8 cos  u cos  (0  + II) 

und: 

8'  — 8 = — 6”.8666  cos  a sin  + 9". 2235  sin  u cos  f) 

+ O".  0822  cos  a sin  2 — O”.  0896  sin  u cos  2 

— o”.('813  cos  a sin  2 ([  + 0”.0886  sin  u cos  2 (( 

+ 0”.0270  cos  a sin  (((—11^) 

— O”.  000077  t.ang  8 sin  2 a sin  2 ^ 

+ [0".000023  + 0".000080  cos  2aJ  tang  6 cos  2 
— O”.  5053  cos  a sin  2 0 + O”.  5508  sin  a cos  2 0 
+ O".  0508  cos  u sin  (0  — 0) 

— O".  0085  cos  a sin  (0  + 11) 

+ 0".0093  sin  a cos  (0  + II) 

Nach  diesen  Formeln  sind  die  in  Nr.  fl  des  dritten  Ab- 
.schnitts  erwähnten  Tafeln  von  Nicolai  in  den  Warnstorffschen 
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lliilfstafcln  berechnet.  Ebenso  wird  die  Petcrschc  (konstante 
der  Nutation  bei  der  Mercchniing  des  Nantical  Alinanae  be- 
nutzt. Den  Angaben  des  Berliner  Jahrbuchs  liegt  dagegen 
die  Lindcnaiisehc,  in  den  Tabulis  Begioinontanis  angewandte 
C'onstantc  der  Xutation  zum  Grtindc. 


VI.  Bestimmung  der  Säeularänderung  der  Sehiefe  der 
Ecliptic,  der  Constante  der  Präces.sion  und  der  eigenen 
Bewegungen  der  Sterne. 

9,  Die  Bcstiininiing  der  Constante  der  Aberration  und 
Nutation  setzt  die  Kenntnifs  des  W'orthes  der  Präeessions- 
constanten  voraus,  um  die  verschiedenen  Beobachtungen  der 
Sternörter  aut'  eine  bestimmte  Epoche  rcduciren  zu  können. 
Da  aber  ebenso  die  Bestimmung  der  Wertlic  der  Prilcessions- 
constanten  die  Kenntnifs  der  Wertlic  der  beiden  andern  Con- 
stanten  erfordert,  so  sicht  man,  dal's  man  die  wahren  Werthe 
der  drei  Constanten  nur  durch  allmühligc  Näherungen  cr- 
h.alton  wird. 

Die  der  Zeit  proportionalen  Glieder  der  Silcularändemn- 
gen  der  Sternörter  enthielten  drei  Constanten,  nämlich  die 
jährliche  Aendorung  der  Schiefe  der  Ecliptic,  die  Präcession 
durch  die  Planeten  und  die  jährliche  Liinisolarpräcession. 
Die  jährliche  Aenderung  der  Schiefe  der  Ecliptic  ist  in  Nr.  5 
des  dritten  Abschnitts  zu: 

- 0".483fi8  - 0".0000054459  (t-1750) 

angegeben  und  dieser  Werth  war  von  Bcsscl  dadurch  erhal- 
ten, dafs  er  in  den  durch  die  Theorie  gegebenen  Ausdruck 
die  numerischen  Werthe  der  Massen  der  Pl.aueten  und  der- 
jenigen Gröfsen,  welche  die  gegenwärtige  Lage  ilmer  Bahnen 
bestimmen,  substituirte.  Durch  Anw'cndung  der  neuesten 
Werthe  der  Planetcnmassen  fand  Peters  indessen  einen  etwas 
kleineren  Werth  für  die  jährliche  Abnalime  der  Schiefe,  näm- 
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lieh  0".  4738,  ein  Werth  der  beaser  mit  dem  aus  den  Beobach- 
tungen der  mittleren  Schiefe  der  Kcliptic  (s.  Xr.  3 des  drit- 
ten Abschnitts)  hergeleitcten  Werthe  übercinstimmt.  Bessel 
fand  nämlich  durch  Vergleichung  der  Bradleyschen  Beobach- 
tungen mit  seinen  eignen  fiir  die  jährliche  Abnahme  der 
Schiefe  den  Werth: 

- 0".45  7 

und  mit  diesem  Werthe  sind  die  mittleren  Schiefen  fiir  die 
einzelnen  Jahre  in  den  Tabulis  Kcgiomoiitanis  berechnet. 

Die  Constante  der  Präccssion  durch  die  Planeten  ist 
ebenfalls  aus  der  Theorie  der  säeularen  Störungen  der  Pla- 
neten entnommen.  Vergleicht  man  nun  <lic  Kcctascensioncn 
und  Dcclinationcn  eines  und  desselben  Sterns  zu  verschiede- 
nen Kpochen,  so  erhält  man  durch  die  Division  der  Unter- 
schiede mit  der  Zwischenzeit  die  Werthe  der  in  Xr.  (5  des 
dritten  Abschnitts  mit  m und  n bezeichncten  Gröfsen  Dir  die 
in  der  Mitte  zwischen  beiden  Epochen  liegende  Zeit  und  da: 

dt  d„ 
m - f«  j;  - Jj 

dl 


wo  — ilie  jährliche  Präcession  durch  die  Planeten  und  — 

die  jährliche  Liinisolarpräccssion  bezeichnet,  so  findet  man 

also,  weil  der  Werth  ~ aus  Jcf  Theorie  bekannt  ist,  sowohl 
dt 

aus  den  Hectascensionen  als  auch  aus  den  Dcclinationcn  ei- 
nen Werth  der  Constante  der  Lunisolarpräcession.  Da  nun 
aber  die  Orfsveränderung  der  Sterne  nicht  allein  von  der 
Präcession  sondern  auch  von  der  eignen  Bewegung  dersel- 
ben herrührt,  so  Werden  diese  beiden  Werthe  in  der  Hegel 
verschieden  sein,  selbst  wenn  die  Beobachtungen  zu  beiden 
Epochen  vollkommen  genau  waren.  Ebenso  wird  man  auch 
aus  verschiedenen  Sternen  immer  andere  Werthe  der  Gröfsen  m 
und  n erhalten  und  da  die  eignen  Bewegungen  der  Sterne 
ebenso  wie  die  durch  die  Lunisolarpräcession  hervorgebrach- 
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len  Aendeningen  der  Zeit  proportional  sind,  so  wird  man 
beide  nicht  von  einander  trennen  können.  Es  bleibt  daher 
nichts  weiter  übrig,  als  das  Mittel  aus  den  Bestimmungen 
der  Präeessionsconstante  durch  sehr  viele  Sterne  zu  nehmen 
und  dabei  vorauszusetzen,  dafs  der  Einflufs  der  eignen  Be- 
wegungen der  Sterne  in  diesem  Mittelwerthe  aufgehoben  ist. 
Nachdem  man  dann  so  einen  vorläufigen  Werth  für  die  Prä- 
cessionsconstante  erhalten  hat,  kann  man  dadurch  diejenigen 
Sterne  ausfindig  machen,  welche  eine  starke  eigne  Bewegung 
haben  und  diese  dann  bei  der  definitiven  Bestimmung  der 
Präeessionsconstante  von  der  Untersuchung  ausschlieCsen. 
Auf  diese  Weise  berechnete  Bessel  in  den  Fundamentis  astro- 
nomiae  den  Werth  dieser  Constantc  aus  einer  Anzahl  von 
2300  Sternen,  deren  Oerter  von  Bradlcy  fiir  das  Jahr  1755 
und  von  Piazzi  für  das  »lahr  1800  bestimmt  waren  und  fand 
dafiir  für  das  Jahr  1750  50".340499,  einen  Werth,  den  er 
später  in  50". 37572  umänderte,  nachdem  er  durch  seine 
eignen  Beobachtungen  gefunden  hatte,  dafs  Piazzi’s  Recta- 
scensionen  eine  positive  Correction  erforderten,  dafs  also  die 
frühere  Bestimmung  der  Constante  zu  klein  war.  Bei  diesen 
Untersuchungen  wurden  alle  diejenigen  Sterne,  welche  eine 
stärkere  jährliche  eigne  Bewegung  als  0".  3 im  Bogen  zeig- 
ten, ausgeschlossen. 

Den  Unterschied  der  beobachteten  Oerter  der  Sterne  zu 
verschiedenen  Epochen  mit  dem  Betrage  der  Präcession  in 
der  Zwischenzeit,  welcher  mit  der  so  bestimmten  Constantc 
berechnet  ist , sieht  man  dann  als  die  eigne  Bewegung  der 
Sterne  in  der  Zwischenzeit  an.  Halley  war  der  erste,  wel- 
cher im  Jahre  1713  eine  solche  eigne  Bewegung  bei  den 
Sternen,  Sirius,  Aldebaran  und  Arcturus*)  entdeckte.  Seitdem 
hat  man  aber  bei  sehr  vielen  Sternen  mit  Sicherheit  eigne 
Bewegungen  erkannt  und  man  mufs  annehmen,  dafs  solche 
allen  Sternen  zukommen,  wenn  dieselbe  auch  bei  den  mei- 


*)  Der  letztere  Stern  hat  eine  eigene  Bewegung  von  2"  in  Decli- 
nation  und  ist  daher  mit  den  Zeiten  des  Ilipparch  schon  über  einen 
Orad  am  Himmel  fortgerückt. 
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stcn  noch  nicht  nachgowicsen  werden  können,  da  sic  sehr  klein 
sind  und  noch  innerhalb  der  Grrenzen  der  Beobachtungsl’eh- 
1er  liegen.  Die  gröfsten  eignen  Bewegungen  koiiinicn  vor 
bei  dem  Stern  61  Cygni,  dessen  jährliche  Aenderung  in 
Rcctascension  und  Dcclination  5".  1 und  3".  2 beträgt , dann 
bei  IX  Centauri,  dessen  jährliche  Bewegungen  nach  der  Rich- 
tung der  beiden  Coordinaten  7".0  und  0".  8 sind,  endlich  bei 
1830  Grooinbridge,  der  sich  5".  2 in  Rcctascension  und  5".  7 
in  Dcclination  bew  'gt. 

Der  ältere  Herschel  fand  zuerst  in  diesen  Bewegungen 
der  Sterne  ein  Gesetz  auf,  indem  er  durch  die  Vergleichung 
von  vielen  derselben  die  Bemerkung  machte,  dafs  die  Sterne 
im  Allgemeinen  sich  von  einem  Puncte  des  Himmels  in  der 
Gegend  von  A.  Herculis  entfernen.  Er  gründete  darauf  die 
Vermuthung,  dafs  die  eigne  Bewegung  der  Sterne  zum  Theil 
nur  scheinbar  sei  und  durch  die  Bewegung  unseres  Sonnen- 
systems nach  diesem  Puncte  des  Himmels  zu  hervorgebi-acht 
würde,  eine  Ansicht,  welche  die  späteren  Untersuchungen 
über  diesen  Gegenstand  vollkommen  bestätigt  haben.  Die 
jährliche  eigne  Bew(!gung  der  Fi.\sternc  wird  datier  zusam- 
mengesetzt sein  erstens  aus  der  jährlichen  eigenthümlichen 
Bewegung  der  einzelnen,  vermöge  welcher  sich  dieselben 
nach  einem  uns  unbekannten  Gesetze  wirklich  im  Raume 
l'ortbcwegcn  und  aus  der  scheinbaren  Bewegung,  welche  von 
der  Bewegung  unserer  Sonne  herrührt.  Da  der  erstere  Theil 
dieser  Bewegung  kein  bestimmtes  Gesetz  befolgt,  so  werden 
vermöge  derselben  Sterne,  welche  in  derselben  Gegend  des 
Himmels  stehen,  ihren  Ort  nach  den  verschiedensten  Rich- 
tungen verändern.  Die  Richtung  der  scheinbaren  Bewegun- 
gen der  Sterne  wird  dagegen  durch  die  Lage  jedes  Sterns 
gegen  den  Punct  des  Himmels,  nach  welchem  hin  sich  die 
Sonne  bewegt,  vollständig  bedingt.  Nimmt  man  nun  fiir  die- 
sen Punct  einen  bestimmten  Punct  an,  dessen  Rcctascension 
und  Declination  A und  D ist,  so  kann  man  für  jeden  einzel- 
nen Stern  diejenige  Richtung  berechnen,  nach  welcher  sich 
derselbe  scheinbar  vermöge  der  Fortrückiing  der  Sonne  be- 
wegen  müfslc.  Vergleicht  man  dann  diese  Richtung  mit  der 
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wirklich  beobachteten  Riehtunj«:,  so  kann  man  tiir  einen  jeden 
Stern  die  Bedingiingsgleichung  zwischen  den  Unterschieden 
der  berechneten  und  der  beobachteten  Richtung  und  den 
Aenderungen  der  Reetascension  und  Declination  A und  /> 
aufstellen  und  da  derjenige  Theil  dieser  Unterschiede,  wel- 
cher von  den  eigenthünilichcn  Bewegungen  der  Sterne  her- 
rührt, kein  bestimmtes  Gesetz  befolgt,  also  sich  mit  den  zufäl- 
ligen Beobachtnngsfehlem  vereinigt,  so  wird  man  atis  einer 
sehr  grolscn  Anzahl  solcher  Bcdingungsgleichungen  ilurch 
die  Methode  der  kleinsten  Qiiadnite  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Correctionen  dA  und  dl)  hestimmen  können. 

Es  ist  klar,  dafs  die  Richtung  der  scheinbaren  Bewegung 
eines  Sterns  mit  ilem  gröfsten  Kreise  zusammenfällt,  welcher 
den  Ort  des  Sterns  mit  dem  Puncte  des  Himmels  verbindet, 
auf  welchen  zu  sich  die  Sonne  bewegt,  weil  dieser  Pnnct, 
wenn  man  die  Bewegung  der  Sonne  als  ger.idlienig  vor.uis- 
sctzt,  in  der  durch  den  Ort  des  .Sterns  und  durch  zwei  Oer- 
ter  der  Sonne  im  Raume  gelegten  Ebene  liegt.  Ist  a die 
als  geradlienig  betrachtete  \’eränderung  des  Orts  der  Sonne 
während  der  Zeit  t,  dividirt  durch  die  Entfernung  des  Sterns 
von  der  Sonne,  so  hat  man,  wenn  u und  ö die  Rectasc.ension 
und  Declination  des  Sterns  zu  Anfang  der  Zelt  t,  a und  ö' 
dieselben  Gröfsen  zu  Ende  der  Zeit  t bezeichnen  und  y das 
\’crhüttnifs  der  Entfernungen  des  Sterns  von  der  Sonne  zu 
btüden  Zeiten  ist,  die  folgenden  Gleichungen: 

y cos  6 cos  oi  = cos  8 cos  ti  — ii  cos  A ros  /) 
y cos  6'  sin  u = cos  8 sin  « — o sin  .1  cos  l) 
y sin  Ä'  = sin  6 — o sin 

aus  denen  man  leicht  erhält : 

cos  8'  = cos  ö — a cos  D cos  («—/() 

also : 

cos  8'  (a'—u)  = n cos  V sin  {u  — A)  ^ 

— 8 = — n fcos  8 sin  L>  — sin  8 cos  D cos  {a  — A)\ 

27 
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Man  hat  aber  auch  in  dem  sphärischen  Dreiecke  zwi- 
schen dem  Pole  dos  Acquators,  dem  Sterne  und  dem  Piinote, 
dessen  Rectasccnsion  und  Declination  A und  TJ  ist,  wenn 
man  die  Entfernung  des  Sterns  von  diesem  Puncto  mit  A 
und  den  Winkel  am  Sterne  mit  P bezeichnet: 

sin  A sin  P = cos  J)  sin  («  — .1) 

sin  A cos  /’  = sin  /?  cos  6 — cos  J>  sin  6 cos  («  — I) 

und  da  nun  auch,  wenn  p den  Winkel  I)e7.eichncf , welchen 
die  Richtung  der  newegiing  des  Sterns  mit  seinem  Decli- 
nafionskreise  macht : 


cos  S'  (m’  — (/) 


ist,  so  sicht  man,  dafs  = 180—  /’  ist,  oder  dafs  sich  der 
Sfem  in  der  Richtung  des  gröfstcii  Kreises,  welcher  d<-n  ( )rt 
desselben  mit  dem  Punctc,  dessen  Rectasccnsion  und  l)e«di- 
nation  A und  D,  verbindet,  von  dem  letzteren  entfernt.  Durch 
die  dritte  der  Diftcrentialformcln  (11)  in  Nr.lt  der  Einleitung 
erhält  man  aber: 


,tP 

sin  A^ 

+ — 7"}  fsin  6 C(w  P — cos  6 sin  l>  cos  (</—  .1)1  tlA 

sin  A » 


also: 


cos  L) 
sin  A’ 


, cos  Ä sin  («  — .!)  . . ‘ 

dp  = + : — dlJ 

sin  A 

[sin  6 cos  !}  — cos  6 sin  iJ  cos  (u  — .1)]  dA 


Ist  also  p der  beobachtete  Winkel,  welchen  die  Rich- 
tung der  eignen  licwegung  mit  dem  Declinationskreise  macht, 
von  dem  nördlichen  Thcilc  desselben  durch  Osten  herum  ge- 
zählt, sodafs  also: 

, cos  b'  («*  — «) 

„ins/,  = -- «1-^— 
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und  p der  mit  den  {icniilicrfcn  VV'crtlicn  und  1>  nach  den 
Formeln  (/i)  hercchnetc  Werth  von  lt<()  — P,  so  erhält  man 
dir  jeden  Sti-rn  die  Hcdinj^ungsgleichung: 


^ , o).<  ö sin  (m  - . I)  . . 

0 = + . ,ih 

sin  A 


l)S  l> 


■j  [sin  6 cos  />  — cos  6 sin  J>  cos  (m  — . l)|  d A 


oder: 


sin  ^ 


„ , /s  ■ . cos  6 sin  («  — .1) 

0 =:  (/.-y.  )sin^  + ' dlJ 

sin  A 


cos  /> 
sin  A 


[sin  6 cos  !>  — cos  d sin  !)  cos  («  — ,1)J  dA 


und  kann  dann  aus  vielen  Stenicn  durch  die  Methode  der 
kleinsten  (Juadrntc  die  wahrscheinlichsten  Wcrthe  von  dJ) 
und  dA  finden. 

Auf’  diese  Weise  hestimmte  Argelandcr  die  Richtung 
der  Bewegung  des  Sonnensystems*).  Hessel  hatte  nämlich 
in  seinen  Fundamentis  astronomiae  die  eigne  Bewegung  einer 
grofsen  Menge  von  Sternen  aus  der  \’erglcichung  von  Brad- 
ley’s  und  Piazzi’s  Beobachtungen  hergelcitet.  Argelandcr 
wählte  nun  alle  diejenigen  Sterne  aus,  welche  in  den  45  Jah- 
ren von  1755  bis  1800  eine  gröfserc  Bewegung  als  5"  zeig- 
ten, beobachtete  diese  von  neuem  an  dem  Meridiankreise  der 
Sternwarte  in  Abo  und  bestimmte  die  eignen  Bewegungen 
durch  die  Vergleichung  seiner  eignen  Beobachtungen  mit 
den  Bradleyschen  genauer.**)  Zur  Berechnung  der  Richtung 
des  Sonnensystems  wurden  tlann  3D0  Sterne  verwandt,  deren 
jährliche  eigne  Bewegung  </'.  1 im  Bogen  des  gröfsten  Krei- 
ses überstieg.  Diese  wurden  nach  der  Gröfse  der  eigenen 
Bewegung  in  drei  Klassen  gethcilt  und  aus  jeder  Klasse  ein- 


*)  s.  -Vstroii.  Niuhriclitcii  Nr.  3ti3. 

**)  Arp'cUniler,  DLX  stellariim  lixariiin  |H>iiitioncs  mciliae  incuiite 
anno  1H30.  I Iclsiiigforaiae  18.3.1. 

27  * 
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zeln  die  au  die  angcnoiniuenen  Wurtlie  von  .1  und  I)  aiizii- 
bringendcn  C’orrectionen  bestimmt.  Aus  den  drei  nahe  über- 
einstimmenden Resultaten  ergaben  sieh  dann  mit  Rücksicht 
auf  die  Sieherheit  der  einzelnen  im  Mittel  die  folgenden,  auf 
den  Aeqnator  und  das  Aequinoctiiim  fiir  18(K>  bezogenen 
\Vt;rfhe  von  A und  Di 

A = 259®  5l'.  8 unü  Jj  = + 32“  29'.  1 

Werthe,  welche  sehr  nahe  mit  den  von  Ilerschel  ange- 
nommenen überoinstimmen.  Lundahl  bestimmte  die  Lage 
dieses  l’unctes  noch  aus  147  Sternen,  welche  der  Aboer 
Catalog  nicht  enthielt,  indem  er  tlic  llradley. sehen  Positionen 
mit  l’ond’s  Catalog  von  1112  Sternen  verglich  und  fand: 

.1  = 2.52"  24'. 4 imci  D - + 14®2fi'.l 

Im  .Mittel  ans  beiden  nestimmungen  erhält  .\rgelantler 
mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  der  einzelnen: 

A = 257"  49'.  7 mul  />  = + 28"  49'.  7 

Ganz  ähnliche  Arbeiten  wurden  von  O.  von  Stnive  und 
in  neuester  Zeit  von  Galloway  unternommen.  Oer  ersterc 
verglich  zu  dem  Ende  400  in  Dorj>at  beobachtete  Sterne  mit 
den  llradley.sclu’n  Positionen  und  fand: 

.4  = 261"  23'  und  D - + 37"  36' 

Galloway  bestimmte  divgegen  die  Richtung  der  Bewegung 
des  Sonnen.systems  aus  den  eignen  Bewegungen  der  südlichen 
Sterne  und  erhielt,  indem  er  die  Positionen,  welche  Johnson 
.auf  St.  llelcna  und  Henderson  am  Cap  der  guten  Hoffnung 
beobachtet  hatten , mit  dem  Sterncalaloge  von  liucaille  ver- 
glich, fiir  .1  und  D die  Werthe: 

Ä ~ 260"  t'  und  /"  = + 34"  23' 

Nach  der  nahen  Uebercinstimmung  aller  dieser  W'erthe 
zu  urtheilen,  wird  somit  der  l’unct , auf  welchen  zu  sich  un- 
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j<er  Sonnonsystfiii  iin  Hiuiinc  bewegt,  mit  zicinliclier  Genauig- 
keit bestimmt  sein. 

10.  Da  die  eignen  liewegnngen  der  Sterne,  welcbe 
durch  die  Bewegung  unserer  Sonne  hervorgebraclit  werden, 
ein  bestimmtes  Gesetz  befolgen,  so  dürfen  dieselben  eigentlich 
nicht  mehr  mit  den  zufälligen  Beobachtungsfehlern  zusammen- 
geworfen werden,  wie  dies  für  die  eigenthümlichen  Bewegun- 
gen der  Sterne  erlaubt  ist.  Wenn  man  daher  die  Beobach- 
tungen vieler  Sterne  zu  verschiedenen  Epochen  zur  Bestim- 
mung der  Präcessionsconstante  mit  einander  vergleicht  und 
das  Mittel  aus  allen  diesen  Bestimmungen  nimmt,  so  kann 
man  wohl  annehmen,  dals  die  eigenthümlich(Mi  Bewegungen 
in  diesem  Mittel  einamler  autbeben,  fiir  die  scheinbaren  eig- 
nen Bewegungen  ist  diese  X’oraussetzung  indessen  nicht  statt- 
haft. Die  von  Bessel  auf  die  angegcibene  Weise  bestimmte 
Präcessionsconstante  enthält  daher  noch  einen  Theil  der  Son- 
nenbewegung und  namentlich  ist  dies  der  Fall  mit  dem  aus 
den  Dcclinationen  gefundenen  Werth  der  Conslante  n,  da 
für  diejenigen  Sterne,  welche  Bessel  zur  Bestimmung  der 
Präcession  benutzt  hat,  die  Aenderung  der  Declination  dtireh 
die  Bewegung  der  Sonne  gröfstentheis  in  demselben  Siuue 
geschieht. 

O.  V.  Struve  hat  nun  versucht,  die  Präccssionscoustatite 
mit  Rücksicht  auf  die  eigne  Bewegung  des  Souuensystems 
zu  bestimmen.  4(K)  der  von  Struve  und  Preufs  in  Dorjiat 
beobachten  Fixsterne  fluiden  sich  auch  in  dem  aus  Bradley’s 
Beobachtungen  hcrgeleiteten  Catalog  der  Fundamenta.  Struve 
reducirte  nun  zuerst  alle  Sternörter  aus  den  Fuudameiitis 
mittelst  Bessels  l’räccssionsconstante  auf  die  Epoche  der  Be- 
obachtung in  Dorpat  und  leitete  aus  der  Vergleichung  mit 
wirklich  daselbst  beobachteten  Oertern  die  eigne  Bewegung 
der  Sterne  her.  Dadurch  erhielt  er  .S(XI  Bedingungsgleichun- 
gen  und  da  jede  einzelne  Bewegung  eine  Function  der  Cor- 
rection  der  Präcessionsconstante  und  der  Gröfse  der  Bewe- 
gung der  Sonne  war,  so  konnten  beide  aus  die.scii  Bcdin- 
gungsglcichungcn  bestimmt  werden  und  die  dann  übrig  blci- 
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bcnden  Echler  rührton  thcila  von  dor  eigonthüinlicheii  Be- 
wegung der  Sterne,  tlieils  von  Beobiichtungsfehlern  her.  Die 
Uichtung  der  Aenderung  der  Sternörter,  welche  durch  die 
Bewegung  der  Sonne  licrvorgcbriicht  wird,  ist  nach  dem  vo- 
rigen lür  jeden  Stern  gegeben.  Da  aber  die  Gröfse  dieser 
Aenderung  lür  die  einzelnen  Sterne  nicht  dieselbe  sein  kann, 
sondern  sich  umgekehrt  wie  die  Entfernung  derselben  von 
der  Sonne  verhält , so  mufstc  die  gesuchte  Bewegung 

in  den  Bcdingungsglcichungen  noch  mit  dem  Factor  niul- 

tiplicirt  werden,  wo  A die  Entfernung  der  einzelnen  Sterne 
von  der  Sonne  bezeichnet.  Struve  nahm  nun  die  mittlere 
Entfernung  der  Sterne  erster  Gröfse  als  Einheit  an,  suchte 
also  die  W'inkelgcschwindigkeit  der  Sonne,  gesehen  von  einem 
Punctc  in  der  Entfernung  eins,  welcher  senkrecht  gegen  die 
Richtung  dieser  Bewegung  liegt.  Für  die  Entfernung  der 
übrigen  Sterne  machte  er  dann  eine  Hypothese,  welche  sich 
auf  die  Anzahl  der  Sterne  in  den  verschiedenen  Gröfsen- 
klosscn  gründet  und  w'onach  die  mittlere  Entfernung  der 
Sterne  zweiter  Gröfse  zu  1.71  angenommen  wurde  und  so 
fort  bis  zu  den  Sternen  7ter  Gröfse,  deren  mittlere  Entfer- 
nung gleich  11.34  angenommen  wurde.  Indem  nun  Struve 
zuerst  die  Bewegung  der  Sonne  aufser  Acht  liefs,  fand  er 
liir  die  Aenderung  der  Präcessionsconstante  aus  den  Recta- 
sccnsioncn  und  Declinationen  zwei  einander  widersprechende 
Werthe,  indem  der  eine  positiv,  der  andre  negativ  war.  Mit 
Rücksicht  auf  die  Bewegung  der  Sonne  gaben  aber  die  Rect- 
ascen.siunen  + 1".  Iß  und  die  Declinationen  -fü".  G6.  Da- 
raus bestimmte  Struve  mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  dieser 
beiden  Zahlen  den  Werth  der  C'onstaiitc  der  allgemeinen 
l’räcession  für  17ftO  zu  5()  '.  23449.  Ferner  fand  er  die  jähr- 
liche VV'inkcIgcschwindigkcit  der  Sonne,  gesehen  von  einem 
Punctc,  welcher  sich  in  der  mittleren  Entfernung  der  Sterne 
erster  Gröfse  befindet,  aus  den  Rectascensioucn  gleich  0"..321 
und  aus  den  ])ecIiualioncn  gleich  (•'.  357. 

Bei  dicst-r  Bestimmung  der  Präcessionsconstante  und  der 
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Sonncnbcwugiing  und  deren  anscheinender  Sicherheit  darf 
man  aber  nicht  aufscr  Acht  lassen , dafs  dieselbe  auf  einer 
Hypothese  beruht,  nämlich  auf  dem  vorausgesetzten  Verhält- 
nifse  der  mittleren  Entfernungen  der  Sterne  in  den  verschie- 
denen Cröfsenklassen.  Auch  ist  es  wohl  nicht  ganz  zu  billi- 
gen, dafs  zur  Ueetinimung  der  Constanten  eine  so  geringe 
Anzahl  von  Sternen,  die  überdies  meist  Doppelsteme  sind, 
gewählt  ist. 

Zweckmäfsiger  ist  es  vielleicht,  den  folgenden  Weg  cin- 
ziischlagen.  Ist  u und  ö die  beobachtete  Hectascension  und 
Declination  eines  Sterns  zur  Zeit  t,  sind  ferner  «'  und  6'  die 
beobachteten  Werthe  derselben  (iröfsen  zu  einer  andern  Zeit 
so  hat  man  die  Gleichungen: 

«'  = a + (f  — 0 «||,  + (t'  — t)  n„  Uiiiji:  »in  (/„  + (t'  — /)  ä tii„ 

+ (t'-O  t‘“'g  sin  « iln  + (f-/)  <1  . — »in  (<.<„  — .1,,) 

cos  0„ 

und: 


Ä'  = 6 + (f  — t)  fi„  00»  «„  + (f  — t)  OOS  «„  (tn„ 

— (l'  — t)  a [»in  /)„  cos  ö„  — cos  »in  ö„  cos(u„  — .-l„)] 

WO  »i,,,  , ,1,^  und  Du  die  ^V'erthc  von  u,  6,  in,  ii, 

.1  und  D fiir  die  Zeit  bezeichnen  und  n die  jährliche 

Sonnenbewegung  aus  der  Entfernung  des  Sterns  gesehen  ist. 
Setzt  man  nun: 

ijt  + (/'  — /)  Hi„  + — 0 n„  tan:?  Ö,,  sin  — (/  _ 

t'  — t ~ ‘ 

b -t-  (f  — <)  >»„  cosu„  — b'  _ 
t'  — t ~ 

co»  5,1  = y oo»  (J 
»in  5„  00»  (<x„  — A.)  = y 

SO  erhält  man  fiir  jeden  Stern  die  lledingungsgleiehungen: 

oo»  , 

O = II  + lim,,  + dn,,  tang  ö„  »in«,,  + ('■'«"■•o) 

0 r;  c + ilu„  co»  ut„  + ay  »in  (O' 
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oder  wenn  man  auch  nocli  die  Aeuderunf^en  der  Grölsen  ,1., 
und  Du  einfulirt,  indem  man  die  wahren  Werthe  derselben 
mit  + (lA  und  Du  4-  dD  bezeichnet:*) 

tos  Du 

0 = <1  + äiiiu  + Jriu  taiif;  o„  sm  u„  — ^ cos  (ot„  —.Io)  ii  ■ UA 

+ [cos  Du  - sin  Du  <ID]  ^“"-.1:1^  . n 

COS  Öq 

0 = I'  + (/ri^cosa,,  — y cos (_G  — D„) n d D + cosDu  sin<5„  siu(üt„— 

+ ay  sin  (6'  — 

Dies  sind  die  vollständigen  licdingungsgleichungen,  wel- 
che die  Vci^leichung  zweier,  zu  verschiedenen  Zeiten  beob- 
achteten Rectascensionen  und  Dcclinationen  desselben  Sterns 
giebt.  Hätte  man  nun  eine  grofse  Anzahl  von  Sternen,  de- 
ren Entfernung  von  der  Sonne  gleich  wäre,  so  würde  man 
aus  den  liectascensionen  durch  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  die  Gröfsen  dm,,,  driu,  ndA  und: 

n [cos  Du  — sin  dD] 

und  ebenso  aus  den  Declinationcn  die  Werthe  dn^,  adA, 
adD  und  a erhalten.  Man  würde  also  dadurch  die  Gröfsen 
a,  dA,  dD  und  die  Aenderungen  der  Präcessionsconstanten 
dniQ  und  diiu  finden  können  und  die  so  gefundenen  Werthe 
dieser  letzteren  Gröfsen  würden  von  dem  Einflüsse  der  schein- 
baren eignen  Bewegungen  der  Sterne  gänzlich  unabhängig 
sein.  Da  nun  aber  die  Entfernungen  der  Sterne  ganz  unbe- 
kannt sind,  so  kann  das  «,  welches  in  den  Gleichungen  fiir 
verschiedene  Sterne  verkommt,  nicht  mehr  al.s  dasselbe  ange- 
sehen werden,  sondern  ist  in  jeder  Gleichung  ein  anderes. 
Betrachtet  man  aber  dennoch  dies  a in  einer  sehr  gröfsen 
Anzahl  von  Gleichungen  als  gleich  und  löst  dieselben  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufi  so  wird  der  dadurch 
gefundene  Werth  von  o zwischen  dem  gröfsten  und  kleinsten 
der  verschiedenen,  in  den  einzelnen  Gleichungen  vorkommen- 


*)  a.dA  iii\ü  a.dD  können  als  Glieder  von  derselben  Ordnun" 
wie  <j  anKCsehen  worden. 


Digitized  by  Google 


425 


t * » 

ilcn  VVcrthe  von  a liegen.  Dann  werden  aber  die  getundc- 
nen  Aenderungen  von  >«„  und  n«  nicht  mehr  nnuhhilngig  sein 
von  dom  EinHus^e  der  scheinbaren  Bewegung,  sondern  nur 
von  einem  Theile,  welcher  indessen  desto  gröfser  sein  wird, 
je  mehr  sich  die  Verhältnisse  der  Entfernungen  der  versi4iio- 
denen  zusammengenommenen  Sterne  der  Einheit  nähern.*) 


*)  Uie  von  Struvo  gefuiulcneu  Wertho  sind  übriguns  uucli  nur  von 
einem  Tlieile  der  scheinbaren  Itewegung  unabhängig,  der  desto  grofser 
ist,  je  näher  die  Knlfernungen  der  Sterne  einer  Grölsenkhisse  einander 
gleich  und  je  mehr  sich  die  zwischen  den  Entl'ernungcii  der  einzelnen 
Gröfsenklasseu  angenommenen  Verhältnis.se  der  Wahrheit  nähern. 
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SECIISTEU  ABSCHNITT. 

Theorie  der  astronomisclien  Instrumente. 

Ein  jedes  Instruinent,  mit  welchem  imiii  die  vullstündigc 
Itcstimiming  der  Ijagc  eines  Gestirns  gegen  eine  Grundeheno 
machen  kann,  stellt  ein  auf  diese  Grundebene  bezogenes  recht- 
winkliges Coordinatensystem  dar.  Es  besteht  nämlich  ein 
solches  Insfniment  im  Wesentlichen  aus  zwei  Kreisen,  von 
denen  der  eine  die  Ebene  der  xij  des  Coordinatensystems 
vorsicllt,  während  ein  darauf  senkrechter,  das  Fernrohr  tra- 
gender Kreis  sich  um  eine  auf  der  ersteren  Ebene  senkrechte 
Axe  des  Instruments  drehen  läfst  und  also  tUle  gröfsteu 
Kreise,  welche  auf  der  Ebene  der  a’»/  senkrecht  stehen , vor- 
stellen kann.  Wäre  ein  solches  Instrument  vollkommen  rich- 
tig, so  würde  man  an  den  Kreisen  unmittelbar  die  sphärischen 
Coordinaten  desjenigen  Punctes,  nach  welchem  das  Fernrohr 
hingerichtet  ist,  ablesen  können.  Bei  jedem  Instrumente  mufs 
man  aber  Fehler  voraussetzen,  welche  theils  von  der  Aufstel- 
lung, theils  von  der  nicht  ganz  mathematisch  richtigen  Aus- 
führung desselben  herrühren  und  welche  bewirken,  dafs  die 
Kreise  des  Instruments  nicht  mit  den  Coordinatenebeneu, 
welche  sie  repräsentiren,  zusammenfallcn , sondern  einen  klei- 
nen Winkel  mit  denselben  bilden.  Es  ist  nun  die  Aufgabe, 
aus  den  an  diesen  Kreisen  beobachteten  Coordinaten  die  auf 
das  rechtwinklige  Axensy. stein  bezogenen  herzuleiten  und  zu- 
gleich die  Abweichungen  der  Kreise  des  Instniments  von  den 
wahren  Coordinatenebenen  zu  be.stimmen. 

Aufser  diesen  vollständigen  Instrumenten  giebt  es  nun 
noch  andre,  mit  welchen  man  theils  nur  eine  einzelne  ('oor- 
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<limUc,  theils  den  relativen  Ort  zweier  Sterne  gcf^en  einander 
IiculüU'liten  kann.  Für  die:<e  InHtrimiente  iiudi<  inan  ebennu 
die  Methuden  kennen  lernen,  durch  welche  man  aim  den  lui 
demselhcn  gemachten  Ahlesiingen  die  waliren  Werthe  der 
beobachteten  (iröfncn  erhalten  kann. 


I.  Einige  alle  Instrumente  allgemein  betreffende  Ge- 
genstände. 

I.  Gebrauch  des  Niveau’ s liei  lleoliachtungen. 
Daa  Niveau  dient  dazu,  die  Neigung  einer  Linie  gegen  den 
Horizont  zu  linden.  Ea  beatuht  aua  einer  geachloaacncn  Glas- 
röhre, welche  fast  ganz  mit  einer  Flüaaigkeit  angeiüllt  ist, 
eodafä  nur  ein  kleiner,  mit  Lu!l  angefiillter  Kaum  übrig  bleibt. 
Da  nun  der  obere  Theil  der  Kölire  in  einem  Kreisbogen 
ausgeachlifien  ist,  so  stellt  sicli  die  Luilblase  in  jeder  Lage 
<lcr  Libelle  so,  dafs  sie  den  höehten  Punct  dieses  Bogens  ein- 
nimint  Der  höeh.ste  Punct  fiir  die  horizuntide  Lage  der 
Libelle  wird  durch  den  Nullpunct  bezeichnet  und  zu  beiden 
Seiten  desselben  sind  Theilstrichc  angebracht,  welche  von 
ihm  aus  nach  jeder  Seite  hin  gezählt  werden.  Könnte  man 
mm  das  Niveau  direct  auf  eine  Linie  aufsetzen,  so  würde 
inan,  um  diese  Linie  horizontal  zu  stellen,  die  Neigung  der- 
selben gegen  den  Horizont  nur  so  lange  zu  ändern  haben, 
bis  die  Mitte  der  Blase  den  höchsten  Punct  cinniinmt,  also 
auf  dem  Nullpuncte  steht.  Da  dies  nun  aber  nicht  angcht, 
so  hat  das  Niveau  immer  zwei  Stützen,  mit  welchen  es  auf- 
gesetzt wird.  DiesQ  werden  aber  in  der  Kegel  nicht  gleich 
lang  sein.  Es  sei  nun  A li  Fig  1 2 das  Niveau , A C und 
HD  seien  die  beiden  Stützen,  deren  Länge  a mul  b sein 
mag,  und  man  denke  sich  das  Niveau  auf  eine  Linie,  welche 
gegen  den  Horizont  um  den  Winkel  </  geneigt  ist,  aufgesetzt 
uinl  zwar  so,  dal's  .It’  auf  der  niedrigeren,  BD  auf  der  hö- 
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liorcn  Seite  Ktelif.  Üuiin  wird  A in  der  Höhe  <«  + r und  H 
in  der  Höiie: 

ft  + c + L taug  « 

stellen,  wenn  fj  die  Länge  des  Xiveau's  ist.  Freilich  ist  die.“ 
nicht  ganz  richtig,  weil  die  Stützen  Aß  und  ('/f  nicht  senk- 
recht auf'  «1er  hurizunialen  Linie  stehen:  da  hier  aber  iiiimer 
nur  kleine  Neigungen  von  wenigen  Nlimiten,  ge\v«')hnlieh  von 
wenigen  Secunden  angenoinnien  werden,  so  genügt  diese  Nä- 
herung vollkoinincn.  Nennt  man  nun  a den  Winkel,  welchen 
die  Linie  Aß  mit  dem  Horizonte  macht,  so  wird: 


lang  X 


b — u + L taug  « 

T. 


oder : 


X 


OL  + 


b—a 

~17 


Kehrt  man  nun  das  Niveau  um,  sodafs  ß aut'  der  nie- 
drigeren Seite  steht,  nennt  ./•'  den  VV'inkel,  welchen  .1  ß jetzt 
mit  dem  Horizonte  macht,  so  wird: 


Man  nehme  nun  noch  an,  dals  der  Nullpunct  t'ehlerlialt 
aut'  dem  Niveau  angegeben  sei  und  dals  er  um  A.  näher  an 
J{  als  an  A stehe;  dann  wird  man,  wenn  man  das  Niveau 
unmittelbar  auf  eine  horizontale  Linie  aufsetzt,  bei  A ablescn 
/ -k  A,  wenn  2 l die  Länge  der  HIase  ist,  dagegen  f— A bei  ß. 
Denkt  man  sich  dagegen  das  Niveau  auf  die  Linie  Aß  auf- 
gesetzt, deren  Neigung  gegen  den  Horizont  a-  ist,  so  wird 
man  auf  der  Seite  von  A ablescn: 

A = / + A — rx 

wo  r der  Halbmesser  des  Kreisbogens  Aß  ist,  nach  welchem 
das  Niveau  ausgcschliffcn  ist,  dagegen  auf  dem  höheren 
Ende  B\ 

il  - 1-/.  + rr 
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Kehrt  man  aber  das  Niveau  mit  seinen  Stützen  um,  so- 
dafs  //  auf  dem  niedrigeren  Ende  zu  stehen  kommt,  so  wird 
man  jetzt  ablcscn: 

Ä — l + ?.  + rx 
li  — l — k — Tx' 

Substituirt  man  nun  fiir  x und  x'  die  vorher  gefundenen 
VV'ertlie,  so  erhält  man  für  die  vier  verschiedenen  Ablesun- 
gen, wenn  man  die  Ungleichheit  der  Stützen  in  Theilen  des 
Niveau’s  « nennt; 

A = l — TU  + k — rn 

/?  = / + ra  — + rti 

A’  = / + r«  + A — r« 

/f  = / — TU  — k + TU 


Man  ersieht  hieraus,  dals  man  die  zwei  Gröfsen  k und 
ru  nicht  von  einander  trennen  kann,  dafs  es  also  für  die  Ab- 
lesung ganz  einerlei  ist,  ob  der  Nullpunct  nicht  in  der  Mitte 
ist  oder  ob  die  Stützen  ungleich  lang  sind,  Dagegen  wird 
man  durch  die  Combination  dieser  Gleichungen  k — ru  und 
u finden  können. 

Ist  das  Ende  Z?  der  Illase  auf  einer  bestimmten  Seite 
der  Axe  eines  Instruments,  z.  15.  auf  derjenigen,  auf  welcher 
sieh  der  Kreis  liefindet  und  die  man  das  Kreisende  nennt, 
so  wird  man  nach  der  Umkehrung  des  Niveaus  ,1'  anf  dieser 
Seite  ablcscn.  Nun  ist: 


/J-/1 

2 


— k + TU  + TU 


A'-ir 

2 


= k - 


TU  + r« 


also: 


a 


B-A 

2 


+ 


A'-lf 

■2 


) 


r 


20G2*i0 


wenn  man  die  Neigung  gleich  in  Bogensccunden  haben  will. 
Die  Gröfsc  — ist  dann  die  Länge  eines  Nivcautheils  in 
Bogensccunden. 
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Will  man  also  die  Neigung  einer  Axe  eines  Instruments 
durch  das  Niveau  liestiinmen,  so  setzt  man  dasselbe  in  zwei 
verschiedenen  I^tigen  auf  die  Axe  und  liest  beide  Enden  der 
Blase  in  jeder  Lage  ab.  Dann  zieht  man  von  der  Ablesung 
auf  der  Seite  des  Kreisendes  die  au  der  andern  Seite  ge- 
machte Ablesung  ab  und  dividirt  das  arithmetische  Mittel  der 
in  beiden  Lagen  gefundenen  Werthe  mit  2,  dann  ist  dies  die 
Erhöhung  des  Kreisendes  der  Axe  in  Theilen  des  Niveau’s 
ausgedriiekt.  Multiplicirt  man  endlich  diese  Zahl  mit  dem 
Werthe  eines  N’iveauthciles  in  Bogensecunden,  so  erhält  m.an 
die  Erhöhung  des  Kreisendes  in  Bogensecunden. 

Wenn  man  annehmen  könnte,  dafs  sich  die  Länge  der 
Blase  während  der  Beobachtung  nicht  ändert,  so  würde 
man  auch: 


oder : 

_ . 

— i 

r 

haben  d.  h.  die  Neigung  würde  gleich  der  Hälfte  der  Bewe- 
gung des  Niveaus  an  einem  bestimmten  Ende  sein.  Wäre 
endlich  das  Niveau  vollkommen  richtig,  also  >.—ru=0,  so 
würde  man  gar  nicht  nöthig  haben,  das  Niveau  umziikehron. 
sondern  würde  aus  dem  Itlofsen  Stande  von  li  gegen  .1  die 
Neigung  finden,  indem  man  den  halben  Unterschied  der  bei- 
den Ablesungen  nähme. 

l^m  den  Werth  eines  Niveautheils  zu  finden,  befe.stigt 
man  das  Niveau  an  einem  Ilöhcnkreisc  und  bewegt  diesen, 
nachdem  man  den  Stand  der  Blase  abgclcsen  hat,  um  seine 
Axe.  Geht  dann  die  Bl.asc  durch  « Theilstriche,  während 
der  Kreis  durch  ji  Sccunden  rotirt,  so  ist  der  Werth  eines 

Niveautheils  gleich  ^ Secunden.  Zugleich  überzeugt  man  sich 

auf  diese  W eise  von  der  Gleichheit  der  einzelnen  Thcile  des 
Niveaus,  indem  die  Blase,  wenn  man  den  Kreis  immer  um 
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eine  gleiche  Anzahl  von  Secnnrlen  dreht,  auch  immer  um  eine 
gleiche  Anzahl  von  Theilcn  fortrücken  inul's. 

Zur  liestimmung  de.s  Scalenwerthes  kann  man  eich  auch 
der  Kufsschrauben  eines  Theodolithen  bedienen,  wenn  diesel- 
ben einen  cingetheilten  Kopf  haben,  an  welchen  man  die 
Theile  (gewöhnlich  Hunderttheile)  einer  Schraubenumdrehung 
ablesen  kann.  Ein  jeder  Theodolith  ruht  nämlich  auf  drei 
Kufsschrauben,  welche  nahe  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden. 
Wenn  man  nun  das  Niveau  auf  die  horizontale  Axe  eines 
solchen  Instruments  aufsetzt  und  diese  so  stellt,  dafs  die  Rich- 
tung derselben  durch  die  mit  dem  eingetheilten  Kopfe  ver- 
sehene Schraube  a geht  also  auf  der  V'crbindungslinie  ((cder 
beiden  andern  Schrauben  senkrecht  sicht,  so  kann  man  aus 
einer  Aendening  der  Schraube  a und  der  daraus  entstehen- 
den Bewegung  des  Niveau ’s  die  Länge  eines  Scalcnthcilcs 
bestimmen,  wenn  man  die  Höhe  eines  Schraubenuingangs  /; 
und  die  Länge  der  Entfernung  der  Schraube  « von  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  andern  Schrauben  kennt.  Ist  näm- 
lich « der  Thcil  eines  Schraubenumgangs,  um  welchen  die 

Schraube  a gedreht  ist,  so  ist  die  Tangente  des  Win- 
kels, um  welchen  man  die  Neigung  des  Niveau  geändert  hat. 
Durch  die  Vergleichung  dieses  Winkels  mit  der  Anzahl  von 
Theilcn,  welche  die  Blase  des  Niveau’s  vermöge  der  Drehung 
der  Schraube  durchlaufen  hat,  erhält  man  dann  den  Werth 
eines  Niveautheils. 

Der  vorher  betrachtete  KiUI,  dafs  man  durch  das  Niveau 
die  Neigung  einer  Linie  bestimmen  will,  auf  welche  man  das 
Niveau  aufsetzen  kann,  kommt  bei  den  Instrumenten  nie  vor, 
sondern  man  sucht  gewöhnlich  die  Neigung  einer  Axe,  wel- 
che nur  durch  ein  Piuu-  C'ylindcr  an  den  Enden  angegeben 
ist,  auf  die  mau  das  Niveau  aufsetzen  mufs.  VV'iewohl  nun 
die  A.xc  der  C'ylindcr  mit  der  mathematischen  Axe  des  In- 
struments zusammenfällt,  so  werden  die  Cylinder  doch  in  der 
Regel  von  verschiedenem  Durchmesser  sein  untl  es  wird  daher 
ein  auf  dieselben  gestelltes  Nive.au  nicht  die  Neigung  der 
wahren  Axe  des  Instruments  angeben.  Gewöhnlich  liegen 
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diese  Cylindcr  in  Lagern,  welche  durch  zwei  Ebenen  gebil- 
det werden,  die  um  den  Winkel  2 i gegen  einander  geneigt 
sein  mögen.  Der  Winkel  zwischen  den  Haken  des  Niveau's, 
womit  dasselbe  auf’  die  Axe  aufgesetzt  wird,  sei  2i,  der 
Uadius  des  Zapfens  an  dem  einen  Ende  (wofür  hier  wieder 
das  Kreisende  genommen  wird)  sei  r„,  so  wird  bc  (Fig.  13) 
oder  die  Erhöhung  des  Mittelpuncts  des  Zapfens  über  dem 
Zapfenlager  gleich  cosec  i,  ebenso  wird ; 


ac  = r„  posec  I 


also: 


ab  = r„  [cosec  i + cosec  ij 
und  an  dem  andern  Ende  der  Axe  wird: 
a'  b'  = [cosec  i + cosec  iJ 


wenn  r,  der  Radius  des  auf  dieser  Seite  befindlichen  Za|)fcus 
ist.  Alaoht  nun  die  Linie  dureli  die  beiden  Puncte,  in  wel- 
chem die  Zapfenlager  zusainmenstofsen , mit  dem  Horizonte 
den  Winkel  x,  so  wird  man,  wenn  die  Durchmesser  der 
Zapfen  einander  gleich  sind,  durch  das  Niveau  auch  die  Nei- 
gung ,r  finden.  Sind  aber  die  Zapfen  ungleich,  so  wird  man 
fiir  die  Erhöhung  b des  Kreisendes  finden,  wenn  auch  ,r  die 
Erhöhung  des  Zapfenlagers  desselben  Endes  bezeichnet: 


b 


[cosec  i'  + cosec  i] 


wo  Ij  die  Länge  der  Axe  ist.  Kehrt  man  dagegen  das  In- 
strument in  seinen  Zapfenlagern  um,  sodafs  jetzt  das  Kreis- 
ende in  dem  tieferen  Zapfenlager  zu  liegen  kommt,  so  >vird 
die  Erhöhung  des  Kreisendes: 


h'  ■=  — X + ° ' [coscc  i'  + cosec  i] 

Z/ 

sein.  Aus  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

b' + b r J 1 

= -- — - cosec  I + cosec  i 

2 2 ‘ 

eine  Gröfsc,  welche  solange  constant  bleibt,  als  sich  die  Dicke 
der  Zapfen  nicht  ändert. 
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Da  man  nun  durch  die  Nivellining  die  Neigung  der  ma- 
thematischen Axe  der  beiden  Cy linder  finden  will,  so  mufs 
man  von  jedem  h abziehen  die  Gröfse: 


L 


oosee  i' 


oder,  wenn  man 


L 


climinirt,  die  Gröfsu 


I (A  + />')  cosec  i 
- - ^ 
ooneo  I + coser  i 


oder: 


i (6  + b')  sin  1 
sin  i + sin  i' 


Ist  die  Correction,  wie  dies  in  der  Regel  der  Fall  ist, 
klein , so  kann  man  t = i setzen  und  hat  dann  also  an  jede 
Nivellirung  die  Gröfse  — -j  {ö+l/)  anzubringen,  wo  /<  und  1/ 
die  in  zwei  verscliiedenen  Lagen  der  Axe  gefundenen  Nivel- 
lirungen  bezeichnen. 

Beispiel.  An  dem  auf  der  Berliner  Sternwarte  im  er- 
sten Verticale  aufgestellten  Passageninstrumente  wurden  1846 
Aug.  22  folgende  Nivcllirungcn  gemacht. 

Kreis  Süd. 

Kreis  Ende  Kreis  Ende 

^ /17.0  9.2\  / 6.9  19. 5\ 

Objecüv  Ost  I ) Objectiv  West  ( ) 

•'  \ 8.2  18.0/  •'  \16.l  10.3/ 


li-A 

ji-ii 

2 


+ 3''.90  — C'’.30 

X — ru  ■=:  — s'’.  80  X — r« 

— 4 .90  + -90 

- 1 .70 

- OP. 50 


- 9P.  20 


Also  ist  im  Mittel  bei  Kreis  Süd: 


oder  da: 


b = ~ I r.  10 


1 P 


- 2".  06 
28 
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Nun  wurde  iiingclegt  und  wieder  nivellirt: 


Kreis 

N ord. 

Kreis  Kiule 

Kreis  Ende 

/11.2  15.!t\ 

Objeotiv  Ost  ( ) 

■’  \20.3  6.8/ 

,,, . . ...  /21.0 
Olyectiv  u est  ( ^ ^ 

Daraus  findet  man: 

- 2P.35 

- 9f.  10 

+ 6 .75 

+ 77>.  45 

— 8/'.  60 

- 1 .15 

+ 2 .20 

+ 3.15 

also  im  Mittel : 

i'  = + -2/'.  675  = + 5".02 

Man  erhält  mithin  die  Ungleichheit  der  Zapfen: 
i (i'  + i)  = 0".74 

und  es  war  also  mit  Rücksicht  auf  dieselbe  die  Neigung  der 
Axe  bei  Kreis  Süd  gleich  — 2".  80  und  bei  Kreis  Nord 
gleich  + 4".  28. 

Die  vorher  gegebene  Methode  der  Bestimmung  der  Nei- 
gung der  Axe  durch  ein  Niveau  sctxt  voraus,  dafs  das 
Niveau  in  einer  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  liegt.  Um 
dies  zu  erreichen,  berichtige  inan  zuerst  die  Neigung  der 
Axe  durch  die  an  dem  Instrumente  befindlichen  Stellschrau- 
ben, bis  man  dieselben  durch  das  Niveau  nach  der  gegebe- 
nen Methode  gleich  Null  findet.  Darauf  ändere  man  d:is 
Niveau  selbst  durch  die  an  demsclhen  angebrachten  Correc- 
tionsschrauben,  mittelst  welcher  man  das  eine  Ende  desselben 
erhöhen  oder  erniedrigen  kann,  so  lange,  bis  die  Endpuncte 
der  Blase  nach  der  Umkehrung  des  Niveau’s  denselben  Ort 
cinnchmen.  Dann  ist  das  Niveau  in  einer  Ebene,  welche 
der  Umdrehungsaxe  des  Instruments  parallel,  also  in  diesem 
Falle  horizontal  oder  wenigstens  nahe  horizontal  ist.  Bewegt 
man  dann  das  Niveau  ein  wenig  um  die  Axe  des  Instruments 
und  geht  dabei  die  Blase  nicht  aus  ihrer  Stellung,  so  ist  dasselbe 
parallel  der  Axe.  Geht  indessen  die  Blase,  wenn  man  das  Niveau 
dem  vor  ihm  stehenden  Beobachter  nähert  z.  B.  nach  der 
linken  Seite , so  ist  die  linke  Seite  desselben  zu  weit 
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vom  Beobachter  entfernt.  Man  iiiufs  dann'  diesen  Fehler 
durch  die  mit  den  ersteren  Correctionsschrauben  unter  rech- 
ten Winkeln  stehenden  Seitenschranben  coriigircn. 

i.  Der  Nonius  oder  Vernier.  Der  Nonius  oder 
Vernier  dient  dazu,  an  der  auf  den  Kreisen  der  astronomi- 
schen Instrumente  befindlichen  Theilung  in  Grade  und  deren 
Unterabtheilungen  noch  kleinere  Theile  ab/.ulesen  und  besteht 
aus  einem  mit  der  Theilung  auf  dem  Kreise  concentrisch  sich 
bewegenden  Gradbogen,  welcher  in  andre  Unterabtheilungen 
getheilt  ist  als  ein  gleicher  Gradbogen  auf  dem  Kreise.  Das 
Verhältnifs  der  Theilung  auf  dem  Nonius  zu  der  auf  dem 
Kreise  bestimmt  die  Gröfse  der  vermittelst  des  Nonius  noch 
abzulesenden  Unterabtheilungen  der  Kreistheilung. 

Hat  man  irgend  einen  in  gleiche  Theile  getheilten  Maafs- 
stab  (für  Kreisbögen  bleibt  die  folgende  Betrachtung  die- 
selbe), von  denen  jeder  Theil  gleich  a ist,  so  läfst  sich  der 
Ort  eines  jeden  Thcilstriches  auf  dem  Maafsstabe  als  ein  Viel- 
faches von  a ausdrücken.  Es  sei  ferner  y der  Nullpunct  des 
Nonius,  durch  welchen  man  an  den  astronomischen  Instrumen- 
ten die  Richtung  der  Älhidadc  oder  des  damit  verbundenen 
Fernrohrs  angiebt.  Trifft  dieser  Nullpunct  mit  einem  Striche 
der  Theilung  genau  zusammen,  so  erhält  man  unmittelbar 
durch  Ablesen  an  dem  Kreise  den  Ort  desselben.  Liegt  aber 
der  Nullpunct  des  Nonius  zwischen  zwei  Theilstrichen  auf 
dem  Kreise,  so  mufs  nothwendig  wegen  der  verschiedenen 
Entfernungen  der  einzelnen  Thcilstriehc  auf  dem  Nonius  und 
dem  Kreise  irgend  einer  der  übrigen  Striche  des  Nonius  mit 
einem  Striche  des  Kreises  coincidiren  oder  wenigstens  von 
einem  solchen  Theilstrichc  um  weniger  entfernt  sein,  als  der 
Unterschied  der  Entfernungen  der  Striche  auf  dem  Nonius 
und  der  Theilung  oder  als  die  Gröfse  beträgt,  welche  man 
überhaupt  durch  den  Nonius  ablescn  kann.  Es  stehe  dieser 
coincidirende  Strich  p Striche  von  dem  NiJlpuncte  des  Nonius 
ab,  BO  ist  die  Abscisse  desselben,  wenn  die  Gröfse  eines  Theil 
Strichs  des  Nonius  a'  ist: 

y + pa 

Ist  dann  q a die  Abscisse  desjenigen  Theilstrichs  des 

28* 
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Kreises,  wi'lclicr  dem  Niillpiinctc  des  Nonius  zunächst  vor- 
liergeht,  so  ist  die  Al)scis8c  des  eoincidirenden  Puneles  des 
Kreises: 


qa  + fin 

Es  ist  also  : 

f/  + />«'  = i/n  + pn 

also  der  {'esuelite  Ort  des  N'ullpunels  des  Nonius: 

y — qt!  + p (n  — o’) 


Ist  dann: 


jiin  = (»»  + 1 ) a' 

d.  h.  sind  m Thoilc  des  Kreises  auf  dem  Nonius  in  m + l 
Thcile  gethcilt,  so  ist: 


also: 


fl 


III 

~ II 

III  4*  1 


'/ 


V" 


+ 


P" 

m + 1 


Der  Ort  des  Nullpiinets  auf  dem  Nonius  ist  also  gleich 
der  Anzahl  der  ganzen  Haiiptalitheilungcn  auf  dom  Kreise, 
welche  dem  Nullpuncte  vorhergehen,  plus  p Theilen,  von  de- 
nen jeder  der  m + Iste  Thcil  der  Ilaiiptabtheilung  ist  und 
wo  man  die  Zahl  j>  findet,  wenn  man  auf  dem  Nonius  vom 
Nullpuncte  ab  die  Anzahl  der  Striche  bis  zur  Coinci- 
denz  zählt.  Um  nun  diese  Zählung  zu  erleichtern  und 

zugleich  die  Multiplication  mit  — iinnüthig  zu  machen, 
sind  die  Zahlen  p — schon  bei  den  Strichen  des  Nonius 

' TO  + 1 

angegeben. 

Man  sieht  übrigens,  dafs  wenn  man  die  Zahl  m nur  grofs 
genug  wählt,  man  so  kleine  Theilc  der  Theilung  vermittelst 
des  Nonius  ablcscn  kann,  als  man  nur  verlangt.  Will  man 
z.  B.  mit  einem  Instrumente,  welches  auf  dem  Kreise  unmit- 
!(/  tclbar  angiobt,  noch  !()"  ablcscn,  so  hat  man  einen  Bogen 
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des  Nonius,  welcher  gleich  590'  ist,  in  60  'riieile  zu  theilen, 
indem  dann  — — = 10"  ist.  Um  nun  die  Ablesung  zu  er- 

in  + 1 

leichtern,  müfste  neben  dem  ersten  Striche  auf  dem  Nonius 
lü"  stehen,  neben  dem  zweiten  20"  etc.;  statt  dessen  werden 
aber  nur  die  Minuten  angegeben,  sodafs  bei  dem  sechsten 
Striche  die  /ald  1,  neben  den  zwölften  die  Zald  2 steht. 
Allgemein  ergiebt  sich  die  Zahl  m aus  der  Gleichung: 

, o , a 

II  — II  = oder  m = j — 1 

m + l II— a 

wenn  man  fiir  <i—a  die  Grüfsc  setzt,  welche  man  mittelst 
des  Nonins  noch  ablesen  will  und  fiir  « den  W'crth  des  Ab- 
standes zweier  Thcilstriche  des  Kreises,  beide  natürlich  in 
derselben  Einheit  ausgedrückt. 

llishcr  ist  angenommen  worden,  dafs: 

Ml  (I  = (m  + 1 ) II 

dafs  also  die  Zwischenräume  zwischen  den  'rheilstriehen  auf 
dem  Nonius  kleiner  sind,  als  die  auf  dem  Kreise.  Man  kann 
indessen  den  Nonius  auch  so  cinrichten,  dafs  die  'riieilstriche 
auf  demselben  weiter  von  einander  abstehen,  ids  aid'  dem 
Kreise,  indem  man : 

(»I  + I)  II  = Ml ll' 

nimmt.  In  diesem  Falle  wird: 

« o 

n — (t  = — 
m 

und: 

ly  = <i<‘—P 

Dann  ist  also  alles  dasselbe  wie  vorher  nur  mit  dem  Un- 
terschiede, dafs  man  jetzt  die  Coincidenz  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  zu  zählen  hat. 

Bei  Instrumenten,  mit  welchen  man  sehr  genaue  Beobach- 
tungen anstellcn  will  z.  B.  bei  den  Meridiankreisen,  bedient 
man  sich  zum  Messen  der  Unterabtheilungen  der  Kreisthei- 
lung  der  Schraubonmicroscope,  welche  über  der  Theilung  des 
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Kreises  so  befestigt  sind,  dafs  sie  sich  nicht  mit  derselben 
bewegen.  Die  Ablesung  geschieht  dann  durch  einen  im 
Microscope  zu  beobachtenden  beweglichen  Faden,  den  man 
auf  den  nächsten  Theilstrich  des  Kreises  einstellt  und  dessen 
Verschiebung  man  an  dem  gctheilten  Kopfe  der  bewegenden 
Schraube  ablicst.  Der  Nullpunct  dieses  gctheilten  Schrau- 
benkopfes entspricht  also  dem  Nullpuncte  beim  Nonius,  da 
man  eigentlich  immer  den  Abstand  des  beweglichen  Fadens 
in  der  Stellung,  wenn  derselbe  auf  den  Nullpunct  cingesteUt 
ist,  vom  nächsten  Theilstriche  mifst.  Der  Werth  einer  Schrau- 
benumdrehung ist  vorher  in  Sccunden  bestimmt  imd  da  man 
die  Anzahl  der  ganzen  Umdrehungen  und  deren  Theile  ab- 
Icscn  kann,  so  erhält  man  den  Abstand  des  Nullpuncts 
vom  Theilstriche  in  Sccunden.  Durch  eine  eigne  Vorrich- 
tung kann  man  es  immer  dahin  bringen,  dafs  eine  ganze 
Anzahl  von  Umdrehungen  der  Schraube  genau  gleich  der 
Entfernung  zweier  zunächst  liegender  Theilstriche  auf  dem 
Kreise  wird.  Man  kann  nämlich  zu  dem  Ende  diese  Micro- 
scope verlängern  oder  verkürzen  und  dadurch  bewirken,  dafs 
das  Bild  der  Entfernung  zweier  Theilstriche  gleich  ist  dem 
Stücke,  um  welches  man  den  beweglichen  Faden  durch  eine 
ganze  Anzahl  von  Schraubenrevolutionen  bewegt.  Ist  die 
ganze  Anzahl  von  Sclu'aubenrcvolutionen  gröfser  als  das  Bild 
der  Entfeniung  zweier  Theilstriche,  so  mufs  man  das  Objectiv 
des  Microscopes  dem  Oculare  näher  bringen  und  dann,  da- 
mit die  Deutlichkeit  des  Sehens  nicht  gestört  wird,  das  ganze 
Microscop  wieder  dem  Kreise  gehörig  nähern. 

3.  Exccntricitätsfehlcr  bei  gctheilten  Kreisen. 
Ein  nicht  zu  vermeidender  Fehler  bei  allen  astronomischen 
Instrumenten  ist  der,  dafs  der  Mittelpunct  der  Drehung  der 
Alhidadc  verschieden  ist  von  dem  Mittclpuncte  des  Kreises 
oder  der  Theilung.  Es  sei  C Fig.  14  der  Mittelpunct  der 
Theilung,  Cf  der  der  Alhidade  und  es  sei  die  Richtung  Cf  A' 
oder  der  Winkel  OCA'  gemessen  gleich  A!—0,  wenn  man 
die  Winkel  von  O zu  zählen  anrängt.  Dann  hätte  man,  wenn 
keine  Excentricität  vorhanden  gewesen  wäre,  den  Win- 
kel .(1(.’0  = Af  C O abgelesen.  Nennt  man  nun  r den  Radius 
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des  Krciees  CO  und  A—0  den  Winkel  ACO  = A'CO,  so 
hat  man: 

A!  P = r sin  {Ä—U)  und  Cf  P = r cos  — O)  — e 
= A'  C sin  {A—O)  = .iCf  cos  (A  — O) 

wo  e die  Excentricität  bezeichnet. 

Multiplicirt  inan  die  crstere  Gleichung  mit  cos  (A'—O), 
die  zweite  mit  sin  {A'—  O)  und  zieht  die  zweite  von  der  er- 
steren  ab,  so  erhält  man: 

A'  cf  sin  (A  — A')  = e sin  (.  f — O) 

Multiplicirt  man  dagegen  die  erstcre  Gleichung  mit 
sin  (A'—O),  die  zweite  mit  cos  (A'—O)  und  addirt  dieselben, 
so  erhält  man: 

A'Cf  cos  (A—A')  = r — e cos  (A'  — O) 

mithin  ist: 


— sin  (A'  — O) 

lang  (A  — A')  = — 

I — — cos(.'l’— O) 
r 

oder  nach  Formel  (12)  in  Nr.  11  der  Einleitung: 
e e’ 

A-A'  = - sin(/l'— 61)  + ä , .sin  2 (A'—O) 

. e’  . 

+ s p »*'>  3 (^  -O)  + ... 

Da  nun  — immer  eine  sehr  kleine  Gröl'se  ist,  so  kann 

r 

inan  sich  mit  dem  ersten  Glicde  der  Reihe  begnügen  und  cs 
ist  dann,  wenn  man  A—A'  in  Öccunden  haben  will: 

A-A'  = - sin  (A'-O)  206265 
r 

woraus  man  sicht,  dafs  der  Fehler  .1— .4'  in  Secunden  we- 
gen des  grofsen  Factors  immer  beträchtlich  werden  kann, 
wenn  e auch  nur  ein  sehr  kleiner  Thcil  von  r ist. 

Um  nun  nicht  die  Kenntnifs  der  Grüfsc  der  Excentrici- 
tät nöthig  zu  haben  und  um  nicht  bei  jedem  gemessenen 
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Winkel  diese  Correction  wegen  der  Excentricität  anbringen 
zu  müssen,  hat  man  bei  jedem  Instrumente  melurere  Nonien, 
welche  so  angebracht  sind,  dafs  der  Fehler  der  Excentricität 
sich  in  dem  Mittel  aus  den  Ablesungen  an  den  verschiedenen 
Nonien  auf  hebt.  Besteht  nämlich  die  Alhidade  aus  zwei  ge- 
gen einander  festen,  zunächst  einen  beliebigen  Winkel  mit 
einander  bildenden  Armen,  so  hat  man  fiir  den  andern  Arm, 
an  welchem  man  die  Ablesung  ff  gemacht  hat,  einen  analo- 
gen Corrcctionsausdruck,  sodafs: 


A = .f  + ^ 8in  {A-O) 


und: 


IS  = A + - »in  (Vf-O) 
r 


also: 

\ (A+Ji)  = i (.A'  + Jl^)  + ~ sin  [i  (/)'  + //)  - 0\  cos  \ [A -H] 

Daraus  folgt,  dafs  Je  geringer  der  Unterschied  zwi- 
schen \ (A-b/y)  und  J (Ä  Aff)  werden  soll,  desto  näher  der 
Winkel  A'+if  zwischen  den  Armen  der  Alhidade  gleich  180“ 
werden  mufs.  Ist  A'—ff  genau  gleich  180“,  so  ist  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Ablesungen  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  aus  den  wirklich  visirten  Richtungen.  Man  bringt  da- 
her immer  an  den  Instrumenten  einen  vollen  Alhidodenkrcis 
mit  zwei  einander  genau  gegenüberliegenden  Nonien  an  und 
vermeidet  dann  durch  Ablesung  an  l>eidcn  den  Excentrici- 
tätsfehlcr  vollständig. 

Um  nun  den  wirklichen  Betrag  der  Excentricität  zu  fin- 
den, braucht  man  nur  die  Ausdrücke  fiir  A und  B von  ein- 
ander zu  subtrahiren.  Dann  erhält  man: 

n-A  = I/-A  + 2 ~ CO»  (A  + I/)  - O]  sin  * (li'-A) 


oder,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Alhidadcn  einen  Winkel 


Digilized  by  CoogU 


441 


mit  einander  bilden,  der  um  den  kleinen  Winkel  a von  18(V’ 
verschieden  ist,  sodaTs: 

U-A  = 180  + ce 

Ti  — A'  — 180 -fu  + 2 —sm{A'—0) 

T 

= 1 80  + a + 2 — cog  O sin  yl'  — 2 — gin  O cog  Ä 
r r 

Setzt  man  nun: 


li —Al  — 180  = [A']  , 2 — cos  O = z und  2 — gin  O = y 
r r 

so  wird: 

\A']  = u + z sin  — y cos  A' 

und  die  drei  unbekannten  Gröfsen  m , z und  y werden  nun 
durch  drei  Ablesungen  beider  Nonien  gefunden  werden  kön- 
nen. Liest  man  nämlich  nach  einander  bei: 

.-1'  = 0,  90",  180"  und  270" 

ab,  so  ist: 

[oj  = « — 2 — sin  O 

[90]  — u + 'i  — cog  O 

[180]  = « + 2 — sin  0 

r 

[270]  = u — 2 — cos  O 
r 


Daraus  folgt: 

[180]  - [O]  = ^ sin  O 

[90]  - I270]  = — cos  O 
r 

aus  welchen  Gleichungen  man  — und  den  Winkel  (>  der 

Gröfse  und  dem  (Quadranten  nach  findet.  Den  Winkel  « er- 
hält man  dann  durch  die  vier  crstcrcn  Gleichungen.  Da 
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indessen  der  eleganteren  Form  wegen  eine  Gleichung  mehr 
mitgenommen  ist  als  Unbekannte  sind,  so  kann  man  nicht  aus 
allen  Gleichungen  denselben  Werth  erhalten. 

An  dem  Meridiankreise  der  Berliner  Sternwarte  wurde, 
während  das  eine  Microscop  auf  0®,  90®,  180®  und  270®  ge- 
nau eingestellt  wurde,  an  dem  gegenüberliegenden  Micro- 
scope  im  Mittel  aus  zwei  Beobachtungen  abgelcscn: 

180®  O'  0".30  , 270®  O'  3".10  , 0°  O'  l".50  und  90®  O'  O".  70 

Iller  ist  also: 


loj  = + o".  30  , |90|  = + 3".  10  , [180]  = + l".  50 


und : 

und  man  erhält; 


|270]  = + O".  70 


u im  Mittel: 


O = 26®  33'.9 


« II 

— = 0 .67 


= + l".40 


Zu  jeder  gemachten  Ablesung  A'  an  einem  Nonius  mUfste 
man  also  immer  die  Correction  hinzufiigen: 

+ 0".67  sin  (/l'-26®  33'.  9) 

4.  Genauer  erhält  man  die  Exccntricität  des  Kreises, 
wenn  man  sich  die  Peripherie  nicht  blos  in  vier,  sondern  in 
eine  grofse  Anzahl  von  gleichen  Intervallen  thcilt  und  in  al- 
len diesen  Puncten  die  beiden  Nonien  abliest.  Um  diese 
Methode  anwenden  zu  können,  bedarf  man  aber  einiger,  die 
periodischen  Functionen  betreffenden  Sätze,  nämlich  der 
folgenden: 

r = «— I 

• X?  • kn 

> sm  r . = 0 

n 

» _TÜ 
r=zn — 1 

’’  • — ~ = im  Allgemeinen 

r=  0 
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dagegen  = n,  wenn  /ir  ein  Vielfaches  von  n,  deren  Beweis  zu- 
vörderst gegeben  werden  soll. 

Der  letzte  Fall  ist  an  und  für  sich  klar,  da,  wenn  i ein 
Vielfaches  von  n ist,  die  Reihe  aus  « Gliedern  besteht,  deren 
jedes  eins  ist.  Es  sind  also  nur  noch  die  beiden  ersten  Sätze 
zu  beweisen. 

Setzt  man  nun: 

'■i  t Tt  'Ihn 

r COS  r . + 1 Sill  r — 1 ’’ 

n n 


wo  i = V — 1 ist»  80  wird: 

r = it — 1 r = n — 1 

X}  2 k Tt  X’  . k iz  X?  2’"  — 1 

2cosr.-—  + . 


wenn  man  die  geometrische  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  suminirt.  Da  nun: 


T"  = cos  2 kx  + i sin  2 kx  = 1 


ist,  so  wird: 


r — n — 1 r = « — 1 

2'i  kx  X?  • ‘2  k X 

CO»  r . + I ^7  Sill  r 

r=0  r=0 


Trennt  man  nun  das  Reelle  von  dem  Imaginären,  so  sieht 
iiiiiii,  dafs: 


2 2 k X 

sinr. 


ist  und  zwar  ohne  alle  Ausnahme,  weil  rechts  nichts  Imagi- 
näres vorkommt.  Ferner  wird  auch: 


r = «—1 
2 COS  r 
r =0 


2t« 

n 


im  Allgemeinen  gleich  Null  und  nur  dann  von  Null  verschieden 
sein,  w'cnn  7'=  1 ist.  Dies  geschieht,  wenn: 


2t«  2t« 

cos  + 1 sin  = l 

n n 
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iilso  k ein  Vielfaches  von  n ist.  In  diesem  Falle  wird  die 
llcihc  gleich  n.  Da  nun: 

cos  «’  = J J cos  2 « 


so  wird: 


r = n — 1 
r =:  0 


4 i :rj 

ti  ' 


^ n im  Allgemeinen. 


= n im  Ausnahmcfall. 


Ferner  wird: 


r = fl— 1 r = ii~] 

2 4«  2 4«  ^ , . 4 4« 

cos  r . sin  r = / « sm  r = 0 

n n fl 

r = 0 r = 0 


mul : 


r = #i“i 

! kn\  ’ ’X’  ( 2 i jt’) 

—)  = 2|‘— 


.V  n im  Allgemeinen. 


= 0 im  Ausnahmcfall. 


Mit  Hülfe  dieser  Sätze  erhält  man  nun  eine  sehr  be- 
queme Methode,  die  Excentricität  der  Kreise  durch  Ablesen 
der  beiden  Nonien  in  gleichen  Intervallen,  in  welche  man 
die  ganze  Peripherie  getlieilt  hat,  zu  finden.  Es  wiir  vorher 
die  Gleichung  gefunden: 

[A\  = (X  —y  cos  A'  + z sin  A' 

Denkt  man  sich  nun  die  Peripherie  in  n Theile  getlieilt, 
so  wird  jeder  Theil  ^ . Stellt  inan  dann  die  Nonien  nach 


einander  auf  0,  ^ ^ etc.  ein  und  liest  zugleich  den  ge- 

gcnübcrstchendcn  ab,  so  erhält  man,  wenn  man  beide  Able- 
sungen von  einander  und  von  der  Differenz  noch  180*  ab- 

zicht,  das  Resultat  ” J dann  u solcher  Glei- 

chungen : 


‘i  IC  . 2 n 

= u — y COS  r — + 2 sin  r 
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die  man  aus  dieser  Gleichung  erhält,  wenn  man  für.  r nach 
und  nach  die  Werthe  0,  1,  2 etc.  bis  «—I  setzt.  Um  nun 
durch  diese  « Gleichungen  die  drei  Unbekannten  zu  bestim- 
men, .addire  man  dieselben  sämmtlich  zu  einander,  das  erste 

Mal  in  der  vorstehenden  Form,  das  zweite  Mal  mit  cos  r — , 

n 

das  dritte  Mal  mit  sin  r ^ multiplicirt.  Dann  erhält  man 
mit  Hülfe  der  vorher  gegebenen  Sätze  die  drei  Gleichungen: 


und ; 


» ?/ 


aus  denen  man  «,  //  und  z,  mithin  auch  t>  und  - findet. 

Es  ist  nun  vortheilhaft  für  n eine  durch  drei  thcilbare 
Zahl  zu  nehmen,  weil  dann  die  Sinus  und  Cosinus  der  ver- 
scliiedenen  Winkel  geschlossene  Ausdrücke  werden,  deren 
Werthe  man  nicht  erst  in  den  Logarithmentafeln  aufzusuchen 
hat.  Aufserdem  ist  cs  nocli  vortheilhaft,  n von  der  Form  4 a 
zu  nehmen,  weil  dann  jeder  Quadrant  in  a Thcile  getheilt 
wird,  die  Werthe  der  Sinus  und  Cosinus  also  sich  immer 
wiederholen.  Um  Iteidcs  mit  einander  zu  vereinigen,  nimmt 
man  für  n eine  durch  12  thcilbare  Zahl.  Ist  z.  B.: 

*>  ^ 

n = 12,  also  --  = 30" 
n 

so  wird : 

(.1)  na  = |oj  + [30j  + [t;0j  + ....  + 1 270|  + [300]  + j 330| 

— \ny  =:  |0|  + [30j  cos  30  + j 00 1 cos  00  + ..,+  |300|  cos  300 
+ [330]  cos  330 
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Nun  ist: 


cos  so  = cos  330  =1)3 


und; 


cos  GO  = cos  300  = 5 

Hezeichnet  man  daher  die  Summe  zweier  Glieder,  wclolie 
einander  zu  3(50"  ergänzen: 

[A]  + [360  - .1]  mit  \A\ 

+ 

so  erhält  man: 


_ I ni/  = [0]  + [SO]  \ V 3 + [60]  i - |120|  I ~ (l50|  M 3 ~ I 
+ + + + 

Hier  kommen  nun  wieder  Glieder  vor,  welche  einander 
zu  180"  ergänzen  und  die  denselben  Factor,  aber  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.  Bezeichnet  man  dann  wdetler: 

|30)  - [150]  mit  |30| 

+ + +- 

und  ähnlich  die  Differenzen  je  zweier  anderen  Glieder,  welche 
einander  zu  180“  ergänzen,  so  erhält  man  endlich: 

- k = fo)  + n »"  [*o|  + 1 |fioj  GO 
- +-  +- 

Ferner  ist: 


+ J ni  = |30]  sin  30  + |G0]  sin  GO  + + [300]  sin  300 

+ |330|  sin  330 


Da  min: 


sin  /(  = — sin  (3G0  — /I) 
SO  hat  man,  wenn  man: 

j/tj  — [360  — .Ij  mit  [/)[ 

bezeichnet: 


J n;  = I [30|  + H 3 |60j  + [90j  + ) V 3 [120]  + ) [150| 
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Da  ferner  die  Glieder,  welche  einander  zu  IKO"  ergän- 
zen, denselben  Coefficienten  haben,  so  wird,  wenn  man: 


setzt: 


l.ll  + (180  - .1|  = (.tl 
- - ~ + 


J nz  = i [30]  + n 3 |60|  + [90|  (C) 

-+  -+  - 


sodafs  man  jetzt  die  drei  Unbekannten  </,  y und  z nach  den 
Formeln  {Ä),  (/i)  und  (C)  durch  eine  sehr  bequeme  Kech- 
nimg  und  ohne  trigonometrische  Tafeln  nöthig  zu  hüben, 
findet. 

An  dem  Meridiankreise  der  Berliner  Sternwarte  wurden 
fiir  ein  Paar  einander  gegenüberstehender  Microseope  die 
folgenden  Gröfsen: 

//  - A'  - 180“ 

beobachtet: 


(Ol  = + 0".3 
l30(  = +3.3- 
(GOj  = +3.8 
(90]  =+3.1 
1 120]  = + 4.8 
flSOj  = + C .4 

Daraus  erhält  man  zuerst  di 


1 180]  = + t"..5 
]‘il0]  = — 0 .G 
]240]  = + 0.7 
(270]  =+0.7 
(300]  = - 2 . 5 
]330]  =-4.8 

Summe  aller  dieser  (iröfsen: 


+ IG  . 7 = 12  a 


also: 

(X 

Ferner  erhält  man: 

A [A\ 

+ 

0“  +0.3 

30“  - l.!> 

GO  +1.3 

90  + 8.8 

120  + 5.5 

150  + 5.8 

180  +1.5 


= + l".  39 


[A\  \A\  [A\ 

+ - - - + 

-1.2 

-7.3  +8.1  +15.1 

—4.2  + G.3  +10.4 

+2.4  +2  .4 

+ 4.1 
+ 7.0 
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und  hiornus: 


^ ny  = + 9".  C2 

I nz  = + 18  .9« 


idsu: 


und: 


O = 2G“  54'.  i 


- = 1'.  772 
r 

5.  Sind  nun  an  einem  Kreiae  mehrere  Paare  von  No- 
nien angebracht,  4vie  dies  in  der  Regel  der  Fall  ist,  so 
inüfste  das  arithmetische  Mittel  aus  jedem  Paare  Nonien  von 
dem  Mittel  aus  jedem  andern  Piuirc  für  alle  Einstellungen 
um  eine  Constante  verschieden  sein,  wenn  es  aufser  den  von 
der  Excentricität  herrührenden  Fehlem  keine  anderen  gäbe. 
Dies  wird  aber  in  der  Regel  nie  der  Fall  sein,  da  die  Thei- 
lunsr  selbst  immer  fehlerhaft  sein  wird.  Welcher  Art  nun 
aber  auch  diese  Fehler  der  Theilung  sein  mögen,  so  werden 
sic  doch  immer  durch  eine  periodische  Reihe  von  folgender 
Form  dargcstellt  werden  können: 

n + a , cos  A + a>  cos  2 .-l  + 

+ & , sin  A + fcj  sin  2 A + 


wo  A die  Ablesung  an  dem  einzelnen  Nonius  oder  Micro- 
scope  bezeichnet. 

Wendet  man  nun  i durch  die  Peripherie  gleichmäfsig 
vcrtheiltc  Nonien  an,  sodafs  die  Ablesungen  bei  einer  Ein- 
stellung die  folgenden  werden: 

25t  2 51 

.1 , .1  + — , .1  + 2 . -j-  + .... 

und : 


und  nimmt  das  Mittel  aus  allen  Nonien,  so  hobt  eine  grofsc 
Anzahl  von  Gliedern  der  periodischen  Reihe  der  Theilungs- 
fehler  einander  auf,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  die 
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trigonometrischen  Functionen  der  zusammengesetzten  Winkel 
auflöst  und  bedenkt,  dafs: 


«•  = 1-1 
2*'"  ’’ 


2 k-Tt 
i 


r — 0 


0 


und : 

r = i— 1 

2 ix 

cos  r = 0 

I 

I» 

im  Allgemeinen  ist,  aufscr  wenn  A-  ein  Vielfaches  von  t ist. 
Bei  i Nonien  werden  also  nur  diejenigen  Glieder  übrig  blei- 
ben, bei  denen  das  t fache  des  Winkels  vorkommt.  Man 
hebt  also  auch  durch  das  Ablesen  an  mehreren  Nonien  einen 
grofsen  Thcil  der  Thcilungsfehler  auf  und  hierin  besteht  der 
wesentliche  Nutzen  von  mehreren  Paaren  von  Nonien.  (Ueber 
die  Bestimmung  der  Thcilungsfehler  der  Kreise  selbst  siehe; 
Bessel,  Königsberger  Beobachtungen,  Band  VII). 

Aufser  der  Theilung  des  Kreises  kann  aber  auch  die 
Theilung  des  Nonius  fehlerhaft  imd  namentlich  die  Länge 
desselben  unrichtig  sein.  Man  hatte  aber  in  Nr.  2 dieses 
Abschnitts  die  Gleichung: 

ma  = (m  + I ) «' 


WO  a und  a'  die  Entfernung  zweier  Theilstrichc  auf  dem 
Kreise  und  auf  dem  Nonius  bezeichnen.  Ist  nun  die  Länge 
des  Nonius  um  die  Gröfse  Al  fehlerhaft,  so  wird  jetzt: 

ma  = (m -f- 1 ) f/  + Al 

mithin  nach  den  vorher  gebrauchten  Bezeichnungen: 


y 


qa 


■f 


/*« 
m+  1 


+ P 


Al 

in+  t 


AVenn  daher  die  Länge  des  Nonius  um  Al  zu  grofs  ist, 
so  hat  man  zu  jeder  Ablesung  die  Correction  hinzuzulegen: 


P 

»n-f  1 


Al 


29 
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wo  ;>  die  Zahl  des  eoincidirenden  Strichs  des  Nonius  und  m + 1 
die  Anzald  aller  Striche  out’  demselben  bezeichnet.  Findet 
man  z.  B.  an  einem  Instrumente,  dessen  Kreis  von  10  zu 
10  Minuten  gethcilt  ist  und  an  dem  man  mittelst  des  Nonius 
noch  10"  ablcsen  kann,  sodafs  h!)  Thcilc  des  Kreises  in  6 
Theilc  getheilt  sind,  den  Fehler: 

A/  = + !>’’ 

so  hat  man  also  zu  jeder  Ablesung  die  Correction  — ^ 5" 

hinzuzufiigcn,  oder,  da  der  6te  Strich  des  Nonius  eine  Mi- 
nute angiebt,  an  jede  auf  dom  Nonius  abgelesenc  Minute  die 
Correction  — 0".  5 anzubringen. 

Don  Fehler  selbst  in  der  Länge  des  Nonius  kann  man 
aber  immer  mit  Hülfe  der  Theilung  des  Kreises  finden.  Man 
stellt  zu  dem  Ende  den  Nullstrich  des  Nonius  nach  einander 
auf  verschiedene  Thcilstriche  des  Kreises  ein  und  liest  di<- 
Anzahl  von  Minuten  und  Sccundcn  ab,  welche  dem  letzten 
Hauiitstriche  auf  dem  Nonius  entsprechen.  Dann  ist  das 
arithmetische  Mittel  aus  allen  diesen  .\blcsungcn  die  w.ahre 
Ijängc  des  Nonius. 


II.  Das  Azimutal-  und  Höhoninstruincnt 

0.  Bei  dom  Azimutalinstrument  stellt  der  eine  der  bei- 
den Kreise  die  Ebene  des  Horizonts  vor  und  soll  d.aher  ge- 
nau horizontal  liegen.  Er  ruht  dnsh.alb  auf  drei  Schrauben, 
durch  welche  man  seine  Lage  gegen  den  wahren  Horizont 
vermittelst  eines  Niveau’s,  wie  man  nachher  sehen  wird,  be- 
richtigen kann.  Da  indessen  diese  Berichtigung  selten  ganz 
genau  geschehen  wird,  so  wird  immer  noch  eine  kleine  Nei- 
gung des  Kreises  gegen  den  Horizont  vorhanden  sein.  Es 
sei  daher  P der  Pol  dieses  Kreises  des  Instruments,  während 
der  Pol  des  wahren  Horizonts  das  Zonith  Z ist  und  cs  sei  i 
der  Winkel , welchen  die  Ebene  des  Kreises  mit  der  Ebene 
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clos  Horizonts  macht  oder  der  Bogen  des  gröfstcn  Kreises 
zwischen  P und  Z.  Durch  den  Mittclpunct  dieses,  in  Grade 
imd  deren  Unterabtheilungen  gethcilten,  horizontalen  Kreises 
des  Instruments  geht  nun  ein  Zapfen,  welcher  die  Nonien 
trägt,  die  in  der  Regel  auf  einem  vollen,  mit  dem  ersteren 
concentrischcn  Kreise  angebracht  sind.  Der  Nonienkreis  trägt 
zwei  Stützen,  welche  möglichst  gleich  sind  und  die  an  ihrem 
oberen  Ende  Pfannenlager  haben,  von  denen  man  das  eine 
vermittelst  einer  Schraube  höher  und  niedriger  stellen  kann, 
ln  diesen  Lagern  liegt  nun  die  horizontale  Axe,  welche  das 
Fernrohr  und  den  Höhenkreis  trügt.  Dieser  Höhenkreis  ist 
fest  mit  der  Axe  verbunden,  dagegen  läfst  sich  das  Fern- 
rohr zugleich  mit  dom,  dem  ersteren  Kreise  concentrischcn 
Nonicnkrcisc  um  die  Axe  bewegen.  Da  man  nun  auch  den 
Nonienkreis  des  Azimutalkrciscs  um  seine  Axe  bewegen  kann, 
so  kann  man  das  Fernrohr  auf  jedes  beliebige  Object  ein- 
stellcn  und  die  demselben  entsprechenden  sphärischen  Coor- 
dinaten  an  den  Kreisen  di's  Instruments  ablesen.  Der  Win- 
kel, welchen  die  Linie  durch  die  beiden  Zapfenlager  mit  dem 
horizontalen  Nonienkreiso  macht,  sei  nun  i und  cs  sei  K der 
PuDct,  in  welchem  diese  Linie  nach  der  Seite  des  Kreisendes 
zu  die  scheinbare  Himmelskugcl  trifft,  ferner  sei  b die  Höhe 
dieses  Punctes  über  dem  wahren  Horizonte.  Da  man  nun 
mit  dem  Instrumente  immer  nur  Aziinutalunterschicde  mifst 
(wenn  man  fiir  jetzt  noch  die  Ablesungen  an  dem  Höhen- 
kreise aufscr  Acht  läfst),  so  wird  cs  gleichgültig  sein,  wo 
man  die  Azimute  auf  dem  Instrumente  zu  zählen  anfüngt. 
Es  wird  aber  bequem  sein,  den  Anfangspunct  derselben  so 
anzunchmen,  dafs  er  Bezug  auf  das  Instrument  hat  und  da 
nun  P und  Z sich  nicht  ändern,  so  lange  man  das  Instru- 
ment nicht  verrückt,  K dagegen  volle  Ööü*’  durchlaufen  kann, 
wenn  man  den  Nonienkreis  um  seine  Axe  bewegt,  so  kann 
man  als  Anfangspunct  der  Zählung  der  ^Vzimutc  auf  dem 
Instrumente  diejenige  Ablesung  nehmen,  welche  man  macht, 
wenn  K mit  P und  Z in  einem  Verticalkreise  liegt.  Diese 
Ablesung  sei  Uo.  Für  jede  andre  Ablesung  nimmt  man  dann 
immer  denjenigen  Punct  der  Theilung,  in  welchem  der 

29* 
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verlängerte  Hogen  PK  die  Ebene  des  Kreises  trifft  nnd  dies 
wird  immer  erlaubt  sein,  weil  dieser  I’unct  von  den  durcli 
die  Nonien  angegebenen  Puncten  immer  nur  um  einen  con- 
stanten  Winkel  verscbicdcn  ist.  Endlich  soll  mit  A das  auf 
dem  wahren  Horizonte,  aber  von  demselben  Anfangspuncte 
gezählte  Azimut  bezeichnet  werden. 

Denkt  man  sich  nun  drei  auf  einander  senkrechte  Coor- 
dinatenaxen,  von  denen  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
wahren  Horizonts  ist,  die  beiden  andern  aber  in  der  Ebene 
desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  Axe  der  y nach  dem 
Puncte  gerichtet  ist,  von  welchem  aus  die  Azimute  nach  der 
vorher  gemachten  Annahme  gezählt  werden,  so  sind  die  drei 
Coordinaten  des  Piinctes  K auf  diese  Axen  bezogen: 

c — sin  b , y =:  cos  h cos  A 

und : 

X = OOS  h sin  .1 

Ferner  sind  die  Coordinaten  von  K,  bezogen  auf  drei 
rechtwinklige  (^oordinatenaxen,  von  denen  eine  senkrecht  auf 
der  horizontalen  Ebene  des  Instruments  steht,  während  die 
beiden  andern  in  dieser  horizontalen  Ebene  liegen  und  zwar 
so,  dals  die  Axe  der  x mit  derselben  Axe  im  vorigen  Sy- 
stem zusammenfällt: 

z — sin  i*  , y — cos  / cos  (n  — n„)  , x = cos  t sin  (<i— o^) 

Da  nun  die  Axe  der  z im  ersten  System  mit  der  Axe 
der  z des  andern  Systems  den  Winkel  t macht,  so  hat  man 
nach  der  Formel  (1)  für  die  Transform.ation  der  Coordinaten : 

sin  h = cos  i sin  i — sin  i cos  i cos  (n  — o^) 
cos  h sin  A = cos  ! sin  (o— o„) 
cos  h cos  A = sin  i sin  i'  + cos  i cos  i cos  — 

Da  nun  l>,  i und  i,  wenn  das  Instrument  nahe  berich- 
tigt ist,  kleine  Gröfsen  sind,  so  wird  es  erlaubt  sein,  die  Co- 
sinus dieser  Winkel  gleich  eins  zu  setzen  und  die  Sinus  mit 
den  liegen  zu  vertauschen,  sodafs  man  erhält: 

b = I —i  cos  (o  — Oß)  (a) 

A — a — «p 
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Das  Fernrohr  ist  nun  senkrecht  auf  der  horizontalen 
Axe  des  Instruments  befestigt.  Die  Gesichtslinie  desselben 
sollte  ebenfalls  senkrecht  auf  dieser  Axe  sein,  es  soll  indes- 
sen vorausgesetzt  werden,  dafs  dies  nicht  der  Fall  ist,  son- 
dern dafs  dieselbe  mit  der  Seite  der  Axe  nach  dem  Kreis- 
ende zu  den  Winkel  ‘JÜ+c  macht,  wo  der  kleine  Winkel  c 
der  Collimationsfehler  genannt  wird.  Diese  Gcsichtslinio  wird 
bezeichnet  durch  die  Linien  von  der  Mitte  des  Objectivs 
• nach  einem  im  Brcnnpiincte  des  Fernrohrs  befindlichen  Fa- 
denkreuze, welches  sich  vermittelst  Schrauben  senkrecht  ge- 
gen die  Gcsichtslinio  verschieben  läfst,  sodafs  man  den  W’in- 
kel  c beliebig  ändern  kann. 

Es  sei  nun  das  Fernrohr  nach  einem  Punctc  O des 
Himmels  gerichtet,  dessen  Zenithdistanz  z und  dessen  Azi- 
mut e.  ist.  Dann  sind  die  Coordinaten  desselben  bezogen  auf 
die  Axen  der  z und  y nach  I Nr.  1 : cos  z und  sin  z cos  e. 
Nun  geht  die  Theilung  auf  dem  Kreise  von  der  Linken  zur 
Rechten  d.  h.  in  derselben  Richtung,  in  welcher  man  die 
.\zimutc  im  Horizonte  herum  zählt.  Ist  also  das  Kreisende 
links,  HO  zeigt  das  Fernrohr  nach  einem  Punctc,  dessen  Azi- 
mut gröfscr  ist  als  das  des  Punctes  K und  wenn  man  also 
die  Axe  der  y nach  dem  Puncte  gedreht  denkt,  wo  sie  in 
einem  Verticalkreise  mit  K liegt,  so  werden  dann  die  Coor- 
diuaten:  cos  z imd  sin  z cos  {e—A).  Dies  gilt  fiir  Kreis 
links,  während  man  fiir  Kreis  rechts  Ä—e  statt  e—A  nehmen 
inufs.  Denkt  man  sich  nun  den  Punct  ()  auch  auf  ein  Coor- 
dinatensystem  bezogen,  von  denen  die  Axen  der  x und  y in 
der  Ebene  des  Instruments  liegen  und  wo  die  Axe  der  y 
nach  dein  Punctc  K gerichtet  ist,  so  ist  die  Coordinate  y des 
Punctes  (>  gleich  — sin  c und  da  die  Axen  der  z in  beiden 
Systemen  den  Winkel  l>  mit  einander  bilden,  so  hat  man 
nach  den  Formeln  fiir  die  Transformation  der  Coordinaten: 

— siu  c = cos  I sin  h + sin  z cos  h cos  (e—  /I) 

oder,  da  />  und  e kleine  Gröfsen  sind: 

— c = I)  cos  j + siu  z cos  («  — vl) 
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oder  endlich,  wenn  iimn  für  A seinen  vorher  gefundenen  Werth 
iiiiB  den  Gleichungen  (a)  setzt: 

0 = c + A cos  : + sin  r cos  fe  — («  — o„)] 

Daraus  folgt,  dals: 

cos  [e  — (o-«o)) 

eine  sehr  kleine  Gröfsc  von  der  Ordnung  der  Gröfsen  l> 
und  c ist.  Schreibt  nmn  also  dafür: 

sin  [90  — f + (<i~o„)] 

SO  kann  man  den  Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschen  und  inan 
erhält : 

0 = c + A cos  I + sin  z [90—«  + (a— a„)J 

Diese  Formel  gilt,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  fiir 
Ivrcis  Ende  links.  Wäre  das  Kreisende  rechts,  so  hätte  man 
A-^e  statt  e—A  nehmen  müssen  und  dann  erhalten: 

0 = c + A cos  I + sin  I [90  — (o  — o„)  + e] 

Man  erhält  daher  das  wahre  Azimut  « durch  die  For- 
meln : 


c 

<»  = a — + 90  + — + * cotang  z für  Kreis  links 

sin  z 

und: 


c 

a = a—<u  — 90  — — — A cotang  z für  Kreis  rechts 

sm  z 


oder,  wenn  man  A das  an  den  Nonien  des  Instruments  abgelescne 
Azimut  imd  AA  den  Lidexfehlcr  der  Nonien  nennt,  sodaTs 
A + :^.l  das  vom  Meridianpuncte  des  Kreises  auf  demselben 
gczäldte  .Izimut  ist: 

e = A + AA  ± c cosec  z i cotang  i 

wo  das  obere  Zeichen  wieder  fiir  Kreis  links,  das  untere  für 
Kreis  rechts  gilt. 

7.  Man  kann  diese  Formeln  einfach  geometrisch  ablei- 
ten. Es  sei  Fig.  15  der  Horizont  in  der  Ebene  des  Papiers, 
dann  wird  der  Vcrticalkreis,  in  welchem  das  Object  liegt. 
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durch  eine  {Gerade  Linie  vorf'estcUt  werden,  in  deren  Mitte 
da»  Zenith  /,  liefet.  Nimmt  man  nun  an,  dafs  sieh  diw  Feni- 
rehr  um  eine  Axe  bewegt,  welclie  um  h gegen  den  Huri/.unt 
geneigt  ist,  80  wird  dasselbe  jetzt  einen  gröfsten  Kreis  be- 
sclireiben,  welcher  zwar  noch  durch  die  Punctc  ,1  und  B 
des  Horizonts  geht,  aber  um  den  Logen  b vom  Zenith  ab- 
stcht.  Nimmt  man  nun  an,  dals  miui  da»  Azimut  .1  eines 
Objects  (/  ablicst.  so  wird  das  mit  dem  Fehler  der  Neigung 
behaftete  Fernrohr  nach  O zeigen,  also  wird  man,  wenn  das 
Femrolu"  rechts  oder  der  Kreis  links  ist,  ein  zu  kleines  Azi- 
mut ablosen  und  man  wird  haben: 

sin  ()(J  = siii  .1  O sin  h 
~ cos  c . sin  It 


Man  liest  nun  aber  einen  Azimuhdwinkel  ab  d.  li.  den 
Winkel,  unter  welchem  (Kf  von  Z aus  erscheint,  mitliin  ist 
der  Winkel  OZ(y  die  gesuchte  Correction  AA  des  Azimuts 
und  du: 


sin  0(/  = sin  ZO  sin  A .'1 


also: 


sin  A .1  = cutang  : sin  b 


SO  hat  man  also  bei  Kreisende  link»  zum  abgelescnen  Azimute 
die  Correction  wegen  der  Neigung  b hinzuzultigen: 

+ b cotang  : 

Ebenso  kann  man  nun  auch  die  durch  den  Collimations- 
fchler  hervorgebrachte  Correction  des  Azimuts  finden.  Es 
sei  wieder  A B der  Vcrticalkrcis,  welchen  die  Gesichtslinie  des 
Fernrohrs  beschreiben  würde,  wenn  der  Collimalionsfchlcr 
Null  wäre.  Ist  aber  tlO  + c der  Winkel,  welchen  die  Ge- 
sichtslinie mit  der  Seite  der  Axe  nach  dem  Kreisende  zu 
macht,  so  bcsclmeibt  die  Gcsichtslinic  bei  der  Umdrehung  um 
die  Axe  einen  Kegel,  welcher  auf  der  scheinbaren  Iliiumcls- 
kugel  einen  kleinen  Kreis  abschneidet,  dessen  Abstand  vom 
gröfsten  Kreise  AB  gleich  e ist.  Fig.  Iti.  Dann  liest  man 
wieder  bei  Kreisende  links  ein  zu  kleines  Azimut  ab  und 
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wenn  man  wieder  den  Winkel  AZO  mit  bezeichnet, 
80  ist: 


»\u  A A 


siu  c 
sin  z 


oder: 


A .-I  = + c cosoc  I 


Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  die  Gröfse  der 
einzelnen  Fehler  des  Instruments  bestimmt,  damit  man  ein 
jedes  an  einem  solchen  Instrument  beobachtetes  Azimut  ver- 
mittelst der  vorher  gegebenen  Formeln  auf  das  wahre  Azimut 
reduciren  kann. 

Den  Fehler  0 findet  man  unmittelbar  nach  den  in  Nr.  1 
dieses  Abschnitts  gegebenen  Vorschriilen,  indem  man  ein 
Niveau  auf  die  Zapfen  der  horizontal  liegenden  Axe  des  In- 
struments aufsetzt.  Es  war  aber  nach  den  Gleichungen  (a) 
in  Nr.  6: 

b =:  t — i cos  (a  — a„) 

wo  t die  Neigung  der  Ebene  des  Horizontalkreises  gegen  den 
Horizont,  ü dagegen  die  Neigung  der  horizontalen,  das  Fern- 
rohr tragenden  Axe  gegen  den  Horizontalkreis  ist.  Diese 
Gleichung  enthält  drei  Unbekannte,  nämlich  {,  i und  Og,  zu 
deren  Bestimmung  daher  drei  Nivellirungen  in  verschiedenen 
Stellungen  der  Axe  gemacht  werden  müssen.  Man  nehme 
an,  dafs  man  das  Instrument  auf  einen  beliebigen  Wertli  a 
bei  irgend  einem  Nonius  eingestellt  und  dafs  man  in  dieser 
Loge  die  Neigung  der  Umdrehungsaxe  l>  gefunden  hat.  Dann 
stelle  man  nach  einander  auf  a + 120°  und  a + 240°  ein 
und  es  seien  hi  und  bj  die  Neigungen,  welche  man  in  diesen 
beiden  Lagen  beobachtet.  Substituirt  man  nun  diese  Werthe 
in  die  obige  Formel,  löst  die  Cosinus  auf  und  bedenkt,  dafs: 


, cos  120  = — J 


und: 


sin  120  = + I l/S 
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ferner: 


cos  240  = — § 


und: 


sin  240  = — i [/3 

SO  erhält  man  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

b = t + i cos  (n  — a„) 

In  = t + ^ i cos  (o  — o„)  + 2 * »i»  ("  — «o) 
bi  = t + I I cos  (n— o„)  — I « siu  (o  — «o) 


Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  findet  man: 

j 6 + 61+61 


8 

Zieht  man  aber  die  dritte  Gleichung  von  der  zweiten 
ab,  so  wird: 

. . , ^ 61—61 

I sin  («-«„)  = . 


und,  wenn  man  die  zweite  und  dritte  Gleichung  addirt  und 
davon  die  doppelte  erste  Gleichung  abzieht : 

fci  + Ai  — 2 b 
t coa  (a-ttj,)  = 


Nivcllirt  inan  also  die  horizontale  Axe  in  drei  Stellun- 
gen, welche  die  Peripherie  in  gleiche  Theile  theilen,  so  kann 
man  durch  diese  Formeln. die  Gröfsen  t,  i'  und  «„  und  damit 
die  Neigung  b fiir  jede  andere  Einstellung  nach  der  Formel: 
6 = i'  — i cos  (o— o„) 

finden. 

Um  nun  den  CoUimationsfchlcr  zu  finden,  beobachtet  man 
dasselbe  Object  sowohl  bei  Kreis  rechts  als  auch  bei  Kreis 
links  und  liest  beide  Mal  das  Azimut  ab.  Ist  a die  Ablesung 
bei  Kreis  links,  cl  die  bei  Kreis  rechts  gemachte  Ablesung, 
so  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

e = « —%  + 90  + 6 cotang  z + c cosec  2 
e = — — 90  — b'  cotaug  2 — c cosec  z 
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aus«  (lenen  man  erhält; 

a —n  ll  + h 

c cosec  z = — ^ — — 90 •—  eotang  z 

Kennt  man  also  die  Neigungen  b und  b'  in  beiden  La- 
gen und  liest  man  am  Höhenkreise  die  Zenithdistanz  z des 
Objects  ab,  so  kann  man  also  durch  Beobachtung  desselben 
Objects  bei  verschiedenen  Lagen  des  Kreises  den  Collima- 
tionsfehler  finden. 

Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  dafs  sich  dos  Fernrohr 
im  Mittelpuncte  der  Theilung  befindet  oder  dafs  man,  wenn 
dasselbe  an  dem  einen  Ende  der  Axe  angebracht  ist,  ein  un- 
endlich entferntes  Object  beobachtet  hat.  Ist  dies  nun  aber 
nicht  der  Fall,  so  mufs  man  an  den  gefundenen  Collimations- 
fehler  noch  eine  Correction  anbringen.  Wenn  man  nämlich 
ein  Object  O Fig.  17  mit  dem  Fernrohr,  welches  sich  an  dem 
Ende  F der  Axe  befindet,  beobachtet,  so  steht  dies  in  der 
Bichtung  OF.  Der  Winkel  OFK  sei  90  -|-  c^.  Denkt  man 
sich  nun  im  Mittelpuncte  des  Kreises  AI  em  Fernrohr  nach  O 
liin  gerichtet,  so  wird  der  Winkel  OMK  nach  dem  vorigen 
gleich  90  + c sein.  Ist  O unendlich  weit  entfernt,  sodafs  MO 
parallel  OF  wird,  so  wird  man  90 -b  c«  statt  90  -|-  c setzen 
können;  ist  dies  aber  nicht  der  Full,  so  wird  man  haben: 

c = c,  + MOF 

Du  nun  aber: 

lang  MOF  = 

ist,  wenn  man  die  Entfernung  OM  des  Objects  mit  ^ und 
die  halbe  Axe  des  Instruments  mit  q bezeichnet,  so  ist: 


Ist  also  das  Fernrohr  an  einem  Ende  der  Axe  imd  liest 
man  das  Azimut  desselben  bei  Kreis  links  ab,  so  wird  man 

dasselbe  um  den  Winkel  zu  klein,  bei  Kreis  rechts  daher 
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um  dcnsulbcn  Winkel  zu  grols  erhalten.  Hezciehnet  man  da- 
her die  erstere  Ablesung  mit  a,  den  Colliinationslehler  mit 
so  hat  man  die  zwei  Gleichungen: 

e = n —a^  +90+  fi  cotang  z + ^c„  + cosec  i 

e = (I*  — «Q  — 90  — /)'  cotang  z — cosec  z 

aus  denen  man,  wenn  A andenveitig  bekannt  ist  den  Colli- 
mationsiehler  bestimmen  kann. 

Wenn  inan  kein  irdisches  Object  zur  Beobachtung  an- 
wenden  kann,  so  kann  man  den  CoUimationsfehler  auch  durch 
einen  Stern  z.  B.  den  Polarstem  bestimmen.  Stellt  man 
nämlich  zu  einer  Zeit  t aul'  den  Polarstem  ein  und  liest  das 
Azimut  ab,  kehrt  man  dann  das  Instrument  um  und  bringt 
den  Polarstem  wieder  zur  Zeit  t auf  das  Fadenkreuz,  so  hat 
man  die  beiden  Gleichungen: 


« = a—eig  + 90  + A cotang  i + c cosec  z 

und: 

e'  = — — 90  — A' cotang  z — c cosec  z 

und  da  nun: 

e = e + - (f-0 

ißt,  wo  ^ die  Aenderung  des  Azimuts  in  der  Einheit  der 
Zeit  bezeichnet,  so  erhält  man: 

a —a  dA  i — t A*  + A 

c cosec  z = — 90 . — cotang  z 

2 dl  9 9 

Um  endlich  den  Indexfehler  AA  zu  bestimmen,  stellt  man 
wieder  auf  einen  gekannten  Stern,  gewöhnlich  den  Polarstem 
ein  und  liest  das  Azimut  A ab.  Ist  dann  t der  Stundenwin- 
kel des  Sterns,  so  erhält  man  das  wahre  Azimut  e durch  die 
Formeln : 

sin  z sin  c = co«  6 sin  / 

sin  z cos  e — — cos  q)  sin  6 + .sin  <p  cos  6 cos  t 
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uud  hat  dann; 

AA  = e—A  T b cotaug  z f b cosec  z 

wo  das  obere  Zeichen  liir  Kreisende  links,  das  untere  (\ir 
Kreis  Knde  rechts  gilt. 

9.  Dient  das  Instrument  nur  zuni  Messen  von  Aziniutal- 
winkeln,  so  heilst  dasselbe  Theodolith.  Oft  ist  nun  aber  ein 
solches  Instrument  noch  mit  einem  Hühenkreise  verbunden, 
sodafs  man  mit  demselben  sowohl  Azimute  als  auch  Höhen 
beobachten  kann.  Dann  ist  an  dem  einen  Ende  der  Axe, 
wie  schon  vorher  angegeben,  ein  innerer,  die  Nonien  tragen- 
der Kreis  fcstgeklemmt  und  um  diesen  dreht  sich  der  gc- 
tiieiltc  Kreis,  welcher  mit  der  Umdrehungsaxe  fest  verbunden 
ist.  Hat  man  dann  zuerst  in  einer  Lage  des  Instmments  auf 
ein  Object  eingestellt  und  die  Nonien  des  Höhenkreises  abge- 
lescn,  so  dreht  man  das  Instrument  um  180°  im  Azimut  und 
stellt  wieder  auf  dasselbe  Object  ein.  Zieht  inan  nun  die 
Ablesung  in  der  zweiten  Lage  von  der  in  der  ersten  ab  oder 
umgekehrt,  je  nachdem  die  Richtung  der  Theilung  ist  und 
halbirt  diesem  Unterschied,  so  erhält  man  die  Zenithdistiuiz 
des  gemessenen  Gegenstandes  oder  streng  genommen  die  Ent- 
fernung von  demjenigen  Puncte,  in  welchem  die  senkrcclite 
Umdrehungsaxe  des  Instruments  die  Himmclskugcl  trifft  oder 
von  dem  früher  mit  P bczeiclinetcn  Puncte.  Denkt  man  sich 
nun  wieder  das  Coordinatensystem,  dessen  Ebene  der  .ry  die 
horizontale  Ebene  des  Instruments  ist,  so  wird  die  C'oordinate 
z des  Punctes  O,  auf  welchen  das  Fernrohr  gerichtet  ist,  für 
dies  System  gleich  dem  Cosinus  von  J'<K  Denkt  mau  sich 
nun  ein  zweites  Axensystem , in  welchem  die  Axe  der  y der 
Axe  des  Instruments  parallel,  also  nach  dem  vorher  mit  A' 
bezeiehneten  Puncto  gerichtet  ist  und  wo  die  Axe  der  z mit 
P und  AT  in  einem  Vcrticidkreisc  liegt,  so  süid  die  Cuordina- 
ten  y und  z des  Punctes  (J  fiir  dies  System  — sin  c und 
cos  c cos  z',  wenn  man  den  Winkel  zwischen  der  Axe  der 
z und  dem  Objecte  z'  nennt.  Da  nun  die  Axen  der  z in 
beiden  Coordinatcusystemcu  den  Winkel  t mit  einander  ma- 
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chen,  80  hat  man  nach  den  Formeln  liir  die  Transformation 
der  Coordinaten: 

cos  PO  — — sin  c sin  /'  + cos  f cos  c cos  z' 

= cos  (f  + c)  cos  J — cos  (('  — c)  sin  J ’ 

z'  ist  nun  der  wirklicli  am  Ilöhenkreisc  ah^elcscne  Winkel, 
dagegen  ist  PO  die  auf  das  Zenith  des  Instruments  bezogene 
Zenithdistanz.  Man  findet  aber,  da: 

cos  z'  = cos  J — sin  i * 

cos  PO  — cos  z'  = — 2 sin  1 (f  + c)  * cos  | 2^  ’ + 2 sin  J (/ — c)  ’ sin  J 2'  ’ 
Schreibt  man  nun; 

2 sin  ^ — P0\  sin  i f;'+  I'0\ 

statt: 

cos  l’O  — cos  z' 

und  setzt  man  2 z statt  z'  + /V>  und  statt: 

sin  J (z'-Pü) 

den  Hogen,  was  immer  erlaubt  ist,  wenn  die  Fehler  des  In- 
struments kleine  Gröfsen  sind,  so  erhält  man: 

PO  z=  z + sin  j (i  +c)’  cotang  I z'  — sin  J (t  — c)’tang  J z' 

Der  Winkel  c wird  bestimmt  durch  die  Gcsichtslinie  des 
Fernrohrs.  Da  man  nun  die  Zcnithdistanzcn  gewöhnlich  etwas 
rechts  oder  links  von  dem  Mittelfaden  einstellt,  so  wird  da- 
durch c um  diesen  ganzen  Winkel,  um  den  man  die  Einstel- 
lung von  der  Mitte  entfernt  vorgcnominen  hat,  geändert.  Setzt 
man  einmal  der  Einfachheit  wegen  i = 0,  da  man  es  immer 
in  der  Gewalt  hat,  diesen  Fehler  sehr  klein  zu  machen,  so 
wird: 

PO  = z'  + sin  \ c’  cotang  J z'  — sin  \ c‘  lang  { z' 

= z'  + 2 .sin  j c ’ cotang  z' 

WO  der  Werth  2 sin  Je’  natürlich  in  Secunden  ausgedrUckt, 
also  mit  2()t>265  multiplicirt  sein  mufs.  Ist  nun  z.  B.  c = K/, 
BO  wird: 

2 sin  J c*  = 0".  87. 
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Wenn  daher  ein  kleiner  W'inkel  ist,  also  das  Object  nahe 
am  Zenith  steht,  so  kann  die  Correction: 

'I  sin  \ c'^  cotang  z 

sehr  bedeutend  werden.  Es  gilt  daher  die  Kegel,  dal’s  wenn 
■nun  Zenithdistanzen,  welche  weit  kleiner  als  45"  sind,  zu 
nehmen  hat,  man  sehr  sorgfältig  in  der  Mitte  des  Gesichts- 
feldes, also  so  nahe  als  möglich  am  Fadenkreuze  cinzustellcn 
hat.  Nahe  am  Horizonte  ist  dies  gleichgültig. 

Rishcr  sind  nun  die  Zenithdistanzen  nicht  auf  das  Ze- 
nith  Z,  sondern  auf  den  Pol  P des  Instruments  bezogen. 
Wenn  aber  P nicht  mit  Z zusammcnfällt,  so  wird  niclit  PO 
sondern  ZO  die  wahre  Zenithdistanz  sein.  In  diesem  Falle 
bleibt  indessen  alles  dasselbe  wie  vorher,  nur  hat  man  statt 
der  Neigung  t der  horizontalen  Axe  des  Instruments  gegen 
die  Ebene  des  Azimiitalkreiscs  jetzt  die  Neigung  desselben 
gegen  den  Horizont: 

f — < cos  (fl  — fl„) 

zu  nehmen  und  von  der  Ablesung  am  Hühcnkreisc  noch  die 
Projection  von  PZ  auf  den  Höhenkreis  oder  die  Gröfse: 

i sin  (fl  — «„) 

abzuzichen,  sodafs  man  hat: 

ZO  = j'  — I sin  (fl— a„)  + sin  J (A+c)  * cotang  1 — .sin  J tnng  1 1' 

Den  Winkel: 

• sin  (o  - fi„) 

bestimmt  m.an  durch  ein  am  Nonienkreise  befestigtes  Niveau. 
Fiele  nämlich  der  Pol  des  Instruments  ins  Zenith,  so  würde 
der  höchste  Punct  des  Nonienkreises  in  beiden  Lagen  des 
Instruments  derselbe  sein.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so 
wird  in  jeder  Lage  ein  andrer  Punct  des  Kreises  am  höch- 
sten oder  nach  dem  Zenith  gerichtet  sein.  Man  mufs  daher 
in  jeder  I^age  den  Stand  des  Niveau’s,  welches  den  höchsten 
Punct  bestimmt,  ablescn.  Die  Theilung  des  Höhenkreises 
gehe  nun  bei  Kreis  links  von  der  Linken  zur  Rechten,  wenn 
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man  vor  demselben  steht.  Ist  dann  4 die  Ablesung , welche 
miin  bei  der  Einstellung  auf  ein  Object  gemocht  hat  und  Z' 
der  unbekannte  I’um^t  des  Zeniths  des  Kreises,  so  wird  die 
Zenithdistanz : 


und: 


Zf  — 4 bei  Kreis  links 


^ — Z'  bei  Kreis  rechts 


WO  4'  die  in  der  letzteren  Lage  gemachte  Ablesung  bezeich- 
net. Die  Hlase  des  Nivcau’s  schlage  nun  bei  Kreis  links 
nach  rechts  aus,  so  wird  man  iür  die  Zcnlthdistanz  4 einen 
zu  grofsen  Winkel  abicsen  und  hat  daher  noch  die  Correc- 
tion  — \ (r—l)  anzubringen,  wo  r den  rechten,  l den  linken 
Ausschlag  der  Hlase  des  Niveau’s  bezeichnet.  Ist  dann  t 
der  VV'erh  eines  Niveautheils  in  Secunden,  so  wird  die  Ze- 
nithdistanz z , bei  Kreis  links: 

= Z-4  + \ 

und  bei  Kreis  rechts: 

z'  = ^ -Z  - \ ir'-f)  s 

mithin: 


und : 


= I (^-4)  + 


2 


L+Ü  _ (r-O  s + I (/-O  e 
2 2 


.\n  die  so  bestimmte  Zenithdistanz  z'  hat  man  dann  noch 
wegen  der  Neigung  f>  und  des  CollinKationsfehlcrs  c die  Cor- 
rection  anzuhringen: 

+ sin  I 0 + c)’  cotiuig  i — sin  | (A  — c)’  lang  J z 

10.  Aus  den  Formeln  für  das  Azimutal-  und  Höhenin- 
stmment  kann  man  die  Formeln  für  die  übrigen  Instrumente 
leicht  herlcitcn.  Das  Aequatoroal  unterscheidet  sich  von  die- 
sem Instrumente  nur  dadurch,  dafs  statt  des  Horizonts  eine 
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andre  Ebene,  nämlich  die  des  Acquators  zum  Grunde  liegt. 
Ucberträgt  man  also  die  Gröfsen,  welche  inan  vorher  auf  den 
Horizont  bezogen  hatte,  in  Bezug  auf  den  Acqnator,  so  erhält 
man  unmittelbar  die  Formeln  fiir  das  Aequatoreal.  Die  Gröfsc 
n wird  dann  der  an  dem  Instrumente  ablescne  Stundenwinkcl, 
ü wird  die  Neigung  der  Umdrehungsaxe,  an  welcher  das 
Fernrohr  befestigt  ist,  gegen  die  Ebene  des  dem  Aequator 
parallelen  Kreises,  welcher  der  Stundenkreis  des  Instruments 
genannt  wird.  Ferner  wird  i die  Neigung  des  Stundenkreises 
gegen  dem  Aequator  und  90  + c ist  wieder  der  Winkel,  un- 
ter welchem  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  gegen  die  Um- 
drehungsaxe geneigt  ist- 

Ebenso  leicht  erhält  man  nun  die  Formeln  für  diejenigen 
Instrumente,  mit  welchen  man  nur  in  bestimmten  Coordina- 
tenebenen  beobachtet.  Das  Mittagsfemrohr  z.  B.  wird  immer 
nur  in  der  Ebene  des  Meridians  gebraucht,  also  wird  für  dies 
Instrument  die  Gröfse  a—Oa  +90  nothwendig  nur  wenig  von 
Null  verschieden  sein.  Bezeichnet  man  die  kleine  Gröfse, 
um  welche  dieselbe  von  Null  abweicht,  durch  — k,  so  gehen 
die  in  Nr.  6 für  das  Azimutalinstrumcnt  gegebenen  Formeln 
über  in: 

e = — k + b cotang  2 + c cosec  z Kreis  links 
e = — k — b cotang  z — c cosec  2 Kreis  rechts 

Dies  e wird  nun  bewirken,  dafs  man  das  Gestirn  nicht 
genau  in  der  Ebene  des  Meridians,  sondern  etwas  entfernt 
davon  beobachtet  und  zwar  wird  man  das  Gestirn,  wenn  e 
negativ  ist,  vor  der  Culmination  beobachten.  Es  sei  nun  r 
die  Zeit,  welche  man  zur  Bcobachtungszcit  hinzuzulegen  hat, 
um  die  Durcbgangszcit  durch  den  Meridian  zu  erhalten,  so 
ist  r der  Stundcnwinkel  des  Gestirns  im  Augenblicke  der 
Beobachtung,  aber  östlich  positiv  genommen.  Da  nun: 

. . sin  2 

sin  r = — sin  e . = 

coso 

oder: 

sin  2 

T = - e . j 

coso 
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HO  gehen  die  vorigen  Fonnein  über  in: 

cos  2 sin  z c . . 

7 = — & — ^ + k r — c sec  O Kreis  links  (Ost) 

cosö  cosO 

und: 

COS  2 Sin  2 

7 =+  h ^ + l:  ^ + c SU'  S KreU  rechts  (West) 

cos  o cos  o 

Dies  sind  die  Formeln  für  das  Mittagsfemrohr.  Die  Gröfse 
/>  bedeutet  hier  die  Neigung  der  horizontalen  Umdrehungsaxe 
gegen  den  Horizont  und  Ä-  ist  das  Azimut  des  Instruments, 
um  welches  dasselbe  zu  weit  nach  Osten  gerichtet  ist. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  erhält  man  die  Formeln  fiir 
das  Passageninstrument  im  ersten  Vertieal.  Es  ist  nämlich 
nach  Nr.  t5  des  ersten  Abschnitts: 

cotang  ,1  sin  / = — cos  (j)  tang  Ö + sin  tp  cos  /■ 

oder,  wenn  man  das  Azimut  s vom  ersten  Verticale  ab  zählt, 
sodafs  A = 90  + f!  ist: 

tang  f . sin  / = cos  tp  tang  6 — sin  cp  cos  t 

Ist  nun  W die  Zeit,  zu  welcher  der  Stern  wirklich  im 
ersten  Verticale  war,  so  wird: 

0 = cos  <p  tang  5 — sin  cp  cos  O 
oder,  wenn  man  beide  Formeln  von  einander  abzieht: 

tang  e sin  t = 2 sin  cp  sin  ^ (f— W)  sin  J (t  + 0) 

Hieraus  erhält  man,  wenn  c sehr  klein,  also  t nahe 
gleich  (0  ist: 

c = (<  — 0)  »in  q> 

oder: 

« 

« = < - 

sm  <p 

Setzt  man  nun  hier  tiir  e den  vorher  gefundenen  Ausdruck: 
e = — X-  i A cotang  z ± r coscc  z 

30 
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so  orlöilt  innn  fiir  (Ins  Passapeninsfrunicnt  im  ersten  V'ertieal 
die  Formel: 


O = t + 


Jk^ 

sin  «p 


T h 


cotang  z 
sin  q) 


cosec  I 
sin  (p 


Diese  Formeln  werden  in  der  Fol<fc  noch  direct  abge- 
leitet werden.  Hier  kam  es  nur  darauf  an,  den  Zusammen- 
hang /.wischen  den  verschiedenen  Instrumenten  zu  zeigen. 


III.  Das  Acquatoreal. 

II.  W ie  das  Höhen-  und  Azimutalinstniment  dem  er- 
sten Coordinatensysteme  der  Höhen  und  ,\zimutc  entspricht, 
so  hat  man  auch  ein  dem  zweiten  Coordin.atcnsystcmc  der 
Stundenwinkel  und  Declin.ationcn  entsprechendes  Instrument, 
das  Acquatoreal,  welches  sich  von  dem  ersteren  nur  dadurch 
unterscheidet,  dafs  der  früher  horizont.-d  liegende  Kreis  jetzt 
dem  Acquator  parallel  ist.  Es  sei  nun  /’  der  Wcltpol  und 
II  der  Fol  des  Acquator-  (uler  .Stiindcnkreises  des  Instruments, 
es  sei  ferner  P.  der  Bogen  des  gröfsten  Kreises,  welcher  zwi- 
schen diesen  beiden  Polen  enthalten  ist,  und  //  der  Stunden- 
winkcl  des  Poles  des  Instruments.  Endlich  sei  i der  Winkel, 
welchen  die  den  Declinationskreis  tragende  Axe  (die  Dc- 
elinationsaxe)  mit  dem  Stundenkreise  macht,  und  K der  Piinct 
in  welchem  die  Verlängerung  dieser  Axe  nach  der  Seite  d<M 
Kreisendes  zu  die  scheinbare  Himmelskugel  trifft  und  I)  die 
Declination  dieses  Pnnctes.  Man  nehme  dann  wieder  als 
Anfangspunct  der  Zählung  der  Stundenwinkel  auf  dein  In- 
strumente diejenige  Ablesung  ta,  welche  man  macht,  wenn  K 
mit  P und  U in  einem  Declinationskreisc  li«5gt.  Ferner  nehme 
man  für  jede  andre  Ablesung  immer  denjenigen  Punct  der 
Theilung,  in  welchem  dieselbe  von  dem  verlängerten  Bogen 
riÄ*  getroffien  wird,  ein  Punct  der  immer  um  einen  constan- 
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ton  Winkel  von  dein  durch  die  Nonien  angegebenen  Puncto 
verschieden  ist.  Der  Stundenwinkel,  aul'dcm  wahren  Aequator 
aber  von  demselben  Anfangspuncte  gezählt,  sei  T. 

Denkt  man  sich  nun  wieder  drei  auf  einander  senkrechte 
Coordinatonaxen,  von  denen  die  eine  senkrecht  auf  der  Ebene 
des  wahren  Aequators  steht,  während  die  beiden  anderen  in 
der  Ebene  desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  Axe  der  y 
nach  dem  Puncte  gerichtet  ist,  von  dem  aus  die  Stundenwin- 
kel gezählt  werden  sollen,  so  sind  die  drei  Coordinaten  des 
Punctes  K auf  diese  Axen  bezogen: 

I = sin  D,  y = cos  D cos  T,  x = cos  h sin  T 

Ferner  sind  die  Coordinaten  von  K,  bezogen  auf  drei 
rechtwinklige  Coordinatonaxen,  von  denen  die  eine  senkrecht 
auf  dem  Stundenkreise  des  Instruments  steht,  während  die 
beiden  anderen  in  der  Ebene  desselben  liegen  und  wo  die 
Axe  der  ,r  mit  derselben  Axe  des  vorigen  Systems  zusam- 
menfällt: 

z = sin  t , 1/  = CO«  t CO»  (t  — to)i  * — cos  »'  sin  (!  — /„) 

Da  nun  die  Axen  der  2 in  beiden  Systemen  den  Win- 
kel A mit  einander  bilden,  so  hat  man  nach  den  Formeln  für 
die  Transformation  der  Coordinaten  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

sin  U = cos  A »in  t — sin  A cos  i cos  (/  — /„) 
cos/><sin  T ~ cos  i sin  (/  — 1„) 
cos  t)  cos  7'  = sin  A sin  f + cos  A co»  i'  cos  (t  — ) 

Da  nun  A,  { und  D,  wenn  das  Instrument  nahe  be- 
richtigt ist,  sehr  kleine  Gröfsen  sind,  so  crhillt  man  hieraus: 

l>  — I — A cos  — 

r = t-t. 

Das  Fernrohr  ist  nun  an  der  Axe,  welche  den  Declina- 
tionskreis  trägt,  befesligt  und  man  nehme  an,  dafs  die  Richtung 

30* 
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der  Gcsichtslinie  desselben  nach  dem  Objeetive  zu  mit  der  Seite 
der  Axe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90  + c macht,  wo  r 
wieder  der  Collimationsrclilcr  genannt  wird.  Ist  nun  diu» 
Fernrohr  auf  einen  Piinet  des  Himmels  gerichtet,  dessen  De- 
diniition  6 und  dessen  Stimdenwinkel  von  dem  angenommenen 
Anfangspuncte  gezählt,  t ist,  so  sind  die  (’oordinaten  dieses 
Punctes: 

z — sin  S,  y = cos  6 cos  r und  x = cos  S sin  r 

Nun  geht  die  Theiinng  auf  dem  Kreise  von  Süden  durch 
Westen,  Norden,  Osten  von  O"  bis  36t>"  oder  von  0*  bis  24*. 
Geht  also  das  Kreisende  in  der  Keetascension  dein  F'ernrohre 
voran,  so  zeigt  dieses  nach  einem  Piincte,  dessen  Stunden- 
winkcl  kleiner  ist  als  der  des  Punctes  K.  Denkt  man  also 
die  Axe  der  y nach  dem  Puncte  gedreht,  wo  dieselbe  in  einem 
üeclinationskreise  mit  K liegt,  wenn  das  Fernrohr  auf  das 
Object  gerichtet  ist,  so  werden  dann  die  Coordinaten: 

; = sin  6,  ;/  = cos  S cos  (T— r),  x = cos  S sin  (7’  — r) 

Folgt  dagegen  das  Kreisende  dem  Fernrohre  in  «1er 
Keetascension,  so  mufs  man  liir  die  Coordinaten  nehmen: 

z = sin  S,  y = cos  6 cos  {r—T),  x = cos  6 sin  (j—T) 

Denkt  man  sich  mm  den  Punct  O,  nach  welchem  das 
Fernrohr  gerichtet  ist,  auf  ein  Axensystem  bezogen,  von  wel- 
ehem  die  Axe  der  y parallel  der  Dcclinationsaxe  des  Instru- 
ments, also  nach  K gegehtet  ist  iinil  die  Axe  der  x mit  der 
entsprechenden  i\xe  des  vorigen  Systems  zusammcnfällt,  so 
sind  «lie  drei  C'oordinaten  iles  Punctes  (),  wenn  man  mit  A' 
«lic  am  Kreise  abgelesene  Declination  bezeichnet: 

z = sin  ü'  cos  c,  y — — sin  c 

und: 

X “ cos  b'  cos  c 
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Da  nun  die  Axen  der  z in  beiden  Syätcnieii  den  Winkel 
D mit  einander  bilden,  so  hat  man  nach  den  Formeln  fiir 
die  Transformation  der  Coordinaten: 

— sin  c = cos  6 cos  (r—  l")  cos  D + sin  6 sin  L) 

oder: 

— c — cos  8 cos  (t—1’)  + . sin  ä 

mithin,  wenn  man  fiir  T)  und  7'  die  vorher  gefundenen  Werthe 
setzt: 

— c = [i  cos  0—/,,)]  sin  Ä + cos  8 cos  |r  — (/  — /„)j 

Daraus  folgt,  dafs: 

cos  |t  - (<-<„)] 

eine  kleine  Gröfse  ist.  Schreibt  man  also: 
sin  [!»0  - 7 + (<  — /o)] 

statt : 

cos  fr  - (/  — /„)J 

so  kann  man  den  Sinus  mit  dem  Bugen  vertauschen  und  er- 
hält dann  den  wahren  Stundenwinkel: 

7 = 90  + — — A cos  — taug  6 + i'  lang  8 + c sec  8 

wenn  das  Kreisende  dem  Fernrohre  folgt,  und: 

7 = (<— — 90  — A cos  ((—<„)  lang  ö — i'  taug  8 — c .sec  8 

wenn  das  Kreisende  dem  Fernrohre  vorangeht. 

Will  man  die  Angaben  der  Nonien  cinführen,  so  ist, 
wenn  t diese  Ablesung  am  Nonius  und  At  den  Indexfehler 
desselben  bezeichnet: 

7 = t + At  — A sin  (7  — /i)  lang  8 ± i tang  6 ± c sec  8 

Da  nämlich  jetzt  die  Stundenwinkel  vom  Meridiane  uh 
gerechnet  sind,  so  ist,  wenn  das  Kreisende  folgt: 

7 - A = 7’  + 90  = / - + 90 
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und  wenn  diu't'clbc  vuniiiffelit: 

T ~ I,  = 7’  — 90  = < -/„  — 90 


Die  Coordinuten  tlc«  l’unctcs,  auf  wclehon  diu*  Fernrolir 
gerichtet  ist,  sind  iu  Beziehung  auf  den  walircii  Aequator 
aber  vom  Meridiane  des  Instruments  an  gerechnet: 


und : 


j — »in  6,  ;/  = cos  dsinfr  — A) 


X — CO»  6 CO»  (r  — A) 


Dieselben  Courdinaten  bezogen  auf  drei  Axen,  von  de- 
nen die  der  .r  mit  der  vorigen  zusammcniullt , walireud  die 
der  z senkrecht  auf  dem  Stundenkreise  des  Instruments  an- 
genommen wird,  sind: 


i = sind',  (/  = cos  6' sin  (/— A),  X = cos  Ä cos  (r— A) 


wo  r’  — /(  die  Ablesung  am  Kreise  ebenfalls  vom  Meridiime 
des  Instruments  ab  gezählt  ist.  Da  nun  die  Axen  der  ; in 
beiden  Systemen  den  VN'inkel  >■  mit  einander  bilden,  so  hat 
man  die  drei  Gleichungen: 

cos  6'  sin  (/  — A)  = cos  ö sin  (r  — A) 

co»  6'  cos  (7'  — A)  = CO»  6 co»  (7— A)  cos  ).  — sin  Ö sin  X 
»in  6'  = co»  S co»  (7  — A)  sin  X + »in  6 cos  X 

Hieraus  erhält  man: 

sin  d'  = »in  (5  + a cos  6 co» 
cos  ö'  = co»  6 — A »in  6 co»  (.-  — A) 

lüsu  : 

b = b'  — co»  (7— A) 

oder,  wenn  man  mit  .iö  noch  den  Indexfehlcr  bezeichnet: 
b ~ + AÖ  — X co»  (7 — A) 

Diese  Gleichung  gilt,  wenn  die  Theilung  tles  Kreises  iin 
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Sinne  der  Deolinationeii  fbrfgeht,  im  uiulern  Falle  nmls  man 
nehmen: 

6 = 3ü0  — Ö'  — Aö  -f  A cos  (T~h) 

Das  vorige  setzt  nun  aber  voraus,  dafs  die  Felder  c und 
i Null  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  .so  inufs  inan  statt  des 
an  dem  Kreise  abgelesenen  6'  in  die  beiden  vorigen  Formeln 
einfiihren : *) 

b'  — sin  i (i* c)  ’ lang  (4 5 -f  J ö)  + sin  !.  (i'  — c)  ’ cotang  (4.'i i 6) 

12.  Die  Fehler  i und  c kann  man  durch  die  Beobach- 
tung zweier  Sterne,  von  denen  der  eine  dem  Pole  und  der 
andre  dem  Aequator  nahe  steht  und  von  denen  jeder  in  bei- 
den Lagen  des  Kreises  beobachtet  wird,  hndcu.  Dann  erhält 
man  nämlich  iiir  jeden  Stern  die  beiden  Gleichungen: 

r = t'  + Ar  — A sin  (r  — A)  taug  b + i lang  b + e sec  6' 

wenn  der  Kreis  folgt  und: 

r,  = t',  + At  — A sin  (r,  — A)  lang  ö — t taug  6 — c sec  b 

wenn  der  Kreis  vorangeht.  Folgen  nun  die  beiden  Beob- 
achtungen schnell  aufeinander,  sodafs  r eine  kleine  Gröfse 
ist,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Sternzeiteii  der  beiden  Be- 
obachtungen mit  t)  und  bezeichnet: 

f taug  b + c scc  6 = l--"- ^ 

2 

und  aus  dieser  Gleichung  wird  man  in  V'erbindung  mit  der 
ähnlichen  Gleichung,  welche  die  Beobachtungen  des  zweiten 
Sterns  geben,  i*  und  c bestimmen  können. 


*)  Vergl.  Nr.  9 äieses  Abschnitts. 
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Keimt  inaii  so  die  Fehler  i und  c,  so  erhält  man  die 
Fehler  der  Aufstellung  des  Instruments,  A und  /<,  und  die 
Fehler  der  Nonien  durch  die  Beobachtung  eines  bekannten 
Sterns.  Man  hat  nämlich,  wenn  das  Kreisende  folgt:*) 

r = t'  + Ar  — A sin  (r  — Ä)  tang  6 
S = S + Aö  — A cos  (r— A) 

wenn  nämlich  bei  dieser  Lage  des  Kreises  die  Theilung  des- 
selben im  Sinne  der  Declination  fortgeht.  Für  eine  zweite 
Beobachtung  desselben  Sterns  hat  man  ebenso: 

7,  = r/  + A r — A sin  (r,  — A)  tang  6 
6,  = d/  + Aö  — A cos  (r,  — A) 


Setzt  iimn  nun: 


und: 


(d-Ö'J  - [ö = J> 


so  erhält  man: 

l ~ ’i  tung  o cas  f — h j am 


und : 


oder: 


und: 


D 


= - 2 A sin — h sin 

V 2 ) 

/t,  + 7 , \ !>  . 

»g  ~ ~ f ^ 


5 D 


Sill  ( — n ) Sill  

\ -2  ) -2 


*)  Wo  jetzt  / und  6'  von  den  Fehlem  c und  f schon  befreit  an- 
gcnouiuien  werden. 
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Die  ludexi'ehler  der  Nonien  erliält  iiiaii  dann  aus  den 
ursprünglichen  Gleichungen  fUr  r oder  r‘  und  d oder  ä^.  Da 
nun  die  am  Instrumente  abgelesencn  Gröfsen  t',  t',  6'  und 
6/  alle  mit  der  KeCraction  behaftet  sind,  so  mufs  man  auch 
iür  7,  7^,  6 und  die  scheinbaren,  durch  die  liefraction  ge- 
änderten Stundenwinkel  und  Declinatiuncn  anwenden.  Hat 
man  aber  nicht  sehr  nahe  am  Horizonte  beobachtet,  so  kann 
man  für  die  Kefraction  den  einfachen  Ausdruck  setzen: 

di  = 57"  cotang  A 

und  erhält  dann  die  entsprechenden  Aenderungen  des  Stun- 
denwinkeis und  der  Declination  durch  die  Formeln: 

. M . sin  p 

dt  = — n?  cotang  A . ^ 

coso 

und: 

dS  = + 57".  cotang  A . cos  p 

wo  p der  parallactische  Winkel  ist,  welcher  durch  die  For- 
meln gefunden  wird  (I  N'r.  7): 

cos  <p  cos  / = n sin  N 
sin  q)  = n cos  A'^ 

cos  (p  sin  t 
ncon(S  + N) 

oder: 

cos  A sin  p = cos  9 sin  t 
cos  A cos  p ■=  n cos  (Ä  + N) 

Die  Höhe  h findet  inan  dann  durch  die  Gleichung: 
sin  A = n sin  (A^ -<■($) 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke  für  dl 
und  dÖ,  so  erhält  man  auch: 

57"  cos  9 sin  t 
cos  6 sin  (5  + N) 
d6  = + 57"  cotang  (AT+6) 
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Da  nun  sin  j>  immer  das  Zcictien  vun  sin  t hat,  so  winl 
der  Stundenwinkel  der  Sterne  durch  die  Rut'raction  immer 
vermindert  im  ersten  und  zweiten  Quadniiiten,  dagegen  ver- 
gröfsert  oder  der  absolute  Werth  ebenfalls  vermindert  im  drit- 
ten und  vierten  Quiulranten. 


Ist  6 <C[  <p,  so  ist  sin  ö cos  (j>  immer  kleiner  als  cos  ö sin  cp 
also  ist  dann  cos  j>  immer  positiv.  Dann  wird  also  die  De- 
clination  durch  die  Kefraction  stets  vergröfsert.  Ist  dagegen 
Ö ]>.  c(>,  so  ist  cos  p im  zweiten  und  dritten  (Quadranten  von 
l immer  positiv,  dort  wird  also  die  Dcclination  durch  die  Ke- 
fraction immer  vergröfsert.  Im  ersten  und  vierten  (Quadran- 
ten wird  die  Declination  aber  auch  verkleinert  und  zwar  ist 
dies  der  Fall  fiir  alle  Stundenwinkel,  welche  gegeben  sind 
durch  die  Gleichung: 


cos  t < 


tiing  cp 
laug  d 


Hat  mau  nun  die  Fehler  h und  7.  durch  die  Keobachtun- 
gen  bestimmt  und  will  dieselben  wegschaffen,  so  kann  mau 
dies  einiach  durch  die  Verstellung  der  Rotationsaxe  des  In- 
struments in  horizontaler  und  verticaler  Richtung  bewerkstel- 
ligen. Ist  nämlich  ij  der  Bogen  eines  gröfsten  Kreises,  wel- 
cher vom  Pole  des  Instruments  senkrecht  auf  den  Meridian 
gefällt  ist  und  x die  Entfernung  der  Projection  auf  den  Me- 
ridian vom  Weltpole,  so  ist; 


und: 


lang  I = taug  7.  cos  h 


sin  y = sin  7.  sbi  A 


Man  braucht  also  nur  d:is  eine  Ende  der  Rotationsaxe 
durch  die  zu  diesem  Zwecke  angebrachten  »Stellschrauben  in 
horizontaler  Richtung  um  »/  und  in  verticaler  Richtung  um  x 
zu  ändern. 
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IV.  Das  Mittagsl'enirohr  uiid  der  Meridiankreis. 

13.  Da.s  Mittagsicrnrohr  ist  ein  Azinmtalinstninient,  wel- 
ches in  der  Ebene  des  Meridians  aufgestellt  ist.  Die  hori- 
zontale Drehiingsaxe  des  Instruments  ist  daher  jetzt  von  Ost 
nach  W'est  gerichtet,  damit  das  darauf  senkrechte  Fernrohr 
sich  in  der  Ebene  des  Meridians  bewegt. 

liuht  diese  Axe  wieder  anf  zwei  Stützen,  welche  auf 
einem  Azimutalkreise  befestigt  sind,  so  hat  inan  die  Einrich- 
tung eines  tragbaren  Passageninstruments.  Bei  den  fest  auf- 
gestellten, gröl'scren  Instrumenten  fallt  dagegen  dieser  Azimu- 
talkreis fort  und  die  Zapfenlager  der  Drehiingsaxe  sind  an 
zwei  steinernen  und  von  dem  Beobachter  isolirt  aufgestellten 
Pfeilern  befestigt.  Das  eine  Zapfenlager  ruht  dann  auf  Schrau- 
ben, vermittelst  welcher  man  dasselbe  höher  oder  niedriger 
stellen  kann,  um  die  Ilorizontalität  der  Drehungsaxe  zu  be- 
richtigen, das  andre  Zapfcidagcr  läl'st  sich  dagegen  durch 
Schrauben  parallel  mit  der  Ebene  des  Meridians  verschieben, 
sodafs  man  hierdurch  das  Instrument  so  genau  als  möglich 
in  den  Meridian  bringen  kann. 

Das  eine  Ende  der  Axe  trägt  einen  Kreis,  welcher  bei 
einem  blos  zur  Beobachtung  der  Meridiandurchgänge  be- 
stimmten Instrumente  (Mittagsfenirohre  oder  Passageninstru- 
mente) zum  Aufllindcn  der  Sterne  dient.  Ist  der  Kreis  so 
genau  getheilt,  dafs  inan  damit  auch  die  Meridiiuihöhen  der 
Sterne  beobachten  kami,  so  heifst  das  Instrument  ein  Me- 
ridiankreis. ln  der  Folge  soll  der  Ilöhenkreis  des  Instru- 
ments zuerst  aulser  Acht  gelassen  und  dasselbe  als  blofses 
Passageninstrument  betrachtet  werden. 

Die  Umdrehungsaxe  treffe  die  scheinbare  Himinclskugel 
nach  der  Seite  des  Kreisendes  zu,  welches  auf  der  Westseite 
angenommen  wird,  in  einem  Pimcte,  dessen  Höhe  über  dem 
Horizonte  b und  dessen  Azimut  5)0— Ir,  wo  die  Azimute  wie 
gewöhnlich  von  Süden  durch  Westen  herum  von  0®  bis  360" 
gezählt  werden.  Dann  sind  die  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
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iiatcn  dieses  Punctes  in  Bezug  aut'  ein  Axensysteni,  dessen 
Axe  der  z senkrecht  auf  der  Ebene  des  Horizonts  ist,  während 
die  Axen  der  j;  und  y in  der  Ebene  desselben  liegen  und 
zwar  so,  daCs  die  ]>usitivc  Seite  der  Axen  der  x und  y rc- 
spective  nach  dem  Süd-  und  dem  Westpuncte  gerichtet  ist; 

z = 8Ü1  h 
y = CO»  b cos  k 
X = cos  b »in  k 

Nennt  man  dann  die  Declination  dieses  Punctes  n,  den 
Stundenwinkel  dagegen  90  — w,  so  sind  die  Coordinaten  des- 
selben, bezogen  auf  ein  Axensystem,  «lessen  Axe  der  z senk- 
recht auf  der  Ebene  des  Aequators  ist,  während  die  Axe  der 
y mit  derselben  Axe  des  vorigen  Systems  zusammeniallt : 

z = »iu  n 
y — cos  n cos  »i 
X — cos  fl  sin  tn 

Da  nun  die  Axen  der  z in  beiden  Systemen  den  W'iii- 
kel  90  — (j)  mit  einander  bilden,  so  hat  mau  die  Gleichungen : 

sin  n = sin  sin  9 — cos  b »in  k cos  q> 

cos  n sin  m = sin  b cos  9 + cos  b sin  k sin  9 

cos  n cos  m = cos  b cos  k 

Ist  das  Instrument  nahe  berichtigt,  sind  also  b und  k 
und  ebenso  m und  n kleine  Grüfsen,  deren  Sinus  man  mit 
den  Bogen  vertauschen  und  deren  Cosinus  man  gleich  eins 
setzen  kann,  so  erhält  man  hieraus  die  Näherungsformeln: 

n = i sin  9 — t cos  9 

»I  = h cos  + k sin  9 

oder  auch  die  umgekehrten  Formeln: 

b = n sin  9 + m co»  9 
i-  = — fl  cos  9 + f/i  sin  9 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs 
mit  der  Seite  der  Umdrehungsaxo  nach  dem  Kreisende  zu 
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den  Winkel  fM)  + c bildet  nnd  dafs  dasselbe  auf  ein  Objeet 
gerifditet  ist,  dessen  Declination  (S  und  dessen  Kectnscension 
um  T gröfser  als  die  des  culminirenden  Punctes  des  Acquators 
ist,  sodafs  fiir  obere  Culminationen  r der  östliche  Stundenwinkel 
des  Sterns  ist  oder  die  Zeit,  welche  der  Stern  braucht,  um 
vom  beobachteten  Orte  zum  Meridiane  zu  gelangen,  so  sind 
die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Ebene  des 
Aequators,  wenn  die  Axe  der  a;  im  Meridiane  angenom- 
men wird: 


: = sin  5,  y ~ — cos  S sin  T 


und: 


r = cos  8 cos  7 


oder,  wenn  man  die  Axe  der  ,r  in  der  Ebene  des  Aequators 
senkrecht  auf  der  Umdrehungsaxe  des  Instruments  annimmt: 


und: 


z = sind,  y — — cos  6 sin  (r  — m) 


7 = cos  S cos  (t — m) 


Dann  ist  r — m die  Zeit,  welche  der  Stern  braucht,  um 
von  dem  beobachteten  Orte  in  den  Meridian  des  Instru- 
ments zu  gelangen  d.  h.  in  die  Ebene,  welche  senkrecht  auf 
der  Umdrehungsaxe  steht. 

Denkt  man  sich  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  und 
zwar  die  Axe  der  ,r  mit  der  vorigen  zusammcnfallend , die 
Axe  der  y dagegen  nicht  mehr  in  der  Ebene  des  Aequators, 
sondern  parallel  der  Umdrehungsaxe  des  Instruments , so 
wird : 

y = — sin  c 

und  da  die  Axen  der  z in  beiden  Systemen  den  Winkel  n 
mit  einander  bilden,  so  hat  man  nach  den  Formeln  fiir  die 
Transfominlion  der  Coordinaten: 

sin  c = — sin  n sin  6 + cos  n cos  8 sin  (r  — m) 
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Für  untere  Ciiliniiiutioncn  1 allt  zwar  r — ;n  auf  dies>clbc 
Seite  clc8  Meridian»  de»  Instrument»,  da  aber  dann  der  Stern 
eher  in  den  Meriditui  de»  Instrument»  kommt  als  an  den  Ort, 
an  weleliem  derselbe  beobachtet  wird,  so  ist  r— ?«  negativ  zu 
nelmien,  »odaf»  man  dann  für  die  Coordinaten  des  Punctes, 
auf  welchen  das  Fernrohr  gerichtet  ist,  erhält: 


I = sin  6,  y = + cos  S sin  (r  — m) 


mithin: 


»in  c =:  — »in  n »in  8 — cos  n cos  S »in  (r  — m) 


Für  untere  Cidminutioncn  hat  man  also  nur  das  Zeichen 
des  zweiten  Oliedes  in  der  Formel  fiir  r zu  verändern;  man 
kann  daher  auch  als  allgemeine  Formel: 

»in  r = — »in  n »in  £ + co»  n cos  8 sin  (j  — m) 


nehmen  und  hat  dann  nur  fiir  untere  ('uhninationen  180—6 
statt  8 zu  nehmen.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun: 

OOS  n sin  (r  — w)  = sin  ii  Uing  6 + »in  e scc  8 

und,  wenn  man  hierzu  die  identische  (ileichiing  addirt: 
cos  n »in  m — co»  n sin  m 

»o  erhält  man: 


2 cos  n »in  J t cos  [ 1 r— rn  j = co»  n sin  m + sin  n tnng  Ä + sin  c sec6  (o) 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  n,  m und  t kleine  Gröfsen  sind, 
dafs  also  da»  Instrument  in  seinen  Theilen  nahe  berichtigt 
ist,  so  erhält  man  die  Nähcrungsfonnel: 

T = m + n lang  d + c »ec  8 *) 

Dies  ist  die  von  Bessel  vorgcschlagene  Formel  zur  Be 
rechnung  der  Beobachtungen  am  Passagcninstrumentc. 


*)  Wie  man  auch  unmittelbar  au»  der  Gleiclmng  fiir  cos  n sin  (r— m) 
findet. 
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Kennt  inan  nun  t und  ist  7’  die  Uhrzeit  der  Beobach- 
tung des  Sterns,  so  ist  die  Uhrzeit,  zu  welcher  der  Stern  ini 
Meridiane  war  T+t.  Ist  dann  der  Stiuid  der  Uhr  gegen 
Sternzeit,  so  ist  T+r+At  die  Sternzeit,  zu  welcher  der  Stern 
im  Meridiane  war  oder  die  Kectasccnsion  des  Sterns.  Nennt 
man  diese  </,  so  ist  also: 

a = T + At  + m + n tang  6 + <•  sec  S 

Kennt  man  also  At,  so  kann  man  die  Kectasccnsion  <t 
des  Sterns  bestimmen  und  umgekehrt  findet  man,  wenn  man 
die  Rcctascension  des  Sterns  kennt,  durch  die  Beobachtung 
desselben  am  Passageninstrumente  den  Stand  der  Uhr. 

Man  kann  nun  auch  t durch  />  und  k ausdriieken,  indem 
man  die  früher  gefundenen  Relationen: 

OOS  M sin  III  = sin  b cos  (p  + cos  b sin  cp  sin  ü 

sin  n --  sin  b sin  cp  — cos  b cos  cp  sin  t 

in  die  Gleichung  (<t)  substituirt.  Alan  erhält  dann: 

„ • , r.  1 ■ . PO»  (<P— S) 

2 sm  \ r cos  n cos  1 r— m I = sin  b = — 

cos  o 

...  sin  (qi  — 6)  . 

+ cos  b sm  <•  = — + c sec  o 

cos  o 

und  hieraus  die  N'üherungsforinel: 

cos  (cp— fi)  , sin  (cp— Ä)  ,, 

7 = h + k + c scc  fi 

CO»  ö cos  o 


Diese  Formel  heifst  die  Mayersche,  weil  sich  Tobias 
Mayer  derselben  zur  Rediiction  seiner  Meridian beobachtungen 
bediente.  Es  ist  dieselbe  Formel,  welche  vorher  aus  den 
Formeln  für  das  Azimutalinstrumcnt  hergeleitet  wurde. 

Hansen  hat  noch  eine  dritte  Form  der  Gleichung  fiir  r 
vorgeschlagen,  welche  für  die  Rcschnung  eigentlich  am  be- 
quemsten ist.  Addirt  inan  nämlich  die  beiden  Gleichungen: 

sin  cp’ 

sin  f»  lang  cp  = sm  b — cos  b sm  k sm  ci 

^ ’ cos  cp  ^ 


und: 


cos  n sin  m = sin  b cos  cp  + cos  b sin  k sin  qi 
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so  findet  inan: 

cos  n sin  m = sin  />  sec  cp  — sin  n lang  q> 

und,  wenn  man  diesen  Werth  von  cos  n sin  m in  die  Glei- 
chung (fl)  substituirt,  so  erhält  man  die  Näherungsforrael: 

T = b sec  q>  + n [tang  ö — lang  <pj  + c sec  ö 

Die  gegebenen  Formeln  gelten  alle,  wenn  das  Kreisende 
nach  Westen  zu  liegt.  Für  den  Fall,  dafs  das  Kreisende 
nach  Osten  gerichtet  ist,  wird  die  Höhe  des  westlichen  En- 
des der  Uindrehungsaxe  gleich  — b und  der  Winkel,  welchen 
die  Gesichtslinic  mit  dem  nach  Westen  gerichteten  Ende  der 
Axe  macht  90  — c,  während  k dasselbe  bleibt.  Man  hat  also 
für  diesen  Fall  nur  die  Zeichen  von  A und  c zu  ändern  und 
es  ist  nach  der  Mayerschen  Fonncl: 


fiir  obere  Culminationen : 


Kreis-Emle  West  « = T+Al  + b 
Kreis-Ende  Ost  « = T+Ai  — b 


cos  (9— ö) 
cos  6 

cos  (9— fi) 
cos  S 


+ k 
+ k 


sin  (9— Ä) 
cos  8 
sin  (9— Ä) 
cos  8 


+ c sec  8 
— c sec  8 


Für  untere  Culminationen  hat  man  nur  180  — 6 statt  6 
zu  setzen,  sodafs  man  erhält: 

cos  (cp + 6) 

Kreis- Ende  West« -ft  2*  = T+At  + b — 

cos  o 

sin  (9-^Äi)  . 

•f  k ^-5 — — c sec  o 

cos  0 

COS  (cp*fd) 

Kreis-Ende  Ost  ot  + 12*  = T At  ^ h — 

cos  o 

. sin  (9  + d)  j 

-t-  k -j — c sec  8 

cos  o 


Hat  man  viele  Sterne  auf  einmal  zu  berechnen,  so  ist 
die  Maycrsche  Form  nicht  die  bequemste,  sondern  man  wen- 
det dann  mit  mehr  Vortheil  die  beiden  anderen  Formeln  an. 
^\  ählt  man  die  Hesselsche  Form,  so  hat  man: 
n tang  ö -f  c sec  8 
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an  jede  ßeobaohtiing  anzuhringcn  und  erhält  dann  den  Uhr- 
stand gleich: 

« — T—m 

Bei  der  Hanscnschen  Formel  hat  man: 


n [tong  6 — tang  <p|  + c sec  6 
anzubringen  und  erhält  dann  den  Uhrstand  gleich: 
a — T — b sec  cp 

14.  Die  Nüherungsformeln  kann  man  nun  auch  direct 
ableiten.  Ist  das  Kreisende  im  Westen  und  um  h über  dem 
Horizonte,  so  wird  das  Fernrohr  sich  nicht  im  Meridiane  be-  , 
wegen,  sondern  den  gröfsten  Kreis  AZ’  B Fig.  15  beschrei- 
ben. Hat  man  dann  den  Stern  O beobachtet,  so  mufs  man 
zu  der  Zeit  der  Beobachtung  noch  den  Stundenwinkel : 

7 = O PO“ 

addiren.  Es  ist  aber:  ! 

( 

. sin  0(/  i 


und : 


tang  O — tang  b cos  (/  Z = tang  b cos  (cp  — fi) 


also  auch: 


T = b 


cos  (cp  — Ä) 
cos  ö 


Steht  ferner  das  Instrument  in  dem  Azimute  k,  so  wird 
sich  das  Fernrohr  in  dem  Verticsalkreise  ZA  Fig.  18  be- 
wegen. Man  hat  aber  wieder,  wenn  O der  beobachtete 
Stern  ist: 

. . sin  0 0 

sin  OPCt  — sin  7 = jr 

cos  o 


und : 


mithin: 


lang  0(i  — tang  k sin  f/ Z 


sin  (cp  - 6) 
cos  S 

31 
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Macht  endlich  die  Oesichtalinie  des  Fernrohre  mit  der 
Seite  der  Axe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90  + c, 
so  wird  sich  dieselbe  in  einem  kleinen  Kreise  parallel  mit 
der  Ebene  des  Meridians  bewegen,  sodafs  man  dann  zur 
beobachteten  Zeit  den  Stundenwinkel: 

OO' 

- = =;  c sec  0 

cos  o 

hinzuzulegen  hat.  (s.  Fig.  16). 

Für  die  untere  Culmination  findet  man  die  Formeln  leicht 
aut'  dieselbe  Weise. 

15.  Die  Gesichtslinic  des  Fernrohrs  des  Passageninstrii- 
ments  ist  wie  immer  durch  die  Richtung  vom  Mittelpuncte 
des  Objectivs  nach  der  Mitte  des  Fadenkreuzes  bestimmt. 
Der  senkrechte  Faden  stellt  dann  den  Meridian  dar,  und  an 
ihm  werden  die  Durchgänge  der  Sterne  beobachtet.  Um 
nun  aber  den  Beobachtungen  eine  gröfsere  Sicherheit  zu  ge- 
ben, beobachtet  man  die  Antritte  der  Sterne  nicht  allein  an 
diesem  Mittelfaden,  sondern  man  hat  zu  jeder  Seite  desselben 
noch  eine  Anzahl  mit  demselben  paralleler  Fäden,  an  denen 
man  ebenfalls  die  Durchgänge  nimmt.  Damit  man  nun  die 
Durchgänge  immer  an  denselben  Stellen  der  Fäden  beobachtet, 
ist  noch  ein  horizontaler,  also  gegen  die  vorigen  senkrechter 
Faden  eingezogen,  in  dessen  Nähe  man  die  Durch^nge 
nimmt.  Diesen  Faden  stellt  man  dadurch  genau  horizontal, 
dafs  man  einen  dem  Aequator  nahen  Stern  an  demselben 
entlang  durch  das  Feld  gehen  läfst  und  das  Fadenkreuz  mit- 
telst einer  zu  dem  Zwecke  angebrachten  Schraube  so  lange 
um  die  Axe  des  Fernrohrs  bewegt,  bis  der  Stern  den  Faden 
bei  seinem  Durchgänge  durch  das  Feld  nicht  mehr  verläfst. 
Stehen  nun  die  Fäden  zu  beiden  Seiten  des  ^Mittelfadens  im- 
mer gleich  viel  von  demselben  ab,  so  wird  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  Beobachtungen  an  allen  Fäden  die  Zeit  des 
Durchgangs  durch  den  Mittelfaden  sein.  Gewöhnlich  sind 
aber  die  Distanzen  der  Fäden  etwas  ungleich:  überdies  hat 
es  ein  Interesse,  aus  jedem  einzelnen  Faden  die  Zeit  des 
Durchgangs  durch  den  Mittelfaden  zu  erhalten,  indem  man 
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in  der  gröfscren  uder  geringeren  Uebereinstimniung  dieser 
Zeiten  eine  Prüfung  der  Güte  der  Beobachtungen  hat.  Man 
mufs  daher  auch  die  an  den  einzelnen  Seitenfäden  beobach- 
teten Durchgangazciten  auf  den  Mittelfaden  reduciren  können 
und  dazu  also  die  Distanzen  der  Fäden  vom  Mittelfaden 
kennen.  Diese  Distanz  y eines  Fadens  vom  Mittelfaden  ist 
aber  der  Winkel  am  Mittelpuncte  des  Objectivs,  welcher  von 
der  Richtung  nach  dem  Mittelfaden  und  von  der  nach  dem 
Seitenfaden  gebildet  wird.  Nun  war: 

Hin  (t  - w)  COH  n = «in  n tang  fi  + sin  c .ser  6 

Hat  man  nun  an  einem  Seitenfaden  beobachtet,  so  ist 
jetzt  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  von  der  Mitte  des 
Objectivs  nach  diesem  Seitenfaden  mit  der  Axe  nach  dem 
Kreisende  zu  macht,  gleich: 

90  + c + / •) 

WO  /'  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  Stern  früher 
oder  später  an  den  Seitentäden  kommt  als  an  den  Mittelfaden, 
[st  dann  7'  der  östliche  Stundcnwinkcl  des  Sterns  zur  Zeit 
seines  Durchgangs  durch  den  Scitenfaden,  so  hat  man: 
sin  (r'  — ni)  cos  n = .nin  n tang  S + sin  (c+f)  sec  b 
und,  wenn  man  von  dieser  Formel  die  erstere  abzieht: 

2 sin  J (r— /)  cos  (r'  + r)  — m]  cos  a = 2 sin  |/ co.s  [c+  \f\  sec  6 

Ist  das  Instrument  nalie  berichtigt,  sodafs  c,  n und  m 
kleine  Gröfsen  sind,  so  erhält  man  hieraus  die  folgende  Nä- 
herungsformcl , wenn  man  die  Zeit  r— t',  welche  man  zur 
Beobachtungszeit  an  einem  Seitenfaden  hinzuzulegen  hat,  um 
die  Durchgangszcit  durch  den  Mittelfaden  zu  erhalten,  mit  t 
bezeichnet : 

sin  t = sin  f sec  b 

Für  Sterne  in  der  Nähe  des  Pols,  für  welche  sec  b ei- 
nen sehr  grofsen  Werth  hat,  mufs  man  sich  dieser  Formel 


*)  Siehe  Fig.  1 7,  wo  O den  Mittelpuuct  des  Objectivs,  M den  Ort 
des  Mittelfadens  und  F den  des  Seitenfadens  bezeichnet. 

31  • 
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bedienen : fiir  Sterne , welche  weiter  vom  Pole  entfernt  sind, 
reicht  es  dagegen  hin,  einfach: 

t = f sec  6 

zu  nehmen. 

Will  man  die  Zeiten  des  Durchgangs  durch  den  Mittel- 
faden nicht  aus  den  einzelnen  Seitenfäden  haben,  so  kann 
man  auch  einfach  so  verfahren.  Sind  f , f etc.  die  Di- 

stanzen der  auf  der  Seite  des  Kreisendes  stehenden  Fä- 
den, qi',  tp",  9''  etc.  dagegen  die  Distanzen  der  auf  der  an- 
dern Seite  des  Mittelfadens  stehenden  Fäden,  so  berechne 
man  ein  für  allemal: 

,1 

n 

wo  n die  Anzahl  aller  Fäden  ist.  Dann  hat  man  zu  dem 
arithmetischen  Mittel  aus  den  Bcobachtungszeiten  an  allen 
Fäden  die  Gröfse: 

± a sec  Ä 

hinzuzulegcn,  wo  das  obere  Zeichen  für  Kreis  Ende  M'esf, 
das  untere  für  Kreis  Ende  Ost  gilt.  Für  untere  Culmina- 
tionen  hat  man  die  Zeichen  umgekehrt  zu  nehmen. 

Die  Gleichung: 

sin  < = sin  / sec  d 

dient  auch  dazu,  die  Fädendistanzen  selbst  zu  bestimmen, 
indem  man  die  Durchgänge  eines  dem  Pole  nahen  Sterns 
durch  die  Fäden  beobachtet  und  dann: 

f = sin  / cos  6 

berechnet,  wo  t der  Unterschied  der  Durchgangszeiten  durch 
den  Seitenfaden  und  Mittelfaden,  in  Bogen  verwandelt,  ist. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  die  Werthe  der  Fädendistanzen 
sehr  genau.  Für  den  Polarstem  z.  B.  ist : 

cos  fi  = 0 . 02609 

also  bringt  ein  Fehler  von  einer  Zeitsecunde  in  dem  Unter- 
schiede der  Durchgangszciten  erst  einen  Fehler  von  etwa  0".03 
Zeit  in  der  Fädendistanz  hervor. 
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Gauls  hat  eine  andre  Methode,  die  Abstände  der  Fäden 
in  Fernrohren  zu  bestimmen,  vorgeschlagen. 

Da  nämlich  Strahlen,  welche  parallel  auf  das  Objectiv 
eines  Femrohre.s  fallen,  in  dem  Brennpuncte  desselben  ver- 
einigt werden,  so  treten  nach  dem  Reciprocitätagesetze  des 
Lichts  Stralden,  welche  von  einem  im  Brennpuncte  des  Ob- 
jectivs  befindlichen  leuchtenden  Puncte  kommen,  parallel  aus 
dem  Objcctive  aus.  Gehen  die  Strahlen  von  verschiedenen 
Puncten  aus,  welche  alle  dem  Brennpuncte  nahe  liegen,  so 
sind  dieselben  nach  ihrem  Durchgänge  durch  das  (Jbjectiv 
gegen  einander  so  geneigt,  wie  die  von  jenen  Puncten  nach 
dem  Mittelpuncte  des  Objectivs  gezogenen  geraden  Linien. 
Stellt  man  nun  vor  dem  Objectiv  des  Fernrohrs  ein  zweites 
auf,  durch  welches  man  Gegenstände,  die  uncndli<‘li  weit  ent- 
fernt sind,  deren  Strahlen  also  diis  Objectiv  parallel  treffen, 
deutlich  sicht,  so  wird  man  durch  dies  zweite  Fernrohr  einen 
im  Brennpuncte  des  ersteren  befindlichen  leuchtenden  Punct 
deutlich  sehen.  Ist  daher  im  Brennpuncte  des  ersteren  Fern- 
rohrs ein  System  von  Fäden,  wie  im  Mittagsfernrohre,  ange- 
bracht, so  sieht  man  dasselbe  durch  das  zweite  Fernrohr 
deutlich,  wenn  die  Fäden  nur  gehörig  beleuchtet  sind.  Dies 
kann  man  aber  immer  einfach  dadurch  bewirken,  dafs  man 
das  Ocular  des  ersteren  Fernrohrs  gegen  den  Himmel  oder 
irgend  einen  hellen  Gegenstand  richtet.  Ist  dann  das  zweite 
Fernrohr  mit  einem  Winkelinstrumcnte  verbunden,  durch  wid- 
ches  man  horizontale  Winkel  messen  kann,  so  kann  inan  da- 
mit die  scheinbare  Gröfse  des  Abstandes  der  Fäden  ebenso 
wie  andre  Winkel  messen. 

Um  das  Fadenkreuz  genau  in  den  Brennpunct  des  ()b- 
jcctivs  zu  bringen,  ändert  man  zuerst  die  Stellung  des  Ocu- 
lars  gegen  das  Fadenkreuz  so  lange,  bis  man  dasselbe  voll- 
kommen scharf  sicht.  Dann  ist  das  Fadenkreuz  in  dem 
Brennpuncte  des  Oculars.  Darauf  stellt  man  das  Fernrohr 
auf  irgend  einen  sehr  weit  entfernten  terrestrischen  Gegen- 
stand oder  auf  einen  Stern  ein  und  ändert  die  Stellung  des 
ganzen,  das  Fadenkreuz  und  das  Ocular  enthaltenden  Thcils 
des  Instruments  so  lange  gegen  das  Objectiv,  bis  man  den 
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Gegenstand  deutlich  sieht.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  das  Fa- 
denkreuz im  Brennpiincte.  Um  sich  vollkommen  davon  zu 
überzeugen,  stellt  man  einen  Faden  auf  ein  sehr  entferntes 
irdisches  Object  ein  und  bewegt  das  Auge  vor  der  Ocular- 
öffnung  nach  rechts  oder  links.  Dann  darf  das  Bild  des 
Objects  das  Fadenkreuz  nicht  verlas.sen.  Ist  dies  aber  nicht 
der  Fall,  so  ist  cs  ein  Zeichen,  dafs  das  Fadenkreuz  nicht 
genau  im  Brennpuncte  steht  und  zwar  steht  dasselbe  zu  weit 
vom  Objectiv,  wenn  bei  der  Bewegung  des  Auges  das  Auge 
und  das  Bild  des  Gegenstandes  sich  nach  derselben  Seite 
vom  Fadenkreuze  entfernen.  Gehen  aber  das  Auge  und  das 
Bild  nach  verschiedenen  Seiten,  so  ist  das  Fadenkreuz  dem 
Objective  zu  nahe.  *) 

Den  2()sfen  Juni  1850  wurde  der  Polarstern  bei  seiner 
nntem  Culminafioti  an  dem  Passageninstrninente  <ler  Bilker 
Sternwarte  beobachtet,  und  es  wiii-den  die  folgenden  Diirch- 
gangszciten  durch  die  einzelnen  Fäden  erhalten: 

Kreis  West. 

//  in  IV  V 

IS*  82'  7"  19'  4"  13*  5'  7"  :>2"  7"  12*  38'  9" 

Es  waren  also  die  Unterschiede  der  Zeiten: 

j-iii  ii-iii  m-iv  nr-v 

27'  0"  13'  57"  13'0"  2C'  58" 

Da  die  Dcclination  des  Polarsterns  an  dem  Tage: 

88®  so'  18".  01 

war,  so  findet  man  durch  die  Formel: 

/ = sin  f cos  6 


*)  Es  ist  übrigens  klar,  dals  die  Fademlistanzeu  nur  so  lange  die- 
selben bleiben,  als  die  Entfernung  des  Fadenkreuzes  von  der  Mitte  des 
Objectivs  nicht  geändert  wird.  Man  mufs  daher  das  Fadenkreuz  vor 
der  Bestimmung  der  Fädendistanzen  genau  in  den  Brennpunet  des  Fern- 
rohrs bringen  und  dann  unverriiekt  in  dieser  Stellung  lassen. 
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die  folgenden  Werthc  der  Fädendistanzen  für  den  Aequator: 
I-lII  = 42".  17  Il-Ill-  2l".84  , III -IV  = 20".  84  , III-V  = 42".  12 

An  demselben  Tage  wurde  der  Stern  t|  Ursae  majoris 
beobachtet : 

/ II  III  IV  V 

Urs.  maj.  Obere  Culm.  18.5  50.3  13*  4l'24".S  56".  0 30".0 

Die  Declination  des  Sterns  ist  50*’  4'.  Damit  erhält  man 
also  die  Fädendistanzen  nach  der  Formel: 

< = / sec  j 

/-///=  65".70,//-A/y  = 34".02  , III-IV  - 3l".69  , III-V  = 6h". 6t 

Da  der  Stern  zuerst  an  den  ersten  Faden  trat,  so  hat 
man  die  Fädendistanzen  zu  den  Beobachtungen  an  den  bei- 
den ersten  Fäden  zu  addiren  und  von  den  Beobachtungen 
an  den  beiden  letzten  Fäden  abzuziehen,  man  erhält  also 
aus  den  Beobachtungen  der  einzelnen  Fäden: 

13*  4l'  24".  20 
24  .32 
24  .30 
24  .81 
24  .38 

18*  41'  24".  SO 

Das  Mittel  aus  allen  Fädendistanzen  fiir  den  Aequator, 
wenn  man  dieselben  für  Faden  I und  11  (die  auf  der  Seite 
des  Kreisendes  stehen)  positiv,  für  Faden  IV  und  V negativ 
nimmt,  ist: 

,I  = + o".  31 

Nimmt  man  nun  das  Mittel  aus  den  Beobachtungen  des 
Sterns  »i  Ursae  majoris  an  den  einzelnen  Fäden,  so  er- 
hält man: 

13*  4l'  23".  82 

und  wenn  man  dazu  die  Gröfse: 

a sec  d = + O".  4 8 
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legt  und  zwar  mit  dem  positiven  Zeichen,  weil  der  Stern  bei 
Kreis  West  beobachtet  wurde,  so  findet  man  für  die  Durch- 
gangszcit  durch  den  Mitteliaden  im  Mittel  aus  allen  Fäden 
wie  vorher: 

13*  4l'  24".  30 

16.  Hat  das  Gestirn  eine  eigne  Bewegung,  so  niufs 
hierauf  bei  der  Reduction  von  dem  Scitcnfaden  auf  den 
Mittelfadcn  Rücksicht  genommen  werden.  Da  aber  ein  sol- 
ches Gestirn  auch  einen  mefsbaren  Durchmesser  und  eine 
Parallaxe  hat,  so  soll  jetzt  der  allgemeine  Fall  betrachtet 
werden,  dafs  man  den  Rand  eines  solchen  Gestirns  an  einem 
Seitenfaden  beobachtet  hat  und  daraus  die  Durchgangszcit 
des  Mittelpuncts  des  Gestirns  durch  den  Meridianfaden  her- 
Icitcn  will. 

Es  war  vorher  die  Gleichung  gefunden,  welche  fiir  Kreis 
West  gilt: 

sin  c = — sin  n sin  + cos  n cos  6 sin  (r  — m) 

Ist  nun  das  Gestirn  an  einem  Seitenfaden  beobachtet, 
dessen  Distanz  vom  Mittelfaden  / ist  und  wo  / positiv  zu 
nehmen  ist,  wenn  sich  der  Faden  auf  der  Seite  des  Kreis- 
endes befindet,  so  hat  man  wie  vorher  e+f  statt  / zu  setzen. 
Wenn  man  aber  nicht  den  Mittclpunct,  sondern  den  einen 
Rand  eines  Gestirns  beobachtet,  dessen  scheinbarer  Halbmes- 
ser //  ist,  so  hat  man  in  der  vorigen  Gleichung: 

c + / ± h' 

statt  c zu  nehmen,  wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der 
vorangehende,  das  untere,  wenn  der  nachfolgende  Rand 
beobachtet  ist.*)  Ist  dann  & die  Stemzeit  des  Antritts  an 
den  Faden  und  die  scheinbare  Rectascension  des  Gestirns, 
so  ist  der  östliche  Stiindenwinkel : 

7 = u - H 


*)  Hätttc  man  nämlich  den  vorangehenden  Kand  am  Mittelfaden 
beobachtet , so  würde  der  Mittclpunct  an  einem  Scitcnfaden , des- 
sen / = + A'  wäre,  in  dem  Augenblicke  beobachtet  sein. 
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und  man  hat  daher,  wenn  6'  die  scheinbare  Declination  des 
Gestirns  bezeichnet,  die  folgende  Gleichung: 

sin  [c  +y±A']  = — sin  n sin  d'  + cos  n cos  6'  sin  [u*  — 0 — wij 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  man  den  dein  Mittclpuncte 
vorangehenden,  das  untere,  wenn  man  den  nachfolgenden 
Rand  beobachtet  hat.  Bezeichnet  man  mit  A die  Entfernung 
des  Gestirns  vom  Beobachter,  wobei  als  Einheit  die  Entfer- 
nung vom  Mittclpunct  der  Erde  zum  Grunde  liegt,  so  hat 
man  auch: 

A sin  [c  + /±  A'I  = — A sin  n sin  6' 

— A cos  n cos  m cos  6'  sin  (0— a) 

— A cos  n sin  m cos  S'  cos  (d  — a) 

oder  da: 

c,  n,  in,  f,  h' 

also  auch  0— u'  kleine  Gröfsen  sind,  deren  Sinus  man  mit 
dem  Bogen  vertauschen  und  deren  Cosinus  man  gleich  eins 
setzen  kann: 

A cos  8'  cos  (tt'— 0)  = + A./  ± A.A'  + fB  A . cos  & + nA  . sin  8^  + cA 
Die  scheinbaren  Gröfsen  kann  man  nun  diuch  geocen- 
trische  ausdrücken.  Man  erhält  nämlich  nach  den  Formeln  (a) 
in  Nr.  4 des  zweiten  Abschnitts,  wenn  man  statt  der  Entfer- 
nung vom  Mittelpuncfe  der  Erde  die  Horizontalparallaxe 
einflihrt: 

A cos  d*  cos  a'  = cos  8 cos  fx  — p sin  * cos  ip'  cos  0 

A cos  8'  sin  u = cos  8 sin  a — q sin  x cos  tp'  sin  (-) 

A sin  8'  = sin  — q sin  x sin  cfi' 

woraus  man  leicht  findet: 

A cos  8'  cos  (ß  — u')  = cos  8 cos  (0  — a)  — p sin  x cos  <p' 

A cos  8'  sin  (0  — a’)  = cos  8 sin  (0— «) 

oder,  wenn  (-)—(/  ein  kleiner  Winkel  ist: 

A cos  8'  (0—«’)  = cos  d (0— a) 

A cos  ö'  = cos  Ä — p sin  X cos  tp' 

A sin  8'  ■—  sin  8 — q sin  x sin  <p' 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man  noch 
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mit  einer  fiir  diesen  Fall  vollkommen  genügenden  An- 
näherung : 

A = 1 — g «in  * CO»  (tp'~6) 

Zuletzt  hat  man  noch,  wenn  man  mit  /i  den  wahren  aus 
dem  Mittclpuncte  der  Erde  gesehenen  Halbmesser  des  Ge- 
stirns bezeichnet: 

A*'  = A 

Substituirt  man  nun  diese  Ausdrücke  fiir  die  scheinba- 
ren Grüfsen  in  die  oben  gefundene  Gleichung  lur: 

A CO*  («'— 0) 

so  erhält  man: 

cos  6 (a— 0)  — / [t  — sin  7C  cos  (<p'  — Ä)]  ± A 

+ fco»  6— 8 sin  n cos  (p'j  [m+n  tang  ö'  + c sec  Ä'] 

oder: 


(«) 


a = 0 ± 


cos  I 


1 —Q  sin  « cos  (cp'— 5) 
CO»  Ä 


, COS  <P^"1  r 9*1 

+ l — ßsin*  [m  + n tang  o +c  »ec  o] 


wo  im  letzten  Gliede  ö'  statt  6 beibehalten  ist,  weil  dasselbe 
in  dieser  Form  bequemer  ist.  Die  scheinbare  Decbnation  6' 
kann  man  aber  immer  mit  einer  hier  völlig  genügenden  Ge- 
nauigkeit von  einigen  Minuten  an  dem  Einstellungskreise  des 
Instruments  ablcsen.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  mufs  man 
auch  im  letzten  Gliede  die  wahren  geocentrischen  Gröfsen 
anwenden.  Es  ist  aber  das  letzte  Glied  in  der  Gleichung  für 

A cos  6'  (a  — 0) 

+ A co»  ö'  r/i  + A sin  Ä'  n + c A 


Setzt  man  hier  für: 

A cos  d',  A sin  ä' 

und  A die  vorher  gefundenen  Ausdrücke  und  führt  dann  fol- 
gende Bezeichnungen  ein: 

m'  = m — c cos  cp'  sin  ä 
n = n — c sin  cp'  g sin  st 
r'  = c — [m  cos  cp'  + n sin  cp']  Q sin  « 


Digitized  by  Google 


491 


80  werden  die  drei  Glieder  jct*t: 

CO«  S \nt  +n  lang  6 + c'  «ec  j| 

mithin: 

^ A ^ 1—0  sin  11  CO«  (<p'~6)  , , _ , 

a = 0 ± j + / — — + irt  +»  tang  d+c  «ec  d (/>) 

COSO  COS  6 


Hat  nun  das  Gestirn  eine  eigne  Bewegung,  so  erhält 
inan  die  Zeit,  zu  welcher  das  Gestirn  iin  Meridiane  war,  aus 
der  beobachteten  Durchgangszeit  0 durch  einen  Seitenfaden, 
wenn  man  zu  (->  die  Zeit  hinzulegt,  die  das  Gestirn  braucht, 
um  den  Stundenwinkel  m— 0 zu  durchlaufen.  Diese  Zeit  ist 
aber  gleich  diesem  Stundenwinkel  selbst  dividirt  durch  1— A, 
wenn  A.  die  Zunahme  der  Kectascension  in  Zeit  in  einer  Se- 
cunde  Stemzeit  bedeutet  Setzt  man  nun: 

l —Q  «in  X cos  (<p'—6)  _ 

(1— A.)  cos  Ä 

so  wird  also  die  Keduction  auf  den  Meridian: 

A »a*  + n’ tang  fi  + e' «ec  6 

“ * (l-A)co«Ä  + JZJ 

oder  auch: 

A 1 — o «in  5t  cos  m' sec  Ä'  , c 

= ± j + /F  + = — [m-fn tang d-fc sec  5] 

Läfst  inan  das  Glied  cos  6 fort,  so  erhält  man  die 

Zeit  der  Culmination  nicht  fiir  den  Mittelpunct,  sondern  für 
den  beobachteten  Band.  Läfst  man  dagegen  auch  im  letzten 
Gliede  den  Nenner  1— A fort,  so  gilt  die  Kectascension  des 
Bandes  des  Gestirns,  welche  man  durch  die  auf  diese  Weise 
gefundene  Sternzeit  der  Culmination  erhält,  nicht  iiir  die 
Zeit  der  Culmination  selbst,  sondern  fiir  die  beobachtete  Zeit 
des  Durchgangs  durch  den  Mittelfaden.  Da: 

l — Q sin  it  cos  <p'  «ec  6' 

immer  nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist,  so  kann 
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man  unter  der  Voraussetzung,  daTs  m,  n und  c sehr  klein 
sind,  diesen  Factor  auch  mit  1 vertauschen.*) 

In  den  Tabulis  Regiomontunis  hat  nun  Bcssel  eine  Tafel 
gegeben,  welcbc  die  Herechming  der  Gröfse  F ftir  den  Mond, 
aut'  welchen  das  vorige  hauptsächlich  Anwendung  findet,  er- 
leichtert. Diese  Tafel  giebt  nämlich  den  Logarithmen  von: 

1 —(j  sin  7t  cos  (<p*  — Ä) 

mit  dem  Argumente: 

log  g sin  7t  OOS  (q/  — 6) 

und  da.s  Coniplemeut  der  Logarithmen  von  1 — mit  dem 
Argumente  der  Aenderung  der  Kectasccnsion  in  12  Stunden 
mittlerer  Zeit.  Eine  andre  Tafel  giebt  den  Logaritbmen 

von  F für  die  Sonne  und  die  Gröfse  ; ^ z , beide  für 

(I  — A)  cos  o 

jeden  Tag  des  Jahres. 

flat  man  übrigen  ein  Gestirn,  welches  eine  eigne  Bewe- 
gung hat,  an  allen  Fäden  beobachtet  und  stehen  diese  in 
nahe  gleichen  Abständen  zu  beiden  Seiten  des  Mittelfadens, 
so  braucht  man  den  Werth  F nicht  zu  kennen,  indem  man 
einfach  das  Alittel  der  Fäden  nimmt  und  dazu  die  kleine 
Correction  legt,  welche  von  der  L^ngleichheit  der  Fäden 
abhängt. 

Beispiel.  Am  13ten  Juli  1848  wurden  in  Bilk  die 
Antritte  des  ersten  Mondrands  an  die  fiinf  Fäden  des  Pas- 


sageninstrumeuts  bei 

Kreis  West 

beobachtet : 

I 

17»  25' 

42".  9 

II 

26 

5 . 0 

in 

28  . 8 

IV 

26' 

5l".  0 

V 

2 7 

14.8 

Die  Distanzeu 

der 

Fällen 

sind  im  Mill 

Beobachtungen  : 

/ 42".  23  II  2l".  96  IV  20".  32  T 42"  30 


*)  Vergl.  über  das  vorige:  Kessel  Tabuluc  Kegiomontanae  pag.  LII. 
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Um  nun  aus  den  einzelnen  Fäden  die  Zeit  des  Durch- 
gangs durch  den  Mittclfadcn  zu  haben,  ist  zuerst  F zu  be- 
rechnen. Es  war  aber  an  dein  Tage: 

6 = - 18"  lO'.fi 

die  Aenderung  der  Rectascension  in  einer  mittleren  Stiinilc: 
129".  8 , :r  = .55'  n"  0 , A = 60".  1.5 

in  Zeit;  ferner  ist  fiir  Bilk: 

<p'  = 51"  l'.2  log  5 = 9 99912 

Da  nun  eine  Stunde  mittlere  Zeit  gleich  3(M)9".  Hfi  .Stemzeit, 
so  erhält  man : 

X = 0 . 0369G 

und  damit: 

F = 0 . 0.1565 

Multiplicirt  man  mit  diesem  Factor  die  Fädendistanzen, 
so  werden  diese: 

45".84  23".84  22".06  45".92 

Es  werden  also  die  Durchgangszeiten  durch  den  Mittel- 
faden aus  den  einzelnen  Scitenfäden: 

17*  26'  28".  74 
28  .84 
28  .80 
28  .94 

28  .88 

im  Mittel  ~I7*  26'  28".  84 

Das  Glied: 

h 

(1  — A.)  cos  6 

wird  gleich: 

+ 65".  67 

also  wird  die  Zeit  des  Durchgangs  des  Mittelpuncts  des 
Mondes  durch  den  Mittelfaden: 

17*  27'  34".  51 
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An  dem  Tage  war  nun  h und  k,  also  auch  m und  n = l), 
aber: 

<■  ^ + O".  09 

Nimmt  man  daher  den  Factor: 

1 — g sin  it  cos  cp'  sec  6' 

__  . 

gleich  1,  80  erhält  man  die  Zeit  des  Durchgangs  des  Mittel- 
piincts  des  Mondes  durch  den  Meridian  gleich: 

17*  27'  84"  60 

Ist  die  Parallaxe  des  Gestirns  gleich  Null  oder  doch 
sehr  klein,  wie  z.  B.  bei  der  Sonne,  so  wird  die  Formel  liir 
die  Keduction  auf  den  Meridian  einfacher.  Dann  wird 
nämlich: 


(1  — A)  cos  ö 

Gewöhnlich  beobachtet  man  bei  der  Sonne  auch  die  An- 
tritte der  beiden  Ränder  an  die  einzelnen  Fäden,  und  nimmt 
dann  zuletzt  das  Mittel  aus  den  Beobachtungen  beider  Rän- 

h 

der,  sodafs  man  das  Glied  , i nicht  weiter  zu  be- 

(1  — A)  cos  0 

rechnen  hat 

17.  Fs  ist  nun  zu  zeigen,  wie  man  die  Fehler  des 
Passageninstruments  durch  die  Beobachtungen  bestimmt. 

Die  Neigung  l>  der  Axe  des  Passageninstruments  wird 
immer  durch  das  Niveau  gefunden  nach  der  in  Nr.  1 dieses 
Abschnitts  gegebenen  Methode.  Den  Collimationsfchler  wird 
man  durch  die  Beobachtung  eines  irdischen  Objects  in  zwei 
verschiedenen  Lagen  des  Instruments  wegschafFen  oder  doch 
sehr  klein  machen  können,  wie  es  in  Nr.  1 des  dritten  Ab- 
schnitts gezeigt  ist.  Endlich  wird  man  auch  das  Instrument 
auf  die  dort  angegebene  Weise  sehr  nahe  in  den  Meridian 
bringen  können.  Nachdem  dann  das  Instrument  so  weit  be- 
richtigt ist  als  möglich,  mufs  man  die  kleinen,  noch  übrig 
bleibenden  Fehler  durch  die  Beobachtungen  bestimmen  und 
dann  dieselben  bei  jeder  einzelnen  Beobachtung  gehörig  in 
Rechnung  bringen. 
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Hat  man  nun  />  durch  das  Niveau  gefunden,  so  setze  man; 

_ b cos  (m  — Ä) 

T + = t 

cos  0 

Dann  hat  man  nach  der  Mayersclien  Formel  fiir  Kreis 
Ende  West: 

IX  = t + At  + i-  —-f — + c sec  ö 

cos  o 

Um  nun  den  Fehler  c zu  finden,  beobachtet  man  den- 
selben Stern  bei  Kreis  West  und  bei  Kreis  Ost  und  zwar 
wählt  man  hierzu  immer  einen  dem  Pole  sehr  nahen  Stern, 
a oder  6 Ursae  minoris,  einmal,  weil  man  bei  anderen,  sich 
schneller  bewegenden  Sternen  keine  Zeit  hat,  um  das  Instru- 
ment zwischen  den  Beobachtungen  der  einzelnen  Fäden  um- 
zulegen, dann  aber  auch,  weil  fiir  diese  Sterne  der  CoefB- 
cient  sec  6 von  e sehr  grofs  ist,  also  Fehler  in  den  beobach- 
teten Zeiten  nur  einen  kleinen  Einfiufs  auf  die  Bestimmung 
von  r haben.  Beobachtet  man  nun  einen  der  beiden  Sterne 
bei  Kreis  West  an  einigen  Fäden,  so  hat  man,  wenn  t die 
hieraus  im  Mittel  gefundene  Durchgangszcit  durch  den  Mit- 
telfaden  bezeichnet  und  schon  wegen  der  Neigung  corri- 
girt  ist: 

. , sin  (ro  — 6)  t 

rx  = I + A/  + i- — -f — + c sec  S 

cos  o 

Legt  man  nun  das  Instrument  um  und  beobachtet  wie- 
der denselben  Stern  bei  Kreis  Ost  an  einigen  Fäden,  so  ist, 
wenn  f jetzt  das  Mittel  der  auf  den  mittleren  Faden  redu- 
cirten,  beobachteten  Antritte  bezeichnet  und  zwar  wieder  we- 
gen der  Neigung  corrigirt: 

, ^ sin  (9  — Ä)  . 

IX  = r + At  + i s — — c sec  O 

cos  o 

Zieht  man  die  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so 
erhält  man  daraus: 

i'-i 
3 sec  S 

Hat  man  in  der  Richtung  des  Meridians  ein  irdisches 
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Object,  an  welchem  eine  Scale  angebracht  ist,  (Meridianzei- 
chen)  so  kann  inan,  wenn  inan  die  Gröfse  der  einzelnen 
Scalentheile  in  Seciinden  kennt,  durch  die  Beobachtung  des 
Objects  in  beiden  Lagen  des  Kreises  die  Gröfse  des  Colli- 
inationsfchlcrs  finden.  Dieser  ist  nämlich  gleich  der  HälBe 
der  zwischen  dem  Mittelfaden  in  beiden  Beobachtungen  be- 
findlichen Scalentheile.  Wenn  man  kein  irdisches  Object  hat, 
so  kann  inan  sich  statt  desselben  ebenso  bequem  eines  Fern- 
rohrs bedienen,  welches  man  dem  Fernrohre  des  Passagen- 
instruments gegenüber  so  aufstellt,  dafs  seine  optische  Axe 
der  des  anderen  Fernrohrs  parallel  ist.  Ist  dann  im  Brenn- 
puncte  dieses  Fernrohrs  ein  System  von  senkrechten  Fäden 
angebracht,  deren  Abstand  in  Secunden  man  kennt,  so  kann 
man  den  Collimationsfehler  wie  vorher  finden,  w'enn  man  den 
Ort  beobachtet,  in  welchem  der  Meridianfaden  einen  durch 
die  senkrechten  Fäden  des  andern  Fernrohrs  gezogenen  hori- 
zontalen Faden  schneidet.  Es  versteht  sich  hierbei  von  selbst, 
dafs  das  zweite  Fernrohr  einen  durchaus  festen  Stand  haben 
mufs,  damit  seine  Stellung  sich  nicht  während  der  Beobach- 
tung verändert. 

Man  kann  den  Collimationsfehler  auch  mit  Hülfe  eines 
horizontalen  Spiegels  und  des  Niveau’s  bestimmen.  Stellt 
man  nämlich  unter  das  nach  dem  Nadir  gerichtete  Fernrohr 
des  Passageninstruments  einen  horizontalen  Spiegel  *)  und 
nimmt  zuerst  an,  dafs  die  Umdrehungsaxe  des  Instruments 
genau  horizontal  und  die  optische  Axe  genau  senkrecht  auf 
der  Umdrehungsaxe  ist,  so  wird  das  von  dem  Fadenkreuze 
ausgehende  Licht  nach  dem  Durchgänge  durch  das  Objectiv 
parallel  und  senkrecht  auf  den  Spiegel  fallen,  sodann  von 
demselben  parallel  zurückgeworfen  und  durch  das  Objectiv 
wieder  so  gebrochen  werden,  dafs  es  sich  in  demselben  Puncte 
vereinigt,  von  weichem  es  ausgegangen  ist.  Steht  dagegen 


*)  Gewöhnlich  bedient  man  sich  hierzu  einer  mit  Quecksilber  an- 
gefüllten  Schaale  oder  eines  sogenannten  Quecksilberhorizonts,  weil  sich 
die  Oberfläche  desselben  von  selbst  horizontal  stellt. 
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die  optische  Axe  nicht  senkrecht  auf  der  Umdrehungsaxe, 
so  wird  das  Spiegelbild  nicht  mit  dem  Fadenkreuze  coinci- 
diren,  sondern  es  wird  in  der  Nähe  des  Fadenkreuzes  ein 
Hild  desselben  entstehen,  dessen  Entfernung  vom  Fadenkreuze 
selbst  gleich  dem  doppelten  Collimationsfehlcr  ist.  Durch  die 
Schrauben,  welche  diis  Fadenkreuz  senkrecht  gegen  die  opti- 
sche Axe  bewegen,  kann  man  dann  das  Spiegelbild  genau 
zur  Coincidenz  mit  dem  Fadenkreuze,  also  den  Collimations- 
fchlcr  auf  Null  bringen.  Man  kann  aber  auch  die  Gröfsc 
dieses  Fehlers  durch  das  Niveau  finden,  llewegt  inan  näm- 
lich nicht  das  Fadenkreuz,  sondern  erhöhet  man  das  Kreis- 
ende durch  die  dazu  dienenden  Schrauben,  bis  das  Hild  mit 
dem  Fadenkreuze  coincidirt,  und  nivellirt  dann  die  Axe,  so 
wird  die  gefundene  Erhöhung  des  Kreisendes  gleich  dem 
Collimationsfehlcr  des  Instruments  sein.  War  die  ursprüng- 
liche Neigung  der  Axe  nicht  gleich  Null,  sondern  b die  Er- 
höhung des  Kreisendes  und  findet  inan  dafür  V,  nachdem 
inan  die  Bilder  zur  Coincidenz  gebracht  hat,  so  ist  l! —h 
gleich  dem  Collimationsfehler. 

Um  nun  das  Spiegelbild  des  Fadenkreuzes  in  dem  Queck- 
silberhorizonte zu  sehen,  ist  es  nöthig,  dafs  man  das  Faden- 
kreuz beleuchte.  Dies  geschieht  einfach  dadurch,  dafs  man 
durch  eine  in  der  Ocularröhre  angebrachte  Seitenöffnung 
zwischen  dem  Fadenkreuze  und  dem  Ocularglase  eine  um  45® 
gegen  die  Axe  des  Fernrohrs  geneigte,  spiegelnde  Fläche 
anbringt,  welche  durch  eben  diese  Oeffnung  beleuchtet  wer- 
den kann  und  die  das  Licht  nach  dem  Objcctive  hin  reflec- 
tirt,  aber  nur  die  Hälfte  des  Sehfeldes  verdeckt.  Nach  Gaufs 
ist  es  wesentlich  erforderlich,  um  ein  glcichmäfsig  erleuch- 
tetes Gesichtsfeld  zu  erhalten,  dafs  sich  zwischen  der  spie- 
gelnden Fläche  und  dem  Fadenkreuze  keine  Linse  befindet. 
Man  inufs  daher  das  vordere  Glas  der  Ocularröhre  nach  dem 
Fadenkreuze  zu  vor  der  Beobachtung  hcrausnchmcii. 

Nachdem  nun  die  Neigung  und  der  Colliinatiunsfehler 
des  Instruments  gefunden  sind,  bleibt  noch  das  Azimut  des- 
selben sowie  der  Stand  der  Uhr  zu  bestimmen  übrig.  Zu 
dem  Zwecke  mufs  man  die  Beobachtungen  zweier  Sterne, 

32 
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deren  iicctaacensioncn  man  kennt,  mit  einander  verbinden. 
Hat  die  Uhr  einen  Gang,  so  mufs  man  zuerst  den  Stand  der 
Uhr  aut'  eine  Zeit  reducircn,  indem  man  den  Gang  der  Uhr 
zwischen  den  Beobachtimgszeiten  beider  Sterne  an  die  eine 
Zeit  anbringt,  damit  in  den,  aus  beiden  Beobachtungen  her- 
zuleitcnden  Gleichungen  At  denselben  Werth  hat.  Sind 
dann  <o  und  t'o  die  wegen  der  Neigung,  des  Collimationsfeh- 
lers  und  des  Ganges  der  Uhr  verbesserten  Zeiten  der  Durch- 
gänge durch  den  Mittelfaden,  so  hat  man  die  beiden  Glei- 
chungen : 


u = + A/  + t-  . 


sin  (<p— Ä) 
cos  ö 


u = + i-  . 


sin  (9—6') 
cos  S' 


aus  denen  man  die  beiden  Unbekannten  At  und  k bestim- 
men kann. 

Man  erhält  nämlich : 


A-a  = + i- 


sin  (9  — 5')  sin  (9—6)1 
cos  6'  cos  6 ( 


, sin  (6  — 6') 

= i s>  cos  9 

cos  6 cos  o 


also  wird : 


k = 


[«'— a — (t'o~to)J  ^ 

cos  9 sin  (6  — 6') 


Den  Stand  der  Uhr  erhält  man  dann,  wenn  man  k be- 
stimmt hat,  aus  einer  der  ursprünglichen  Gleichungen  für  u 
und  t>.  Aus  der  Gleichung  für  k ersieht  man,  dal’s  es  am 
vortheilhaftesten  ist,  6 und  6'  so  verschieden  als  möglich  zn 
nehmen,  wo  möglich  so,  dafs: 

6-6'  = 90" 


ist.  Man  wird  daher  am  besten  einen  dem  Pole  nahen 
Stern,  « oder  6 Ursae  minoris  mit  einem  Aequatorsteme  verbin- 
den, weil  dann  der  Divisor  sin  (6—6')  nahe  gleich  eins  und 
der  Zähler  sehr  klein  wird.  Kann  man  indessen  keinen  die- 
ser Sterne  beobachten,  so  mufs  man  einen  nahe  am  Zenith 
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ciilminircndcn  Stern  mit  einem  nndern,  dessen  Meridianhöhe 
sehr  klein  ist,  verbinden. 

Man  kann  auch  k durch  die  Heobachtung  der  oberen 
und  unteren  C'ulmination  desselben  Sterns  bestimmen.  Da 
dann  «'— « = 12*'  ist,  so  wird  die  eben  gegebene  Forme] 
fiir  k in  diesem  Falle,  weil  man  flir  untere  CMlminationen  ISO— i 
.statt  f)  nehmen  mufs: 

l-  - ~ 

cos  <}>  sin  ‘2  6 

•2  COS  qi  tmi"  6 

Auch  hier  ist  cs  wieder  vortheilhat't,  den  Polarstern  in 
seiner  oberen  und  unteren  (’ulmination  zu  beobachten,  weil 
für  diesen  der  Divisor  tang  ö am  gröfsten  wird.  Uebrigens 
setzt  diese  Methode  voraus,  dafs  man  des  festen  Standes  des 
Instruments  während  zwölf  Stunden  versichert  sei.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  ist  es  vorzuziehen,  das  Azimut  durch  di« 
vorlier  gegebene  Methode  zu  bestimmen,  indem  man  di>i 
Beobachtungen  zweier  Sterne  mit  einander  verbindet. 

Zu  diesen  Bestimmungen  bedient  man  sich  nun  immer 
der  sogenannten  Ilauptsterne,  deren  Rcctasecnsionen  und  De- 
clinationen  auf  das  genaueste  bekannt  sind,  da  man  zugleich 
dabei  den  Vortheil  hat,  dafs  man  die  scheinbaren  Oerter  der- 
selben nicht  zu  berechnen  braucht,  indem  diese  in  den  astro- 
nomischen Jahrbüchern  von  lU  zu  10  Tugen  angegeben  sind. 
In  diesen  Ephemeriden  ist  aber  die  tägliche  Aberration  noch 
nicht  berücksichtigt,  weil  diese  von  der  Polhöhe  des  Beobach- 
tungsortes abhängt.  In  Nr.  16  des  zweiten  Abschnitts  war 
nämlich  für  die  tägliche  Aberration  in  Kectasoension  der 
Ausdruck  gefunden: 

(X  —a  = O”.  3083  co«  q>  cos  (0  — a)  sec  6 

also  ist  fiir  die  obere  Culmination  und  in  Zeitsccunden  aus- 
gedrückt: 

a!  — (X  = O".  0206  cos  tp  sec  6 

und  diese  Gröfse  hat  man  noch  zu  den  scheinbaren  Oertem 
der  Sterne  hinzuzulegen  oder  von  den  Beobachtungszeiten 

32* 
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abzuzichcn.  Will  man  also  die  tägliche  AI>erration  berück- 
sichtigen, so  hat  man  mir  in  allen  früheren  Formeln  statt  c 
überall : 

r'  = I — O".  020C  cos  cp 

anziiwenden. 

Beispiel.  Den  ."iten  April  184K  wurde  am  Passiigcn- 
instrumente  zu  Bilk  beobachtet: 


K r e i 

s West. 

/ 

// 

III 

r 

Mittel 

ß Orionis 

54".  8 

1 5".  3 .- 

i*8'37".4  58".  0 

20".  1 5* 

8' 

37". 

44 

Polaris  O 38' 

13".0 

5l'  14".0 

1 

5 

15  . 

25 

h = 

- 0".03 

K r c 

i 8 Ost. 

II 

III 

Polaris  O 

10'  26".  0 

1*  5'  25".  0 

1 

5 

24  . 

57 

/,  z=  + o".  0.^ 


Es  waren  aber  die  scheinbaren  Oertcr  beider  Sterne  an 
dem  Tage: 

Polaris  fx  = 6 = S8"3o'l.^".ö 

[i  Orionis  a'  = 5 7 16  . 6G  6’  = — 8 22'.  S 

Bringt  man  nun  zuerst  die  Correction  wegen  der  Nei- 
gung an,  so  erhält  man  für  die  Durchgaiigszcitcn  durch  den 
Mittelfadcn : 

Kreis  West  Orionis  5*  8'  37". 42 
Polaris  I 5 14  .33 
Kreis  Ost  Polaris  I 5 23  .O.l 

Aus  den  Beobachtungen  des  Polarsterns  bei  Kreis  W'est 
und  Kreis  Ost  erhält  man  ferner  den  Colliniationsfehler: 

= + o".  1 1 4 

und  da  die  tägliche  Aberration  für  Bilk  gleich  (/'.013  sec  6 
ist,  so  hat  man  also  mit  Rücksicht  hierauf  fiir  den  Colli- 
mationsfehler  bei  Kreis  West  zu  nehmen  + 0".  101,  bei  Kreis 
Ost  dagegen  + 0".  127.  (Jorrigirt  man  nun  die  Beobach- 
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tungvn  bei  Kreis  West  wegen  des  Colliinatiuiisfchlcrs,  so  fin- 
det ninn; 

ji  Orionis  = = 5*  s'  3 7 ''.5  2 

l’olaris  = =1*  s'  18".  20 

Es  ist  also: 

= *'•  3'  19".  32  u'-u  = 4*  2’  .')8".74 

und  da: 

9 = 5 1 ® 1 2'.  5 
ist,  so  erhält  man  daraus: 

i-  = - 0".  85 

Die  wegen  der  Fehler  des  Instrumciils  corrigirte  Beubach- 
tiingszeit  von  Orionis  ist  also: 

.'i'i  8'  3ü".  78 

iiiithiii: 

A t = - l'  20".  12 

18.  Ist  das  Passagcninstrunient  mit  einem  Ilöhcnkrcisc 
verbunden,  um  zugleich  mit  den  Durchgangszeiten  durch  den 
Meridian  die  Zenithdistanzen  oder  die  Declinationcn  der 
Sterne  zu  bestimmen,  so  nennt  man  dasselbe  einen  Meridian- 
kreis. In  Nr.  2 des  dritten  Abschnitts  ist  schon  gezeigt 
worden,  auf  welche  Weise  man  den  Polpunct  eines  solchen 
Kreises  durch  die  Beobachtung  von  Circumjmlarstcrncn  in 
ihrer  oberen  und  unteren  Culmination  und  daraus  dann  die 
Declinationcn  aller  beobachteten  Sterne  findet.  Zur  gröfse- 
ren  Sicherheit  wird  man  cs  nun  aber  nicht  dabei  bewenden 
lassen,  die  Sterne  nur  einmal  in  der  Nähe  des  Mittclfadens 
auf  den  Ilorizontalfaden  einziistellen,  sondern  man  wird  diese 
Einstellung  öfter  auch  in  einiger  Entfernung  vom  Mfttclfaden 
wiederholen,  inufs  aber  dann  die  gemachten  Ablesungen  aul 
den  Meridian  redneiren. 

Die  Coordinatcn  eines  Punctes  der  Himmelskugcl,  bezo- 
gen auf  ein  Axensystem,  dessen  Grundehene  der  Aequator 
ist  und  dessen  Axe  der  x senkrecht  auf  der  Umdrehiingsaxe 
des  Instruments  steht,  syid: 

X = cos  6 cos  (j  — tii)  , y = — cos  6 sin  (t— wi)  mi<l  : = sin  Ä 
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Delikt  man  sich  nun  ein  zweitea  C'uunliualeiuyatein,  (lea- 
sen Axe  der  x mit  der  vorigen  zusiimmenl'ällf , während  die 
Axe  der  y mit  der  horizontalen  Axe  des  Instruments  parallel 
ist,  so  sind  die  drei  Coordinaten  eines  Punctes,  auf  welchen 
das  Fernrohr  gerichtet  ist,  wenn  man  mit  i)'  den  vom  Fern- 
rohre durchlaufenen  d.  h.  den  am  Kreise  abgelesenen  Win- 
kel bezeichnet  und  bedenkt,  dafs  das  Fernrohr  einen  kleinen 
Kreis  an  der  Himmelskiigcl  beschreibt,  dessen  Halbmes- 
ser cos  c ist: 

r = cos  6 cos  c , t/  — — sin  c iiinl  c = sin  ö'  cos  c 

Da  nun  die  Axen  der  y in  beiden  Systemen  den  Win- 

kel n mit  einander  bilden,  so  erhält  man  nach  den  Formeln 
für  die  Translbrmation  der  Coordinaten: 

sin  — sin  c sin  n + cos  r cos  n sin  A' 

cos  ö cos  (T  — rn)  — cos  6 cos  c 
cos  6 sin  (r  — m)  = sin  ö'  cos  c sin  n + sin  c cos  n 

also : 

cos  A'  cos  I- 

cotang  A cos  tr  — m)  = : ; — 

— sin  n sin  c + cos  n cos  c sin  A 

Diese  Gleichung  könnte  man  in  eine  Keihe  entwickeln; 

da  n aber  immer  sehr  klein  ist  und  auch  c,  selbst  wenn  man 

an  einem  entfernten  Seitenfäden  cinstcllt,  doch  nicht  über  15 

oder  20  Minuten  beträgt,  so  kann  man  einfach  schreiben: 

tang  A = lang  A*  cos  (r— w) 

und  erhält  dann  nach  Formel  (17)  der  Einleitung: 

A = A’  — tang  5 (r  — »«)’  sin  2 A — \ taug  J (r  — m)'  sin  4 A 

Diese  Gleichung  formt  man  nun  noch  so  um,  dafs  die 
(’oeflficicnten: 

sin  ' (r  — m)’  und  sin  J (r—m)' 

enthalten,  weil  man  diese  (iröfseu  aus  den  schon  früher  er- 
wähnten Tafeln  (IV  Nr.  15)  entnehmen  kann. 

Man  schreibt  nämlich  fiir: 

tiiiig  J (r  - /,<)  - 

jetzt : 

sin  J-  (r  — m)  “ 

1 — cos  (r  — m) 
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und  ent^^'ickeh  diesen  Ausdruck  in  die  Reihe: 
sin  l (r  — m)’  + sin  J {r—m)*  + ... 

und  du  nun  ebenso: 

i Uing  ^ (t  — m)*  = J sin  J (r—m)*  + ... 

so  wird : 

6 — 6'  — sin  i (r— m)’  sin  2 6 — 2 sin  J (r— m)'  cos  Ä’  sin  2 S 

Die  Zeichen  dieser  Formel  gelten  für  den  Fall,  dafs 
die  Theilung  an  dem  Kreise  in  demselben  Sinne  gezählt 
wird  wie  die  Declinationen  und  dafs  man  einen  Stern  in  der 
oberen  Culmination  beobachtet  hat. 

Wird  die  Theilung  in  entgegengesetztem  Sinne  gezählt, 
so  erhält  man: 

6 = A'  + sin  f (r  — m)*  sin  2 6 + 2 sin  J (r  — m)*  cos  6’  sin  2 6 

Da  nun  die  Theilung  der  Kreise  in  einem  Sinne  von  O" 
bis  360"  fortgeht,  so  wird,  wenn  bei  der  oberen  Culmination 
die  Theilung  im  Sinne  der  Declinationen  gezählt  wird,  dies 
für  die  untere  Culniinution  nicht  der  Fall  sein.  Man  hat 
daher  für  unteren  Culminationen  die  Zeichen  der  Correction 
zu  ändern. 

Man  findet  hiernach  auch  leicht  die  Correction  der 
beobachteten  Declination  für  den  Fall,  dafs  man  ein  Gestirn 
beobachtet  hat,  welches  einen  Halbmesser,  eine  Paralla.\e  und 
eine  eigne  Bewegung  hat,  wie  dies  z.  B.  beim  Monde  der 
Fall  ist.  Hat  man  ein  solches  Gestirn  an  einem  Seitenfaden 
beobachtet,  so  hat  man  nach  dem  vorigen  die  Gleichungen: 

cos  c cos  6’  = cos  6 cos  (t  — m) 

cos  c sin  S'  = cos  6 sin  (r—ni)  sin  n + sin  6 cos  n 

Hier  ist  6 die  scheinbare  Declination  des  eingestellten 
Punctes  des  Randes  und  r der  östliche  Stundenwinkcl  des 
Punctes  zur  Zeit  der  Beobachtung,  6'  die  am  Kreise  ab- 
gelesene Declination  dieses  Punctes.  Nennt  man  nun  aber  6 
die  scheinbare  Declination  des  Mittelpunctes  des  Mondes,  r 
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den  sehelnburen  Stundenwinkel  desselben,  so  erhält  man,  je 
nuclidein  man  den  oberen  oder  unteren  Rand  eingestellt  hat: 

cos  c cos  (ö'To')  = cos  ä cos  (r— m) 

cos  c sin  (6'^z)  = cos  fi  sin  (r— »n)  sin  n + sin  £ cos  ti 


wo: 


sin  X cos  c = 


sin  h' 


ist,  wenn  man  mit  A'  den  scheinbaren  Halbmesser  des  Mon- 
des bezeichnet.®)  Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn 
man  statt  cos  e sin  x den  Werth  sin  A'  setzt,  cos  e cos  x eli- 
minirt  und  die  entstandene  Gleichung  mit  A multiplicirt,  wo  A 
das  V'crhältnifs  der  Entfernung  des  Gestirns  vom  Beobach- 
tungsorte  zur  Entfernung  vom  Mittelpuncte  der  Erde  bezeichnet: 

± A sin  = A cos  fi  sin  S cos  (r  — m) 

— A cos  6 cos  Si  sin  (t  — m)  sin  n 
— A sin  d cos  Ä'  cos  n 


oder,  da  man  die  Grröfse  sin  (j  — m)  sin  n vemachläfsigen 
und  cos  n gleich  eins  nehmen  kann: 

± A sin  A'  = A cos  d . sin  £'  cos  (r— m) 

— A sin  (S  . cos  y 


Drückt  man  nun  die  scheinbaren  Gröfsen  durch  gcocen- 
trische  aus,  indem  man  setzt: 

A sin  h'  = sin  h 

A cos  6 = cos  öj  — Q sin  * cos  cp' 

A sin  S = sin  — g sin  n sin  cp' 

SO  erhält  man  leicht: 


± sin  A — g sin  ä sin  (9'  — ö') 
sin  (S'  — Sg)  — cos  sin  6'  | (7  — f«)’ 


I 

206265’ 


Bezeichnet  inan  nun  die  Zeit  der  Beobachtung  mit  (-), 


*)  Man  findet  dies  sogleich,  wenn  mnn  das  rechtwinklige  Dreieck 
betrachtet,  welches  vom  Pole  des  Kreises  des  Instruments,  dein  Mittel- 
puncte des  Mondes  und  dem  eingestellten  Puncte  des  Kandes  gebildet 
wird.  In  diesem  ist  der  Winkel  am  Pole  des  Kreises  gleich  x,  die  ge- 
genübcrstchende  Cathetc  gleich  A'. 
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die  Ciilminationszcit  des  Mittelpiincts  des  Gestirns  mit  0o, 
so  ist: 

T = 0-0„ 

Hat  aber  das  Gestirn  eine  eigne  Bewegung  in  Kecta- 
acension  und  ist  A die  Zunahme  derselben  in  einer  Secunde, 
so  ist,  wenn  <->— 0y  in  Zeitsecunden  ausgedrUckt  ist: 

7 = (0-0„)(l-A).  15 

Vemachläfsigt  man  mm  in  (t— »;i)’  die  kleine  Grüfse  nt 
und  setzt: 

sin  j)  = Q sin  ■k  sin  — 

SO  erhält  man: 

15* 

sin  = sin  j>  ^ eia  h — ^ sin  2 5'  (0— 0„)*  (1— A)* 

vo  / I -r  , / 20Ü265’ 

Nun  ist: 

sin  (/>±A)  = sin ± sin  A — 2 sin p \ h'*  ^ 2 sin  A sin  ^ /*’ 

also: 

sin  p ± sin  A = sin  (/>±A)  ± sin  p sin  A - - 

2 20(>2b5 


mithin  endlich: 


= ö'  + />  -f  A T ^ - sin  p sin  A 


15’ 


20C2U5 


sin  2 8 (l-A)’  (0-0„)’' 


Dies  ist  die  von  Besscl  in  der  Vorrede  zu  den  Tabulis 
Kegiomontanis  pag.  7,  V'  gegebene  Formel.  Das  letzte  Glied 
dieser  Formel  ist  nichts  weiter  als  das  erste  Glied  der  vor- 
her gefundenen  Keductionsfomiel  auf  den  Meridian  mal  (1— A)''*. 

Die  gefundene  wahre  Declination  des  Mittelpuncts  des 
Mondes  gilt  nun  fiir  die  Zeit  0.  Will  man  dieselbe  tiir  eine 
andre  Zeit  <->'  haben,  so  mufs  man  noch  das  Glied: 


+ 


(U 


(0'-0) 


hinzuHigen,  wo  die  Aenderung  der  Declination  des  Ge- 
stirns in  der  Einheit  der  Zeit  bezeichnet. 
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19.  Den  Zenithpunct  dea  Kreiaea  U;inn  man  ebenso, 
wie  es  in  Nr.  !1  dieses  Abaebnitta  bei  dem  Höhen-  und  Azi- 
nuiüilinstruuientc  gezeigt  ist,  diircii  Beobachtung  eiiiea  und 
desselben  Objecls  in  verschiedenen  Lagen  des  Kreises  finden. 
Mit  grofser  Bequemlichkeit  kann  man  hierzu  das  Fadenkreuz 
eines  vor  dem  l’crnrohre  des  Meridiankreises  aufgestellten 
zweiten  Fernrohrs  gebrauchen.  Hat  man  auf  dieae  Weise 
den  Zenithpunct  und  durch  Beobachtung  dea  Polarsterns  in 
seiner  oberen  nnd  unteren  Cuhnination  den  Polpunct  bestimmt, 
so  ist  der  Unterschied  beider  gleich  90-q)  oder  gleich  der 
Aequatorhöhe  des  Beobachtungsortes.  Auf  diese  Weise  er- 
hält man  also  eine  Bestimmung  der  Polhöhe,  ohne  die  Kennt- 
nifs  der  Declination  eines  Sterns  nöthig  zu  haben  Densel- 
ben Zweck  erreicht  man,  wenn  man  den  Polarstern  bei  seiner 
oberen  und  unteren  Culmination  sowohl  direct  als  auch  sein 
Spiegelbild  iu  einem  Quecksilberhorizonte  beobachtet,  indem 
der  Unterschied  der  auf  den  Meridian  reducirten  Ablesungen 
an  dem  Kreise  die  doppelte  Höhe  des  Polarsterns  bei  der 
Culmination  ist.  Befreit  man  die  Beobachtungen  von  der 
Kefraction,  so  ist  das  arithmetische  Mittel  der  Höhen  bei  der 
oberen  und  unteren  Culmination  gleich  der  Polhöhe  des 
Beobachtungsortes,  der  halbe  Unterschied  dagegen  gleich  dem 
Polarabstande  dea  Sterns. 

Den  Zenithpunct  des  Kreises  kann  man  auch  ohne  Um- 
kehren  des  Instruments  finden,  wenn  man  unter  das  senkrecht 
mit  dem  Objective  nach  unten  gestellte  Fernrohr  einen  Qiieck- 
ailberhorizont  stellt  und  das  Fadenkreuz  durch  einen  in  der 
Ocularröhre  angebrachten  und  durch  eine  Seitenöffnung  er- 
hellten Spiegel  licleuchtet.  Dann  wird  man  in  dem  Fern- 
rohre, wie  in  Nr.  17  dieses  Abschnitts  gezeigt  ist,  aulser  dem 
Fadenkreuze  auch  noch  das  von  dem  Quecksilberhorizonte 
refiectirte  Bild  desselben  crblickei,  und  kann  dann  durch  die 
Micromcterach'raube,  welche  das  Fernrohr  bewegt,  das  Bild 
des  horizontalen  Fadens  mit  dem  Faden  selbst  zur  Coincidenz 
bringen.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  das  Fernrohr  nach  dem 
Nadir  gerichtet  und  durch  Ablesen  der  Nonien  des  Kreises 
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in  dieser  Lago  erliält  iniui  daher  den  Nudirpunet,  mithin  auch 
den  Zenithpuiict  des  Kreises 

20.  Da  die  Metalle,  aus  welchen  die  einzelnen  Theile 
eines  Instruments  verfertigt  sind,  ein  wenig  biegsam  sind,  so 
wird  die  Schwere  einen  EinHufs  auf  die  verschiedenen  Theile 
des  Instruments  uusiibcn  und  namentlich  würden  das  Fern- 
rohr und  der  Kreis  eine  kleine  Biegung  erleiden.  Ist  das 
Fernrohr  nach  dem  Zenith  gerichtet,  so  wirkt  die  Schwere 
auf  alle  Theile  desselben  gleichmäfsig,  sodafs  dann  keine 
Biegung  statt  findet,  dagegen  wird  die  Biegung  am  gröfsten 
in  der  horizontalen  Lage  des  Fernrohrs  und  man  sieht  leicht, 
dafs  dieselben  in  jeder  anderen  Lage  desselben  dem  Sinus 
der  scheinbaren  Zenithdistanz  proportional  ist. 

Bessel  hat  eine  sehr  genaue  Methode  angegeben,  diese 
Biegung  des  Fernrohrs  durch  die  Beobachtungen  zu  bestim- 
men. Wenn  man  nämlich  zwei  mit  Fadenkreuzen  in  ihren 
Brcnnpunctcn  versehene  Femröhre  so  aulstellt,  dafs  das  Fa- 
denkreuz des  einen,  durch  das  andre  Fernrohr  gesehen,  mit 
dem  Fadenkreuze  des  letzteren  zusammenfällt,  so  sind  die 
Gesichtslinien  beider  Fernröhrc  parallel.  Wenn  man  daher 
das  zwischen  beiden  befindliche  Fernrohr  des  Instruments 
zuerst  nach  dem  einen  und  dann  nach  dem  anderen  Faden- 
kreuze richtet,  so  ist  die  Gcsichtslinie  in  beiden  Lagen  pa- 
ndlel.  Das  Fernrohr  des  Instruments  wird  dann  also  in 
genau  diametral  entgegengesetzten  liiigen  sein  und  wenn  die 
Schwere  keinen  Einflufs  auf  die  Angaben  des  Instruments 
äufsert,  so  inufs  auch  der  Kreis  des.sciben  bei  der  Bewegung 
von  einer  Lage  in  die  andre  genau  180'  durchlaiilen.  Durch- 
läuft' derselbe  dagegen  etwas  mehr  oiler  weniger  als  180“,  so 
ist  der  Unterschied  der  Finwärkung  der  Schwere  zuzuschrei- 
ben, die  also  dadurch  bestimmt  werden  kann. 

Man  stellt  zu  dem  Ende  zwei  Femröhre  in  der  Höhe 
des  F'ernrohrs  des  Meridiankreises  nördlich  und  südlich  von 
demselben  so  auf,  dafs  sie  ihre  Obj«:ctive  dem  Fernrohre  des 
Instruments  ziiwenden.  Nachdem  dann  die  Fadenkreuze  aller 
drei  Femröhre  sorgfältig  In  die  Brennpuncte  gestellt  sind, 
nimmt  man  das  Objectiv  und  Ocular  aus  dem  Fernrohre  des 
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Meridiankreises  heraus,  sodaTs  das  nürdlielie  Fernrohr  durch 
die  leere  Röhre  hindurch  mit  dem  südlichen  gesehen  werden 
kann.  Dann  richtet  man  das  Fadenkreuz  des  einen  genau 
auf  das  des  andern,  setzt  das  Objeotiv  und  Ocular  wieder 
ein  und  beobachtet  die  Winkel  zwischen  dem  nördlichen  und 
südlichen  Fernrohre  mit  dem  des  Meridiankreises.  Ist  der 
Unterschied  der  Ablesungen  genau  gleich  180",  so  findet 
keine  Biegung  des  Fernrohrs  statt,  im  andern  Falle  erhält 
man  aber  die  doppelte  Biegungsconstante,  indem  man  180"  von 
dem  Unterschiede  der  Ablesungen  abzieht.  Ist  diese  Constante 
gleich  h,  so  hat  man  dann  an  jede  beobachtete  Zenithdistanz 
die  Correction  — h sin  z anzubringen. 

Ueber  den  Kinflufs  der  Schwere  auf  die  Figur  vertica- 
1er  Kreise  sehe  man  die  Entwickelungen  von  Bcssel  in  Nr.  577, 
578  und  579  der  astronomischen  Nachrichten  nach. 


V.  Das  Passageninstrument  im  ersten  Verticale. 

21.  Beobachtet  man  an  einem  mit  einem  Höhenkreise 
versehenen  Passageninstruiiiente , welches  im  ersten  Verticale 
aufgestcllt  ist,  die  Durchgangszcit  eines  Sterns  und  dessen 
Zenithdistanz,  so  kann  man  ähnlich  wie  im  Meridian  auch 
zwei  Gröfsen  « und  (5  oder  q>  bestimmen.  Da  indessen  die 
Beobachtung  derZenithdistanz  Schwierigkeiten  hat,  so  beobachtet 
man  gewöhnlich  nur  die  Durchgangszciten  der  Sterne,  um 
daraus  die  Polhöhe  oder  die  Dcclination  der  Sterne  zu  be- 
stimmen. Zu  dem  Ende  mufs  man  wieder  aus  der  beobach- 
teten Zeit  und  den  Fehlern  des  Instruments  die  wahre  Durch- 
gangszcit durch  den  ersten  Vcrtical  berechnen  können. 

Die  Umdrehungsaxe  des  Instruments  treffe  die  schein- 
bare Himmelskugcl  nach  Norden  zu  in  einem  l’uncte,  dessen 
scheinbare  Höhe  über  dem  Horizonte  h und  dessen  Azimut 
von  Norden  ab  gerechnet  (positiv  auf  der  Ostseite  des  Me- 
ridians) k ist.  Dann  sind  die  drei  rechtwinkligen  Coordina- 
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ten  dieses  Punctes  in  Bezug  auf  drei  Axen,  von  denen  die 
Axe  der  z senkreeht  auf  der  Ebene  des  Horizonts  ist,  wäh- 
rend die  Axen  der  x und  y in  der  Ebene  desselben  liegen 
und  zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x nach  dem  Nord- 
punete,  die  positive  Axe  der  y nach  dein  Ostpunefe  ge- 
richtet ist: 

: = sin  i , 21  = cos  b sin  k und  x = cos  b cos  k 

Nimmt  man  nun  ein  zweites  Coortlinatensystem  an,  des- 
sen Axe  der  z der  Weltaxe  parallel  ist  und  dessen  Axe  der  y 
mit  derselben  Axe  im  vorigen  Systeme  zusammenfällt,  wo 
also  die  positive  Axe  der  x nach  dem  unter  dem  Horizonte 
befindlichen  Durchschnittspunctc  des  Acquators  und  Meri- 
dians gerichtet  ist,  so  sind  die  drei  (’oordinaten  des  Pols  der 
Axe,  wenn  m dessen  Stundeuwinkel  (ebenso  wie  das  Azimut 
gezählt)  und  n das  Supplement  der  Dcclination  zu  180“  ist: 

I = sin  n , y = cos  n sin  m , x = cos  n cos  m 

und  da  die  Axen  der  z in  beiden  Systemen  den  Winkel  90— 9 
mit  einander  bilden,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

sin  b — sin  n sin  tp  — cos  n cos  m cos  9 
cos  b sin  k = cos  n sin  m 

cos  b cos  k = cos  n cos  rn  sin  9 + sin  n cos  9 

und: 

sin  n = cos  b cos  k cos  9 + sin  6 sin  9 
cos  n sin  m = cos  h sin  k 
cos  n cos  m = cos  b cos  k sin  9 — sin  b cos  9 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  das  Fernrohr  mit  der  Seite  der 
Umdrehungsaxe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90+ c 
bildet  und  dafs  dasselbe  auf  ein  Object  gerichtet  ist,  dessen 
Dcclination  Ö und  dessen  Stundenwinkcl  t ist,  so  sind  die 
Coordinaten  dieses  Punctes  in  Bezug  auf  den  Acqiiator,  wenn 
man  die  Axe  der  x wieder  nach  dem  Nordpuncte  gerichtet 
annimmt: 

z = sin  6 , y = cos  6 sin  i und  x — — cos  S cos  t 
oder,  wenn  man  die  Axe  der  x in  der  Ebene  des  Aequators 
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in  der  Richtung  der  l’mdrehiingsaxe  dea  Ini^trumenta  an- 
niumit: 

: = siu  6 

•f  = — i!Oü  f>  cos  {t—m) 

Nimmt  man  nun  ein  zweites  Coordinatcnsystem  an,  in 
welchem  die  Axe  der  ij  mit  der  vorigen  zusammenfällt,  wäh- 
rend die  Axe  der  x der  Fmdrehungsaxe  des  Instruments 
parallel  ist,  so  ist  jetzt: 

I — — sin  r 

und  da  die  Axen  der  ; in  beiden  Systemen  den  Winkel  n 
mit  einander  bilden,  so  hat  man: 

sin  c = — sin  6 sin  n + cos  6 cos  (t—m)  cos  o 


Löst  msui  hier  cos  (t—m)  auf  und  setzt  für  sin  n,  cos  n cos  m 
und  cos  n sin  m die  vorher  gefundenen  Werthe,  so  erhält  man, 
wenn  man  die  Sinus  der  Gröfsen  l>,  k und  e mit  dem  Bogen 
vertauscht  und  die  Cosinus  gleich  eins  setzt: 


c = — sin  6 cos  (p  + cos  6 sin  <p  cos  t 

— [sin  ä sin  qi  + cos  6 cos  <p  cos  /]  b 
+ cos  ä sin  f . t 

oder  da: 


und : 


sin  ö sin  q>  + cos  S cos  q>  cos  t = cos  z 


cos  S sin  I = sin  z sin  A 


oder,  da  A hier  nahe  gleich  90"  ist: 

cos  6 sin  t = sin  z 


wenn  der  Stern  im  Westen  stehend  angenommen  wird: 
c + b cos  * — i sin  s = — sin  Ä cos  tp  + cos  6 sin  (p  cos  t 


Ist  dann  (=)  die  wahre  Stemzeit,  zu  welcher  der  Stern 
im  ersten  Vertical  ist,  also  ö— ot  der  Stunden winkel  des  Sterns 
in  diesem  Augenblicke,  so  ist: 


cos  (0  — a) 


tang  S 
tang  9 
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o<ler : 

0 = — sin  6 cos  qj  + cos  6 sin  cp  cos  ((•)—(*)' 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ah,  so  er- 
hält man: 


e + b cos  z — t-  sin  I = cos  6 sin  q>  . 2 sin  | [0— a— /]  sin  I [0— <x+/J 

Da  nun  c,  b und  k kleine  Gröfsen,  also  auch  0—«  und  t 
wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  kann  man: 

sin  t statt  sin  ^ [0— oc  + t] 

und: 

i [0— a — /]  statt  sin  J [0  — a — t] 


setzen  und  erhält  dann,  wenn  man  bemerkt,  dafs: 

cos  d sin  ( = sin  z ist: 

c bk 

0-a  = t + ^ — : 

sin  z sin  cp  tang  z sin  cp  sin  cp 


Hat  man  nun  einen  Stern  zu  der  Uhrzeit  T an  dem 
Mittelfaden  des  Instruments  beobachtet,  so  wird  7'+At  die 
wahre  Stemzeit  und  der  Stundenwinkel: 


T+At  — a = t 


sein.  Man  erhält  daher: 

c bk 

0 = r + A < + ^ + : - — 

sin  z sin  cp  tang  z sin  cp  sin  cp 

Diese  Formel  gilt,  wenn  das  Kreisende  nördlich  und 
der  Stern  im  Westen  beobachtet  ist.  Hätte  der  Stern  im 
Osten  gestanden,  so  wäre: 

cos  6 sin  / --  — sin  z 


gewesen.  Da  nun  die  Gröfsen  c,  b und  k ihre  Zeichen  be- 
halten, so  hat  man  nur  in  der  vorigen  Formel  die  Zeichen 
der  Divisoren  sin  z und  tang  z zu  ändern  und  erhält: 


0 = T+Czt ; — — 

sin  z sin  cp 


b k 

tang  z sin  <p  sin  (p 


^ Krei^  Nord  J 
f Stern  Ost  j 
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Für  die  Lage  des  Instruments,  bei  welcher  der  Kreis  im 
Süden  ist,  ändern  h und  c ihre  Zeichen;  man  hat  daher: 


O = 7’+A< 


und: 


c 

sin  z sin  9 


b _ 
lang  z sin  9 


k 

sin  9 


! Kreis  Süd 
Stern  West 


e = r+A/  + + 

sm  z sin  9 


b 

tang  z sin  9 


i- 

sin  9 


Kreis  Süd 
Stern  Ost 


Kennt  man  nun  o und  <n,  so  erhält  man  durch  die 
I'^ormel : 

tang  9 cos  (0  — a)  = tang  8 

die  Polhöhe  9,  wenn  die  Declination  des  Sterns  bekannt  ist 
oder  die  Declination,  wenn  die  Polhöhe  bekannt  ist.  Sind  0 
und  0'  die  Zeiten,  zu  denen  der  Stern  im  östlichen  und 
westlichen  Theile  des  ci-sten  Verticals  war,  so  ist  i (0'— 0) 
der  Stundenwinkel  des  Sterns  in  dem  xVugenblicke , wo  der- 
selbe im  ersten  Vcrticale  war  und  man  erhält: 


tang  9 cos  (&'  — ©)  = tang  S 


sodafs  man  dann  also  die  Kcctascension  des  Sterns  nicht  zu 
kennen  braucht,  um  9 oder  6 zu  finden.  Hat  man  nun  das 
Instrument  zwischen  der  Beobachtung  des  Sterns  im  Osten 
und  im  Westen  umgelegt,  also  das  eine  Mal  bei  Kreis  Nord, 
das  andre  Mal  bei  Kreis  Süd  beobachtet,  so  wird: 

■ (0'-O)  = 


sodafs  man  dann  also  weder  den  Stand  der  Uhr  noch  die 
Fehler  der  Aufstellung  des  Instruments  zu  kennen  braucht. 
Ein  Beispiel  hierzu  findet  man  in  Nr.  24  des  vierten  Ab- 
schnitts. 

22.  Die  eben  gegebenen  Formeln  gelten  nur  für  eine 
sehr  nahe  richtige  Aufstellung  des  Instruments,  wenn  also  l>,  c 
und  k kleine  Gröfsen  sind,  deren  Quadrate  man  vernach- 
läfsigen  kann.  Häufig  wendet  man  aber  die  Methode  der 
Bcetiiiiinung  der  Polhöhe  durch  Beobachtungen  im  ersten 
Verticale  auf  Reisen  an,  wo  man  das  Instrument  nicht  in  ei- 
ner so  grofsen  Nähe  am  ersten  Verticale  aufstcllen  kann. 
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claf»  die  angeführte  Bedingung  erfüllt  ist.  Dann  kann  man 
also  die  eben  gegebenen  Näheningsformeln  nicht  anwenden. 
Es  war  nun  vorher  die  strenge  Gleichung  gefunden: 

sin  f = — sin  d sin  n + oos  Ä cos  n cos  (jt  — m) 

oder,  wenn  man  die  Werthe  für  sm  n,  ros  n cos  tn  und  cos  n sin  in 
siibstituirt ; 


sin  c = — sin  b sin  Ä sin  — sin  b cos  8 cos  «pcos  / — cos  b cos  k sin  8 cos  <() 
+ cos  b cos  k sin  9 cos  8 cos  / + cos  b sin  k cos  8 sin  t 

Hätte  man  genau  im  ersten  Verticalc  beobachtet,  so  wäre: 

sin  8 = cos  I sin  cp  , cos  8 cos  t = cos  i cos  cp 

und: 

cos  sin  ( = sin  z 

Da  nun  aber  angenommen  wird,  dafs  das  Instrument  in  eini- 
ger Entfenuing  vom  ersten  Vertirale  steht,  so  führe  man  die 
Hülfswinkel  ein: 

sin  6 = cos  z sin  cp' 
cos  8 cos  l = cos  z'  cos  cp' 
cos  8 sin  t = sin  ; 


Dadurch  geht  die  Formel  fiir  sin  r über  in: 

sin  c = — sin  b cos  z'  cos  (cp— cp')  + cos  b cos  k cos  z'  sin  (cp  — cp') 
+ cos  b sin  /•  sin  i' 


und  man  erhält: 


tanje  (cp  — cp') 


sin  c sec  z' 

cos  b cos  k cos  (cp— <p') 


lang  b 
cos  k 


tang  k tang  z' 
cos  (cp— cp') 


Aus  dieser  Formel  sieht  man,  dafs  man  am  vortheilhaf- 
testen  Sterne  beobachtet,  welche  dem  Zenith  so  nahe  als 
möglich  Vorbeigehen,  weil  man  selbst  dann,  wenn  man  k nur 
armähemd  kennt,  eine  ziemlich  genaue  Polhöhe  finden  wird. 
Beobachtet  miui  nun  aber  in  verschiedenen  Lagen  des  In- 
struments im  (3sten  und  im  Wösten , so  kann  man  die 
Beobachtungen  noch  so  mit  einander  combiniren,  dafs  die 
Fehler  einander  ganz  aufheben.  Die  obige  Formel  gilt  näm 
lieh  fiir  Stern  West  und  Krv'is  Nord.  Für  die  übrigen  Fälle 

33 
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erhiill  man  die  Formeln  wie  vorher,  indem  man  fiir  Stern 
Ost  : negativ  setzt: 


tnn};  ) = 

tang(qi-<(>')  = - 


8111  e SCO  : 


cos  Ä cos  X'  cos  (qi  - <p’) 

sin  f suc  z 
cos  /<  cos  X-  cos  (ip — <p') 


^ tangA  ^ tangX-langj'  ^KreisNordl 
cos  X-  cos  (<p  — <ji')  I Stern  Ost  1 

taiigA  lang X' lang z' I Kreis  Südi 

cos  X'  cos  (tp  — qi')  I Stern  West? 


tang(qi-cp')  = - 


sin  c sec  z' 
cos  h cos  X'  cos  (q>— q>* ) 


tangi  lang X- lang z' (Kreis  Siidj 
cos  X'  cos(qi— q/)  | Stern  Osti 


Legt  man  also  das  Instrument  z.viselien  den  Beobach- 
tungen des  Sterns  iin  Osten  und  im  VV'csten  um  und  be- 
rechnet qi— qi'  aus  jeder  einzelnen  Beobachtung,  so  ist  das 
Mittel  frei  von  allen  Fehlem  des  Instruments.  Kann  inan 
nicht  denselben  Stern  im  Osten  und  Westen  beobachten,  so 
beobachtet  man  einen  Stern  im  Osten  und  einen  andern  bei 
veränderter  Lage  des  Instruments  im  W'estcn  und  verbindet 
dann  die  Resultate  mit  einander.  Wählt  man  zwei  solche 
Sterne  .aus,  deren  Zenithdistanzen  im  ersten  Verticalc  nahe 
gleich  sind,  so  hebt  sich  der  gröfstc  Thcil  der  von  der  Auf- 
stellung des  Instruments  herrührenden  Fehler  auf  und  die 
(lenaiiigkeit  der  Polhöhcnbestimmnng  hängt  dann  noch  allein 
von  der  Genauigkeit  ab,  mit  welcher  q>'  bestimmt  ist-  Es 
war  aber: 


liiiig  qi' 


tiiiig  ö 
cos  t 


also  erhält  man,  wenn  iiian  die  Formel  logsirithniisch  ge- 
schrieben, differenzirt: 


d qi’ 


sin  2 q/ 
sin  2 6 


dS  + 


5 sin  2 qi’  Isng  l dl 


Auch  hieraus  siebt  m:in  wieder,  dafs  es  am  vortheilhaf- 
testen  ist,  solche  .Sterne  zu  beobachten,  welche  nahe  am 
Zenith  durch  den  ersten  Vcrtical  gehen.  Da  iiämlicli: 


tang  l 


tnngz 
cos  q> 


SO  wird  der  Coefficient  von  <It  auch  sin  q>'  tang  z geschrie- 
den  werden  können,  also  fiir  Zenithsterne  sehr  klein  werden. 


Digitized  by  Google 


515 


und  weil  dann  iiir  solche  Sterne  S nahe  gleich  qi  ist,  so  >vird 
dann  ein  Fehler  in  der  Declination  wenigstens  nicht  ver- 
gröfsert. 

Hat  man  an  mehreren  Fäden  beobachtet,  so  ist  es  nicht 
einmal  nöthig,  die  Beobachtungen  an  den  Seitenfäden  auf 
den  Mittelfaden  zu  reduciren,  was  bei  diesem  Instrumente 
eine  etwas  weitläufige  Rechnung  giebt,  sondern  man  kann 
aus  der  Verbindung  von  je  zwei  Beobachtungen  an  demsel- 
ben Faden  iiu  Osten  und  im  Westen  eine  Polhöhe  ableiten*) 
und  nachher  das  Mittel  nehmen. 

Schreibt  man  die  Formel  fiir  tang  (<p  — q/)  so  um : 

• , / tang  b ^ 

ain(m  — qi)  =r  »ec  i + — cos  (c)  — q))  — tang  k tnng  z 

^ ' cos  h cos  l cos  k / 6 s 

löst  man  dann  sin  (9  — 9')  auf,  siibstituirt  fiir  sin  9'  und 
cos  9'  die  Werthe: 

sin  6 sec  z'  und  cos  d cos  t sec  z' 
und  setzt  den  Factor  von  tang  />: 

cos  (9  — 9O 

gleich  eins,  so  erhält  man: 

sm  (9-  0)  = cos  o sin  9.2  sin  J / + — — ; 

cos  ft  cos  k 

tang  ft  , , ■ , 

+ — = — cos  . — tang  k sin  z 
cos  k 

Sind  b,  c und  I-  kleine  Gröfsen,  so  erhält  man  hieraus 
für  die  Bcstinunung  der  Polhöhe  durch  Zenithsteme  die  fol- 
genden bequemen  Formeln,  indem  man  noch  r + f statt  f 
setzt: 

9 — ö = »in  9 cos  Ä 2 sin  '■t‘‘  ± /'+  h + r — k sinz  [Kreis  Nord,  Stern  West] 

+ ft  + c + f sini  [Kreis  Nord,  Stern  Ost] 

— ft  — c — t-  sinz  [KreisSüd,  Stern  West] 

— h ~ r + k sin  z [Kreis  Süd,  Stern  Ost] 


•)  Hat  man  nämlich  an  einem  Seitenfaden,  dessen  Distanz /ist,  beob- 
achtet, so  ist  es  dasselbe,  als  wenn  man  an  einem  Instrumente  beob- 
achtet hätte,  ilesscn  Colliinationsfehler  r + /’  ut 

33* 
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An  dem  im  ersten  Verticsle  aufgestellten  Passagenin- 
strumente auf  der  Berliner  Sternwarte  wurde  am  10.  Sep- 
tember 1846  der  Stern  ^ Dr.iconis  beobachtet. 

Kreis  Nord,  Stern  Ost. 

/ //  III  IV  V VI  VII 

19'9".0  I7*10'48".0  5'24".0  1*16".  5 16*55'g"  S 

Kreis  Süd,  Stern  West. 
l'5".0  54'59".7  50'47".8  17*  45  28.0  S7'38".0 
Die  Neigung  des  Instruments  war: 

bei  Kreis  Nord  = + 4”.  64 
bei  Kreis  Süd  = — 3 .49 

Ferner  war: 

a = 17*  26'  58".  59 
ö = 52  25  27  .77 
A<=  — 54  .52 

und  die  Fädendistanzen  sind  im  Bogen: 

/ 1 2'  3 1".  1 6 

11  6 43  .78 

III  3 25  . 17 
V 8 23  . 14 
VI  6 34  .21 
VII  12  22  .32 

Um  min  tp  — ö zu  berechnen,  mufs  man  schon  einen 
genäherten  Werth  von  <p  kennen.  Nimmt  man: 

<p  = 52®  30'  Iti" 

80  wird: 


log  sin  <p  cos  S = 9.684686 

und  man  erhält: 


Kreis  Nord. 

III  IV  V VI  VII 

t 8'44".ll  17'  5".ll  22'29".ll  26'36".61  32'46".81 

log  2 sin  1 t*  2.17552  2.70807  2.99648  3.  14264  8.82351 

tin9COs628in|<*  1 12  .48  4 37  . 18  7 59.92  11  11.94  16  59.07 

cp  - d 4 37  .65  4 37  .18  4 36  .78  4 37  .73  4 36.75 
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also  im  Mittel: 

q>  — 5 = 4'  37".  22  + 4".  64  + c + <•  sin  : 

Ebenso  findet  man  aus  den  lleobaclitungcn  bei  Kreis 
Süd  im  Mittel: 

9 — 6 = 4*  53'*. 53  + 3.49  — c — t sin  j 

mithin,  wenn  man  die  Resultate  in  beiden  Lagen  verbindet: 

9-6  = 4'  49".  44 

9 = 52“  30'  17".  21 
r + t sin  s = + 7".  58. 


23.  Die  Formeln,  durch  welche  mau  die  Reduetiou  von 
einem  Seitenfaden  auf  den  Mittelfaden  erhält,  findet  man  auf 
die.selbe  Weise  wie  beim  Passageninstrument.  Hat  man  näm- 
lich an  einem  Seitenfaden  beobachtet,  dessen  Distanz  vom 
Mittelfaden  / ist,  so  ist  es  dasselbe,  als  wenn  man  an  einem 
Instrumente  beobachtet  hat,  dessen  Collimationsfchler  c + / 
ist.  Man  hat  daher  die  Gleichung: 

sin  (c  + /)  = — sin  6 sin  n + cos  6 cos  n cos  (f —m) 

wo  t'  der  Stundenwinkel  des  Sterns  in  dem  Augenblicke  ist, 
in  welchem  man  denselben  am  Seitenfaden  beobachtet  hat. 
Zieht  man  davon  die  Gleichung  ab: 

sin  c = — sin  6 sin  n + cos  6 cos  n cos  (t  — m) 

SO  erhält  man: 

2 sin  J-  / cos  1 1 / + c]  = 2 cos  6 cos  n sin  J (( — t')  sin  [ 1 (/  + f ) — m] 

Da  nun  / immer  nur  wenige  Minuten  beträgt , so  kann 
man  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  / setzen  und  findet 
dann: 


2 sin  ^ ((  f)  (joj  g gin  I joj  „ cos  m — cos  6 cos  1 (<  + /')  cos  n sin  m 


oder,  wenn  man  für  cos  m cos  m und  cos  n sin  m die  in  der 
vorigen  Nummer  gefundenen  Ausdrücke  durch  6 und  k setzt: 


2 sin  j 


/ J 

cos  6 sin 9 sin  J p + f)  [l— ä colang  9 — t cotang  J (<  + f ) cosec  9J 
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Man  iiiufs  also  bei  der  Kcductioii  von  einem  Seitenfaden 
auf  den  Mittclladcn  nicht  die  eigentliche  Fädendistanz  f on- 
wenden,  sondern  die  Gröfse: 


I 

I — A cotang  <p  — t-  eotang  | (t  + f)  eosec  q> 
und  cs  ist  dann: 

f 


= / 


2 «in  J (/  — 0 — 


cos  ö sin  qi  sin  i (t  + 0 


Um  nun  diese  Gleichung  auflösen  zu  können,  müfste 
man  f schon  kennen.  Es  ist  aber: 


sin  i (t  + 0 = sin  [<— i (<— f)J 

Nimmt  man  dann  flir  \ (t— f)  die  halbe  Zwischenzeit,  welche 
zwischen  dem  Durchgänge  durch  den  Seitenfaden  und  den 
Mittelfaden  verflossen  ist,  so  ist  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung bekannt  und  man  kann  daraus  t— f berechnen.  Weicht 
der  gefundene  Werth  von  dem  angenommenen  Werthe  zu 
sehr  ab,  so  mufs  man  die  Rechnung  mit  dem  neuen  Werthe 
wiederholen.  Vorher  mufs  man  aber  die  reducirte  Fäden- 
distanz f berechnen.  Dabei  kann  man  nun  in  der  Regel 
das  Glied  b cotang  q>  fortlassen,  weil  h immer  nur  wenige 
Secunden  betragen  wird.  Ist  der  Stern  nicht  sehr  nahe  am 
Zenith  beobachtet  und  ic  eine  kleine  Gröfse,  so  kann  man 
auch  die  Corrcction  wegen  k vernachlässigen  und  hat  dann 
blos  die  eigentliche  Fädendistanz  f anzuwenden.  Nolie  am 
Zenith  kann  aber  das  Glied,  welches  k enthält,  wenn  dies 
nicht  sehr  klein  ist,  merklich  werden.  Es  ist  nämlich: 


lang  t cos  cp  fang  s 

und  da  /'  klein  ist,  so  wird  auch  sehr  nahe: 
tang  f cos  cp  = lang 

sein,  also  auch: 

lang  I (/  + 0 cos  cp  = tang  \ + 

Statt  des  Factors  von  k kann  man  daher  auch  schreiben: 
cotang  cp  cotang  J (s  + z') 
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woraus  man  sieht,  dafs  die  Corrcction  sehr  nahe  am  Zeiiith 
bedeutend  werden  kann. 

Statt  der  indirecten  AuHösung  der  Gleichung; 


2 sin  ^ (<— 0 — 


/ 

cos  ö sin  q)  sin  J (<  + 0 


kann  man  auch  die  Auflösung  durch  eine  Reihe  anwenden. 
Die  Gleichung  kann  nuin  nämlich  auch  so  schreiben: 

f 

cos  — cos  < = r — 

cos  o sin  q) 

woraus  man  nach  Fonnel  (19)  in  No.  11  der  Einleitung 
erhält: 


f=t  - 


/ 


cos  6 sin  q>  sin  t 

f 


I cotang  l 


f 

cos  ä sin 


> 

in  qi  sin  l 


' (1  + 3 cotang  t*) 


* ' cos  d sin  qi  sin  O 
Ist  nun  das  Instrument  nahe  richtig  aufgestellt,  so  ist : 
cos  5 sin  t — sin  i 


mithin : 


/ =t  — 


r 


— i cotang  t 

sin  z sin  <p  (sin 


in  2 8in  9 1 


— j [l  + 3 cotang  t’l  j — 

(sin  z sin  qi, 


Da  in  dieser  Formel  auch  eine  gerade  Potenz  von  /'vor- 
kommt, so  sieht  man,  dafs  Fäden,  welche  gleich  w'eit  zu  bei- 
den Seiten  vom  MittcHäden  abstehen,  hier  nicht  denselben 
Werth  fiir  l'—t  geben.  Für  ein  negatives  / wird  nämlich: 


t'=<  + ^ 


/*  ) / I ’ 

- — : — — i cotang  1 j : — 1 

n z sin  q>  l sin  z sin  q>  ’ 


+ i [1 +8  cotang  <’J  ! !’-••• 

( sin  z Bin  9 ) 


Um  nun  diese  Reihen  bequemer  berechnen  zu  können, 
kann  man  sich  eine  Tafel  berechnen,  aus  welcher  man  mit  dom 
Argumente  6 die  Gröfse  sin  9 sin  z und  ebenso  $ cotang  t 
und  i (1+3  cotang  (’)  findet. 
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Man  kann  aber  diese  Keiheiientwickelung  nur  dann  aii- 
wendcn,  wenn  der  Stern  nicht  nahe  ani  Zenith  ist,  weil  im 
anderen  Falle  auch  noch  einige  der  folgenden  Glieder  mit- 
genommen werden  miifsten. 

Ist  die  Zcnithdistan/.  klein,  so  bedient  man  sich  mit 
Vortheil  der  folgenden  Methode  zur  Berechnung  von  f. 
Es  war: 

, /■' 

COS  / = «*Os  ~ 

cos  o sm 

Zieht  man  den  Ausdruck  auf  beiden  Seiten  von  l ab 
und  addirt  auch  1 , so  erhält  man  durch  die  Division  der  ent- 
stehenden Gleichungen : 

. , , 2 sin  J cos  6 sin  tp— / 

tang  i t ’ = i E— : — 

2 cos  J cos  6 sm  q>  + / 

Da  nun  ferner: 


ist,  so  wird: 


und: 


ros 


tang  6 
tang  cp 


1 — cos  t = 'I  sin  i 


sin  (cp  — (5) 
cos  d sin  cp 


mithin  wird: 


+ cos  / = 2 cos 


sin  (cp  + 6) 
cos  6 sin  cp 


fang  ( f’ 

und  fiir  ein  negatives  f 

tang  4 f’ 


sin  (cp  — 6)  — /■' 
sin  (cp + 6)  + f 

sin  (cp-6)  + / 
sin  (cp  + 6)  — Z' 


Die  Fädendistanzen  selbst  bestimmt  man,  indem  man 
einen  dem  Zenithe  nahe  stehenden  Stern  an  den  einzelnen 
Fäden  beobachtet.  Berechnet  man  dann  ans  den  Beobach- 
tungen an  jedem  Faden  die  Grofse: 

sin  9 cos  b 2 sin  \ 
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BO  geben  die  Unterschiede  dieser  Gröfsen  die  Fädendistan- 
zen, weil  ttir  Zenith^sterne : 

q>— 5 = gin  9 cog  d 2 sin  J ± / + ,r  + A + 1-  gin  z 

So  hätte  man  z.  B.  in  dem  Beispiel  der  vorigen  Num- 
mer ans  den  Beobachtungen  bei  Kreis  Nord  die  Fädendistan- 
zen erhalten: 

III-  S'24".70 
V = 3 22  .74 

17  = 6 34  .7B 

»7/  = 12  21  .89 

Den  2ten  Uctober  1838  wurde  der  Stern  « Bootis  an 
dem  im  ersten  Verdcale  aufgestelltcn  Passageninstrumente  in 
Berlin  beobachtet. 

Kr  ei.«  Süd,  Stern  West. 

I II  III  IV  V VI  VII 

« Bootis  44".  7 8".  3 50".  2 19*  2'  32".  2 13".8  55".  4 ri9".2 

Die  Fädendistanzeii  waren  damals  in  Zeit: 

I = 5l".fi39 
II  = 25  .814 
III  - 12  .010 
r = 13  .305 
17  = 26  .523 
VII  - 52  .397 

ferner  war: 

At  = + 47".3  , (jt  = 14*  8'  16".5  , Ö = + 20“  l'  89"  , cp  52®  30'  16" 

Die  Gröfsen  b und  k waren  so  klein,  dafs  man  die  reducirte 
Fädendistanz  f nicht  zu  berechnen  br  ucht.  Damit  erhält 
man  nun: 

t = 4*  55'  3".  2 = 73“  45'  48''.0  , log  cos  b gin  t gin  tp  = 9.85244 
und: 

log  cotang  \ I = 9.14552 

Um  nun  das  zweite  Glied  der  Keihe  zu  berechnen,  mufs 
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man  . - in  Theilc  de«  Kadiiis  verwandeln,  also 

6in  q>  coü  o 8111  / 

mit  15  imdtijdiciren  u'  d mit  20(52(55  dividiren.  Darauf  hat 
man  das  (Quadrat  zu  nehmen  und  um  daa  Glied  dann  in 
Zeitsceunden  zu  verwandeln,  hat  man  wieder  mit  20(5265  zu 
multipliciren  und  mit  15  zu  dividiren.  Der  Kactor  von 

! ’ 

( sin  qi  cos  d sin  O 

wird  daher: 

. J cotane  z 

206265  ’ ® 

wovon  der  Logarithmus  5.(X)718  ist.  Ebenso  wird  der  Coef- 
ficient  des  dritten  Gliedes,  wenn  man  dasselbe  in  Zeitsccun- 
den  erhalten  will: 

— j — ^ — j [l  + 3 cotang  t*J 

16  (206265)  '■  ® ^ 

Dies  Glied  hat  aber  in  diesem  Falle  keinen  Einflufs  mehr. 
Berechnet  man  z.  B.  die  Keduction  für  den  Faden  /,  so  ist 
hier  / negativ  und  man  erhält: 

- — = - 72".  533 
sin  qi  cos  o sin  t 

+ . J cotang  / 1 : = + 0.053 

206265  (cos  O sin  t sin  qii 

also  wird  die  Keduction  auf  den  Mittelfaden  hir: 

/ = — r 12".  4« 

Ebenso  erhält  man: 

//  = - 36".  25 
HI  - - 17  .71 
r = + 18  .69 
VI  - + 37  .24 
VII  = + 73  .54 
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Es  werden  also  die  Ueohachtungen  der  einzelnen  Fäden 
auf  den  Mittelfaden  reducirt: 

19''  -i'  32".  23 


iui  Mittel  19'*  2' 3 2".  41 

Uni  nun  auch  ein  Beispiel  für  die  andre  Art  der  fic- 
duetion  zu  haben , nehme  man  folgende  Beobachtung  von 
« Persei; 

Kreis  Süd,  Stern  West. 

I II  III  IV  V 

« Peraei  4'  2G".0  2'38".0  l'43".  0 5*0'49".  2 59'ö2".0 
VI  VII 

58' 56".  2 57'  2". 0 

Berechnet  inan  zuerst: 


indem  man: 


«m 

tang  i <’  = — f- 

“ sin  (<p  + ö) 


Ä = 49®  16'  26".  7 


= 52®  so'  16".0 


nimmt,  so  erhält  man: 


t = 20®  58'  58".  88 

Nimmt  man  nun  den  ersten  Kaden,  so  ist  / negativ,  man 
hat  also  die  Konncl  zu  berechnen: 

. ./«  (tp-^)  + / 


Da  nun: 


/=  5l".6S9  = 12'  54"  685 
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oder  in  Theilen  des  Radius  gleich  0.0037553  ist,  so  er- 
hält man: 

t'  = 27"  &3'  6".72 


also : 


t'~t  = 0"  54'  7".fU 

= 0*  3'  3ti".32 


Ebenso  erhält  man  fhr  die  übrigen  Fäden: 

//  = l'  49".  05 

///  53  48 

f 5G  .85 

J7  1 53  .85 

»7/  3 46  .77 


Hei  diesem  Sterne  ist  die  Reihenentwicklung  indessen 
noch  mit  mehr  Bequemlichkeit  anzuwenden,  da  bei  Faden 
///  und  V das  dritte  Glied  gar  keinen  Einflufs  mehr  hat  und 
auch  bei  dem  ersten  und  siebenten  Faden  der  Werth  dessel- 
ben nur  0".  12  ist. 

24.  Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  man 
die  Fehler  des  Instruments  durch  die  Beobachtungen  bestimmt. 

Die  Neigung  b der  Axe  wird  immer  durch  unmittelbare 
Nivellirung  gefunden.  Den  Colliinationsfehler  kann  man,  wie 
man  in  No.  22  gesehen  hat,  bestimmen,  wenn  man  dem  Ze- 
nithe  nahe  stehende  Sterne  bei  verschiedenen  Lagen  des  In- 
struments im  Osten  und  Westen  beobachtet.  Man  erhält 
denselben  auch,  wenn  man  eine  östliche  und  westliche  Beob- 
achtung desselben  Sterns  in  einer  Lage  desselben  Instruments 
mit  einander  verbindet.  Es  ist  nämlich  iiir  Kreis  Nord: 


(-)  = T + At . 

8in  z gin  (p 

e'  = T'  + At  + 

gin  : gin  cp 


[Stern  Ost] 

gm 


-i [Stern  Wegt] 

gm  (p 


wo  angenommen  ist,  dals  die  Correction  wegen  der  Neigung 
schon  angebracht  ist.  Ks  ist  also: 

c = gin  (p  gin  s fj  (©'-©)  — J (7*  — .T')] 
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wo  ^ («'— C-))  aus  der  Gleichung: 


cos  J (©’— 0)  — 


lang  6 
tang«p 


oder  schärfer,  wenn  man  .*  (©'— 0)  = t setzt,  aus  der  Glei- 
chung: 


lang  i <’  = 


sin  (<p  — d) 
sin  (9  + d) 


gefunden  wird.  Damit  der  CoeflScient  sin  z recht  klein  wird, 
also  Fehler  in  der  Beobachtung  der  Zeiten  T und  7''  keinen 
grofsen  Einflufs  auf  den  Werth  von  c erlangen,  niufs  man 
zur  Bestimmung  von  c solche  Sterne  nehmen,  welche  so  nahe 
als  möglich  beim  Zenith  durch  den  ersten  Vertical  gehen. 

Addirt  man  die  beiden  Gleichungen  für  0 und  0',  so 
erhält  man: 


= sin  9 (7^+  T)  + A:  - I (0+0')J 

oder  da  -j  (0  + 0')  = « ist: 

i = sin  cp  [J  (T+2'')  + A<  - aj 

Für  die  Bestimmung  von  k wird  man  Sterne  zu  wählen 
haben,  welche  weit  vom  Zenith  durch  den  ersten  Vertical 
gehen,  weil  man  für  diese  die  Durchgänge  durch  die  Fäden 
genauer  beobachten  kann.  Im  Jahre  1838  wurde  an  dem 
Passageninstrumente  der  Berliner  Sternwarte  beobachtet: 

Kreis  Süd. 

Juni  25  a.  üootis  West  19^  S'  l". 44 
26  UL  Bootis  Ost  9 12  54  .49 


wo  die  angesetzten  Zeiten  schon  die  Mittel  aus  den  Beob- 
achtungen an  sieben  Fäden  sind.  Juni  25  war  5 = -|-  6".42, 
Juni  26  dagegen  + 7".  98.  Corrigirt  man  also  die  Zeiten 

wegen  der  Neigung  durch  Hinzuiügung  des  Gliedes  + — 

0 hat  man  zur  Beobachtung  im  Westen  — 0"  26  in  Zeit  und 
zur  Beobachtung  im  Osten  + 0".32  hinzuzulegen,  so  dafs 
man  erhält: 

T = 19*  3'  i".  18 
7*  = 9 12  64  .81 
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Es  ist  also: 

1 (r+TO  = 7'  58". 00 

und  (ln: 

^/  = + 20".27  und  u = 14*  8'  1(;".48 
war,  so  crliiilt  inan; 

<•  = + 1”.  42  in  Zeit 

Anm.  Ueber  da.<  Passageninatrument  im  ersUm  Verticale  ver- 
gleiche man:  Knekc,  Uemcrkttngcn  über  daa  Durchgangs-rnstrnment  von 
Ost  nach  Weat  Uerlincr  aatronomi.'O'hea  Jahrbuch  fiir  1843  png.  300 
u.  folgende. 


VI.  Höheninstrumente. 

25.  Die  Höhcninstriimente  sind  entwetler  ganze  Kreise, 
t^uadranten  oder  Sextanten.  Die  ganzen  Kreise  sind  immer 
an  einer  verticalen  Säule  befestigt,  welche  um  ihre  Axe  be- 
wegt und  durch  eine  senkrecht  gegen  dieselbe  befestigte 
Libelle  oder  durch  ein  in  der  Höhlung  der  Aze  hängendes 
Loth,  welches  durch  zwei  Kreuzmicroscopc  beobachtet  wird, 
vertical  gestellt  werden  kann. 

Die  Verticalität  der  Axe  ist  erreicht,  wenn  die  Libelle 
bei  dem  Umdrehen  der  Säule  um  ihre  Axe  immer  denselben 
Stand  behält  oder  das  Loth  immer  vor  demselben  Puncte 
der  den  Microscopen  gegenüberstehenden  Scale  erscheint. 
Um  den  Kreis  der  Axe  parallel,  also  ebenfalls  vertical  zu 
stellen,  dient  eine  zweite  Libelle,  welche  man  auf  die  Enden 
der  Axe  des  Kreises  aufsetzen  und  dadurch  die  Neigung 
derselben  ebenso  wie  beim  Paasageninstrumente  berichti- 
gen kann. 

Für  diese  Instrumente  gilt  nun  alles,  was  in  No.  9 in 
Hezug  auf  die  Höhenbeobachtungen  mit  einem  Höhen-  und 
Azimutalinstrumcntc  gesagt  ist.  Der  eine  Kreis,  gewöhnlich 
der  Nonienkreis,  ist  fest  mit  der  Säule  verbunden  und  trägt, 
wie  beim  Höhen-  und  Azimutalkreise  ein  Niveau,  während 
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der  gethciUc  Kreis  sich  zugleich  mit  dem  Fernrohre  bewegt. 
Um  dann  die  Zenithdistanz  eines  Sterns  zu  bestimmen,  beob- 
achtet man  denselben  in  zwei  verschiedenen  Logen  des 
Kreises  und  liefst  aufscr  den  Angaben  desselben  auch  den 
Stand  des  Niveaus  ab.  Ist  dann  z die  Ablesung  in  derjeni- 
gen Lage,  in  welcher  die  Thcilung  im  Sinne  der  Zenith- 
distanzen  fortgeht  und  sind  a und  h die  Angaben  der  End- 
piincte  der  HIase  und  zwar  a die  auf  der  Seite  des  Sterns, 
h die  auf  der  Seite  des  lleobachters  abgelesene,  so  ist,  wenn 
man  dieselben  in  der  anderen  Lage  beobachteten  (iröfsen 
mit  z',  a,  //  und  den  Werth  eines  Niveautheils  in  Secunden 
mit  r bezeichnet,  die  Zenithdistanz: 

r'  = i iz-z')  + I (a~b)  f - (n'-i')  £ 

Sind  die  Fehler  des  Instruments  nicht  Null,  sondern  /» 
die  Neigung  des  verticalen  Kreises  gegen  den  Horizont  und 
r der  Collinmtionsfehler,  so  ist  die  wahre  Zenithdistimz : 

z — J + .sin  J (6  + c)’  cotsng  | — sin  J (ä— c)’  tang  J J 

Diese  Formel  giebt  zugleich  ein  einfaches  Mittel  an  die 
Hand,  um  den  Fehler  h zu  bestimmen,  wenn  djis  Instrument 
nicht  so  eingerichtet  ist,  dafs  man  denselben  durch  ein  Niveau 
finden  kann.  Nimmt  man  nämlich  an,  dafs  der  Collimations- 
fehlcr  berichtigt  ist,  was  immer  durch  Einstellung  auf  ein 
irdisches  Object  in  verschiedenen  Lagen  des  Instrumenta  er- 
reicht werden  kann,  so  wird  die  Gleichung: 

z = z'  + sin  5 A’  ootang  J 2'  — sin  J A’  tnng  J z' 

^ z'  + 1 sin  J A’  ootang  z' 

Man  wird  daher  diesen  Fehler  durch  die  Beobachtung 
zweier  bekannten  Sterne  bestimmen  können,  wenn  man  die 
selben  so  auswählt,  dafs  der  eine  nahe  am  Zenith,  der  andre 
in  der  Nähe  des  Horizonts,  aber  doch  in  einer  solchen  Höhe 
steht,  dafs  durch  die  Kefraction  keine  Unsicherheit  hervor- 
gebracht wird.  Bezeichnet  man  nämlich  fiir  den  zweiten 
Stern  die  am  Kreise  abgelesene  Zenithdistanz  mit  c,',  die 
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berechnete  scheinbare  dagegen  mit  4,  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen : 

z — J = 2 gin  ^ A’  cotang  z 
■ = 2 sin  J A’  cotang  ^ 

aus  denen  inan  erhält: 

2 sin  k = [(*-*')  - (4-^)] 

Anm.  Der  Quadrant  dient  ebenfalls  zur  lieobachtung  der  Höhen 
der  Gestirne  und  besteht  aus  einem  Gradbogen,  welcher  gleich  dem 
vierten  Theile  eines  Kreises  ist  und  uni  dessen  Mittclpunct  sich  ein  an 
einer  Alhidade  befestigtes  Fernrohr  bewegt.  Ist  ein  solcher  Quadrant 
an  einer  senkrechten  Wand  in  der  Ebene  des  Meridians  befestigt,  so 
heifst  derselbe  Mauerquadrant.  Bei  den  tragbaren  Quadranten,  welche 
zu  Höhenmessungen  in  allen  Verticalkreisen  dienen,  ist  dagegen  der 
Gradbogen  an  einer  verticalen  Säule  befestigt,  welche  auf  drei  Fufs- 
schrauben  ruht  und  sich  um  ihre  Axe  bewegen  lälst.  Diese  Instrumente 
sind  Jetzt  gänzlich  aufser  Gebrauch  gekommen,  indem  die  Manerqua* 
dranten  durch  die  Meridiankreise,  die  tragbaren  Quadranten  aber  durch 
die  ganzen  Kreise  und  die  Hohen-  und  Azimutalkreise  verdrängt  sind. 

26.  Das  wichtigste  Höheninstrument  ist  der  Spiegel- 
sextant, welcher  nach  seinem  Erfinder  auch  der  Hadleysche 
Sextant  genannt  wird.*)  Dieses  Instrument  dient  übrigens 
nicht  allein  zu  Hühenbeobachtungen  sondern  allgemein  zur 
Messung  des  Winkels  zwischen  zwei  Objecten  in  jeder  Rich- 
tung gegen  den  Horizont  und  da  dasselbe  keine  feste  Auf- 
stellung erfordert,  sondern  die  Beobachtungen  mit  demselben 
angestellt  werden  können,  indem  man  das  Instrument  in  der 
Hand  hält,  so  wird  es  hauptsächlich  zu  Beobachtungen  auf 
der  See  angewandt  und  zwar  theils  zur  Bestimmung  der  Zeit 
und  Polhöhe  durch  die  Beobachtung  von  Sonnen-  oder  Stem- 
höhen,  theils  zur  Bestimmung  der  geographischen  Länge 
durch  Beobachtung  von  Monddistanzen. 


sin  2'  sin 

sin 


*)  Eigentlich  ist  Newton  der  Erfinder  dieses  Instruments,  da  man 
nach  Hadley's  Tode  unter  dessen  Papieren  eine  Beschreibung  desselben 
von  Newton's  eigner  Hand  gefunden  hat.  Hadley  hat  indessen  die  Er- 
findung zuerst  bekannt  gemacht. 
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Der  Spiegelsextant  besteht  im  allgemeinen  aus  einem 
Kreissector,  gleich  dem  sechsten  Theilc  eines  Kreises,  um  des- 
sen Mittelpunct  sich  eine  Alhidadc  bewegt,  welche  einen  auf’ 
der  Ebene  des  Sextanten  senkrechten  und  durch  den  Mittel- 
punct desselben  gehenden  Spiegel  trägt.  Ein  andrer  kleiner 
Spiegel  steht  vor  dem  Objective  des  Fernrohrs  des  Sextan- 
ten, ebenfalls  auf  der  Ebene  desselben  senkrecht  und  zwar 
parallel  der  Linie,  welche  den  Mittelpunct  des  Kreisbogens 
mit  dem  Nullpunete  der  Theilung  verbindet.  Heide  Spiegel 
stehen  einander  parallel,  wenn  man  die  Alhidade  auf  den 
Xullpunct  der  Theilung  stellt.  Von  dem  kleinen  Spiegel  ist 
nur  die  untere  Hälfte  belegt,  sodafs  durch  den  oberen,  freien 
'fheil  desselben  Lichtstrahlen  unmittelbar  von  einem  Objecte 
in  das  Fernrohr  gelangen  können.  Dreht  man  nun  die  Al- 
hidade mit  ihrem  Spiegel  so  lange,  bis  ein  Lichtstrahl  von 
einem  zweiten  Objecte  von  dem  grofsen  Spiegel  nach  dem 
kleinen  und  von  da  in  dsis  Fernrohr  reflcctirt  wird , so  sieht 
man  im  Fernrohre  die  Bilder  beider  Gegenstände.  Bringt 
man  dieselben  dann  durch  eine  kleine  Bewegung  der  Alhi- 
dadc zur  vollständigen  Deckung,  so  ist  der  Winkel,  welchen 
die  beiden  Spiegel  mit  einander  bilden  d.  h.  also  der  Win- 
kel, um  welchen  man  die  Alhidade  vom  Anfangspuncte,  wo 
beide  Spiegel  einander  parallel  waren,  gedreht  hat,  die  Hälfte 
desjenigen  \Vinkels,  um  welchen  die  beiden  Objecte  von  ein- 
ander entfernt  sind. 

Zuvörderst  ist  klar,  dafs,  wenn  beide  Spiegel  einander 
parallel  sind,  auch  der  dirccte  und  der  zweimal  reflectirte 
Lichtstrahl  einander  parallel  sind.  Verfolgt  man  nämlich  den 
Weg  der  beiden  Ijichtstralilen  in  umgekehrter  Richtung,  in- 
dem man  dieselben  vom  Auge  des  Beobachters  ausgehend 
denkt,  so  wird  zuerst  der  Weg  der  beiden  Lichtstrahlen  der- 
selbe sein.  Der  eine  Strahl  geht  dann  durch  den  oberen 
Theil  des  kleinen  Spiegels  nach  dem  Objecte  ,1.  Ist  a der 
Winkel,  unter  welchem  beide  Lichtstrahlen  den  kleinen  Spie- 
gel treffen,  so  wird  der  andre  Lichtstrahl  unter  dem  Winkel  u 
reflectirt  und  da  der  grofse  Spiegel  dem  kleinen  parallel  ist, 
so  fällt  er  auch  auf  diesen  unter  dem  Winkel  a und  wird 

H4 
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wieder  unter  dem  Winkel  « reflectirt.  Dieser  Winkel  winl 
also  ebenfalls  das  Object  A treffen,  wenn  dasselbe  unendlicb 
weit  entfernt  ist,  sodafs  die  Entfernung  der  beiden  Spiegel 
von  einander  gegen  die  Entfernung  desselben  verschwindet. 

Ist  aber  der  grofse  Spiegel  unter  dem  Winkel  y gegen 
den  kleinen  Spiegel  geneigt,  so  trifft  der  den  kleinen  Spiegel 
unter  dem  Winkel  u verlassende  Strahl  jetzt  den  grofsen 
Spiegel  unter  einem  anilern  Winkel  ß.  Man  hat  aber  in  dem 
Dreiecke,  welches  die  llichtungen  der  beiden  Spiegel  und 
die  Hichtiing  des  reflectirten  Strahls  bilden ; 

180  - f/  + + |i  = 180 

oder: 

y = n-(3 

Der  Lichtstrahl  verläfst  daun  den  grofsen  Spiegel  unter 
dem  Winkel  ji  und  diese  Richtung  wird  die  Richtung  des 
vom  Auge  ausgehenden  Lichtstrahls  unter  einem  Winkel  6 
schneiden . welcher  gleich  dem  Winkel  zwischen  den  beiden 
Objecten  ist,  die  man  im  Fernrohre  beobachtet.  In  dem 
Dreiecke,  welches  der  directe  Lichtstrahl,  der  einmal  reflec- 
tirte  und  der  zweimal  reflcctirte  mit  einander  bilden,  hat 
man  aber: 

180  — Za  + A + 2|3  = 180 

also: 

A = 2 tt  - 2 

oder: 

A = Zy 

Der  Winkel  zwischen  den  beiden  zur  Deckung  gebrach- 
ten Objecten  ist  daher  gleich  dem  doppelten  Winkel,  welchen 
die  beiden  Spiegel  mit  einander  bilden  oder  den  die  Rich- 
tung der  Alhidade  auf  der  Theilung  angiebt.  Zur  gröfsereii 
liequemlichkeit  ist  nun  die  Theilung  auf  dem  Gradbogen  des 
Sextanten  schon  mit  2 multiplicirt,  indem  jeder  halbe  Grad 
fiir  einen  ganzen  genommen  ist  und  z.  B.  bei  dem  Striche, 
welcher  dem  zehnten  Grade  entspricht,  schon  die  Zahl  20 
hingeschrieben  ist.  Beobachtet  man  daher  die  Distanz  zweier 
Objecte,  so  ist  dieselbe  unmittelbar  gleich  dem  auf  dem 
Sextanten  abgelesenen  Winkel. 
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Bei  Hühenbeobaclitungen  vermittelst  des  Sextanten  be- 
dient man  sich  eines  kiinsüichen  Ilorisonts,  gewöhnlich  eines 
Quecksilberhorizonts  und  mifst  die  Distanz  des  in  dem  Queck- 
silberhorizonte reflectirten  Bildes  von  dem  Objecte,  also  die 
doppelte  Höhe  desselben.  Auf  der  See  beobachtet  man  da- 
gegen unmittelbar  die  Höhen  der  Gestirne,  indem  man  die- 
selben mit  dem  Meereshorizonte  zur  Deckung  bringt. 

27.  Ks  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Kinflufs  Fehler 
des  Spiegelsextantcn  auf  die  Beobachtungen  mit  demselben 
haben  und  wie  man  dieselben  bestimmen  kann.  Zuerst  kann 
eine  Excentricität  vorhanden  sein  oder  der  Mittelj>unct  der 
Distanz  der  Alhidade  nicht  mit  dem  Mittelpuncte  der  Thei- 
lung  zusammenfallen.  Dieser  Fehler  wird  bei  vollen  Kreisen, 
wie  man  in  Nr.  3 dieses  Abschnitts  gesehen  hat  durch  die 
Ablesung  an  zwei  Nonien,  welche  mit  einander  einen  Winkel 
von  genau  IHÜ  Grad  bilden,  eliminirt.  Da  dies  hier  nicht 
der  Fall  ist,  so  mufs  man  den  Fehler  durch  die  Nachmessung 
bekannter  Winkel  zwischen  zwei  Objecten  zu  bestimmen  su- 
chen, indem,  wenn  <*  dieser  Winkel  und  s die  auf  dem  Sex- 
tanten gemachte  Ablesung  ist: 

ti  — ^ = «in  J (*“^0  20*il2W-’» 

r 

) ^ »in  k .»  . CO»  i O — - cos  i s sin  i 0]  SOCiBS 
Ir  r 

Durch  die  Nachmessung  dreier  solcher  Winkel  wird  man 
dalier,  - , »in  J O und  co»  | O,  mithin  auch  den  Winkel  (> 

r 

bestimmen  können. 

Ferner  können  die  beiden  Flachen  der  Spiegel,  welche 
parallel  sein  sollen,  einen  kleinen  W'inkel  mit  einander  bil- 
den. Es  sei  nun  AB  der  auf  die  Vorderfläche  MN  des 
grofsen  Spiegels  auffallende  Strahl  (Fig.  19),  so  wird  der- 
selbe nach  C gebrochen.  Trifit  der  Strahl  dann  die  hintere 
Fläche  unter  dem  Winkel  a,  so  wird  er  unter  demselben 
Winkel  reflectirt  und  an  der  Vorderseite  des  Spiegels  nach 
der  Richtung  DE  gebrochen.  Sind  dann  beide  Rächen  des 

34« 


oder: 

u — I » = 
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Spiegels  einander  parallel,  so  ist  der  Winkel  gleich  GDE, 
sind  dagegen  die  Flächen  beider  Spiegel  gegen  einander  ge- 
neigt, so  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall.  Es  sei  nun  Winkel: 

M N P = 8 


ferner  seien  die  Einfallswinkel  ABF  und  GDE  gleich  a 
und  b und  die  Brechungswinkel  a,  und  5,  , so  ist: 


a,  + a = 90  + 6 

b,  + a = 90-6 

also: 

b,  = a,~  26 


Ist  aber  ^ das  Brechungsverhältnifs  für  den  Ueber- 
gang  von  LuB  in  Glas  so  ist  auch: 


*>  . n . 

sin  a,  = — Bin  a,  sin  o,  = — sin  b 
m m 


es  ist  also: 


sin  a — sin  i 


[sin  a,  — sin  a,  cos  2 Ä + cos  a,  sin  2 dj 


■ oder: 


m „ cos  a,  ^ 1 /m*  , . 

0 — 6 = — 2o  . = 2o  1/  — f sec  o — tang  a 

n cos  a T n 

- 1 / m’  — n’  I 

= 2Ö  y j — sec  0’  + 1 


a ist  nun  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  vom  Auge  nach 
dem  zweiten  Object  mit  dem  Lothe  auf  dem  grofsen  Spiegel 
macht.  Nennt  man  dann  (i  den  constanten  Winkel,  welchen 
die  Richtung  der  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  mit  dem  I^othe 
auf  dem  kleinen  Spiegel  macht,  y den  Winkel,  welchen  die 
beiden  Objecte  mit  einander  bilden,  so  ist: 

" = Hr  + ß) 

und  man  hat: 


a — b 


+ I 


Die  an  den  Winkel  anzubringende  Correction  ist  nun 
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der  Unterschied  des  Werthes  fiir  y = o von  dein  obigen 
Werthe,  indem,  wenn  die  Flächen  beider  Spiegel  nicht  par- 
allel sind,  auch  der  Nullpuncf  fehlerhaft  ist.  Es  ist  daher 
diese  Correction  x: 


und  diese  Correction  ist  zu  addiren,  wenn  die  dickere  Seite 
des  Spiegels  dem  einfallcnden  Strahle  zugekehrt  ist,  weil 
dann  der  reÜectirte  Strahl  einen  kleineren  Winkel  mit  dem 
Lothe  auf  dem  Spiegel  macht  als  der  einfallendc,  also  auf 
dem  Sextanten  ein  zu  kleiner  Winkel  abgelesen  wird.  Da- 
gegen ist  die  Correction  zu  subtrahircn,  wenn  die  dünnere 
Seite  des  Spiegels  dem  einfallenden  Strahle  zugewandt  ist. 

Die  Formel  für  x kann  man  noch  etwas  einfacher  so 
schreiben: 


oder  da  — sehr  nahe  gleich  — ist: 
m ^ 3 

Um  nun  x zu  bestimmen,  messe  man,  nachdem  man,  wie 
man  später  sehen  wird,  den  Nullpunct  bestimmt  hat,  den  Ab- 
stand zweier  scharf  begrenzter,  über  KX)®  von  einander  ent- 
fernter Objecte  z.  B.  den  Abstand  zweier  Fixsterne.  Dann 
nehme  man  den  grofsen  Spiegel  aus  seiner  Fassung  heraus, 
setze  ihn  umgekehrt  ein  und  messe,  nachdem  man  den  Null- 
punct wieder  bestimmt  hat,  denselben  Winkel.  Ist  dann  A 
die  wahre  Entfernung  beider  Sterne,  so  erhält  man  das 
zweite  Mal: 

— jr  = s 

wenn  man  das  erste  Mal: 

A . " 

- A + X = » 
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abgeleaen  hat,  also  wird: 


Der  Sextant  kann  nun  aiirserdeni  noch  Fehler  haben, 
die  von  der  Stellung  der  Spiegel  und  des  Fernrohrs  ^abhän- 
gen.  Denkt  man  sich  das  Auge  O in  dem  Mittelpuncte  einer 
Kugel,  so  wird  die  Ebene  des  Sextanten  diese  Kugel  in  einem 
gröfsten  Kreise  BAC  Fig  20  schneiden,  welcher  zugleich 
die  Ebene  darstellt,  in  welcher  die  beiden  beobachteten  Ob- 
jecte liegen.  OA  sei  die  Gesichtslinie  nach  dem  Objecte  A. 
Trifft  diese  den  kleinen  Spiegel,  so  wird  dieselbe  von  diesem 
nach  dem  grofsen  Spiegel  reflectirt  und  wenn  p der  Punct 
ist,  in  welchem  das  Loth  auf  dem  kleinen  Spiegel  den  gröfs- 
ten  Kreis  trifft,  so  wird  der  Lichtstrahl  nach  der  Reflexion 
den  gröfsten  Kreis  in  dem  Puncte  B treffen,  sodafs; 

Ji  P = HA 

ist.  Bezeichnet  ferner  P den  Punct,  in  welchem  das  Loth 
auf  dem  grofsen  Spiegel  die  Kugel  trifft,  so  wird  der  Licht- 
strahl nach  der  zweiten  Reflexion  die  Kugel  in  dem  Puncte  € 
troffen,  sodafs; 

= PH 

ist  und  in  dieser  Richtung  wird  das  zweite  beobachtete  Ob- 
ject liegen.  Der  Winkel  zwischen  den  beiden  Objecten  ist 
dann  AC,  der  W'inkel  zwischen  den  beiden  Spiegeln  pP  und 
man  sieht  leicht,  dafs  A C gleich  2 p P ist. 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Gesichtslinic  des  Fernrohrs 
der  Ebene  des  Sextanten  parallel  ist  und  beide  Spiegel  auf 
dieser  Ebene  senkrecht  stehen.  Es  soll  nun  aber  angenom- 
men werden,  dafs  die  Gesichtslinic  des  Fernrohrs  gegen  die 
Ebene  des  Sextanten  um  den  Winkel  i geneigt  ist.  Ist  dann 
wieder  BAC  der  gröfste  Kreis,  in  welchem  die  Ebene  des 
Sextanten  die  Kugel  schneidet,  so  wird  jetzt  die  Gesichtslinie 
des  Fernrohrs  die  Kugel  nicht  mehr  in  dem  Puncte  .1  tref- 
fen, sondern  in  dem  Puncte  A',  welcher  um  den  Bogen  i 
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eines  gröfsten  Kreises  senkrech»  über  .4  liegt.  Ferner  wird 
der  Strahl  nach  der  Reflexion  von  dem  kleinen  und  dem 
grofsen  Spiegel  die  Kugel  in  den  Punctcn  1/  und  (7  treffen, 
welche  um  denselben  Bogen  i des  gröfsten  Kreises  senkrecht 
unter  B und  über  C liegen.'  Bezeichnet  man  dann  den  Pol 
des  gröfsten  Kreises  ABC  mit  (^,  so  ist  QAC  der  auf  dem 
Sextanten  abgelesene  Winkel,  dagegen  der  Bogen  A! C der 
wahre  Winkel  zwischen  den  beiden  beobachteten  Objecten, 
und  wenn  man  den  erstem  u,  den  letztem  '/  nennt,  so  hat 
man  in  dem  sphärischen  Dreiecke  ÄClC'. 

CO»  (X  — sin  P + cos  i*  cos  c< 

= cos  a.  + 2 P sin  J oA 

also  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 

tx  = u — i’  tang  i a 

Hat  also  das  Fernrohr  eine  Neigung  gegen  die  Ebene 
des  Sextanten,  so  mifst  man  alle  Winkel  mit  demselben  zu 
grofs.  Die  Gröfse  des  Fehlers  kann  man  nun  einfach  be- 
stimmen. In  dem  Fernrohr  des  Sextanten  sind  nämlich  zwei 
Fäden  angebracht,  welche  der  Ebene  desselben  parallel  sind 
und  deren  Mitte  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  bezeich- 
nen soll. 

Bringt  man  nun  die  Bilder  zweier  Objecte  an  einem 
Faden  zur  Berühmng  und  neigt  dann  den  Sextanten  so,  dafs 
die  Bilder  sich  an  dem  andern  Faden  befinden,  so  müssen 
sie  sich  auch  hier  noch  berühren,  wenn  die  Gesichtslinie  des 
Fernrohrs,  also  die  Richtung  nach  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  Fäden  der  Ebene  des  Sextanten  parallel  ist,  \\  eil  man 
in  dem  Falle  beide  Male  in  gleichen  Neigungswinkeln  gegen 
die  Ebene  des  Sextanten  beobachtet  hat.  Berühren  sich  da- 
gegen die  Bilder  das  zweite  Mal  nicht  mehr,  so  ist  dies  ein 
Zeichen,  dafs  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  gegen  die  Ebene 
des  Sextanten  geneigt  ist.  Die  Winkel,  welche  man  auf  dem 
Sextanten  abliest,  wenn  man  die  Bilder  an  den  beiden  F'äden 
zur  Berühmng  bringt,  seien  nun  s und  s,  die  Neigung  des 
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Fernrohrs  sei  i,  die  Entfernung  der  beiden  Fäden  6 und  die 
wahre  Entfernung  der  beiden  Objecte  h,  so  ist  das  eine  Mal : 

ö \ “ 

.«  = i + — I j taut:  I ,1 

und  das  andre  Mul: 

»'  = A + ^-^  + A lang  ; »' 


also,  wenn  man: 


nimmt: 


tHiig  5 ./  = •:  ^ 


t 

s —Ä 

i — ^ cotang  I .< 


vv  ie  man  leicht  sicht,  gehtirt  der  kleinere  Winkel  immer 
zu  demjenigen  Faden,  welcher  am  wenigsten  von  der  Ebene 
des  Sextanten  ubwcicht  oder  die  Richtung,  welche  der  Ebene 

des  Sextanten  parallel  ist,  liegt  um  den  Winkel  — — i von 

diesem  Faden  entfernt.  Man  mufs  dann  in  dieser  Entfernung 
einen  dritten  Faden  einziehen  und  alle  Berühnmgen  an  die- 
sem beobachten  oder,  wenn  man  die  Berührungen  in  der 
Mitte  der  ursprünglichen  Fäden  beobachtet,  von  allen  gemes- 
senen Winkeln  die  Gröfse  t*  tnng  J s abziehen. 

Die  Ebene  des  kleinen  Spiegels  soll  nun  parallel  der 
Ebene  des  grofsen  Spiegels  sein,  wenn  die  Alhidadc  nach 
dem  ^iullpunctc  gerichtet  ist  und  zugleich  sollen  beide  Spie- 
gel auf  der  Ebene  des  Sextanten  senkrecht  stehen.  Den  Par- 
allelismus der  beiden  Spiegel  kann  man  leicht  prüfen  und 
den  Fehler,  wenn  ein  solcher  vorhanden  ist,  corrigiren.  Der 
kleine  Spiegel  hat  nändich  zweierlei  C'orrectionsschrauben. 
Die  eine  Schraube  befindet  sich  auf  der  Rückseite  des  Spie- 
gels und  dreht  denselben  um  eine  auf  der  Ebene  des  Sex- 
tanten senkrechte  Axe,  die  zweite  Schraube  dient  dagegen 
dazu,  die  Ebene  des  Spiegels  senkrecht  gegen  die  Ebene  des 
Sextanten  zu  stellen.  Man  bringe  nun,  indem  man  die  Alhi- 
dadc nahe  auf  den  Nullpunct  richtet,  das  direct  gesehene 
und  das  zweimal  reflcctirte  Bild  eines  unendlich  weit  entfem- 
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ten  Objects  zur  Deckung.  Ist  dies  möglich,  so  stehen  die 
beiden  Spiegel  einander  parallel  und  der  Punct,  welchen  die 
Alhidade  angiebt,  ist  dann  der  eigendiche  Nullpunct,  von 
welchem  aus  alle  Winkel  gemessen  werden  müssen.  Kann 
man  aber  keine  Deckung  hervorbringen,  sondern  gehen  die 
beiden  Bilder  vor  einander  vorbei,  so  ist  dies  ein  Zeichen, 
dal's  die  Ebene  des  kleinen  Spiegels  der  des  grolsen  nicht 
parallel  ist.  Bringt  man  dann  die  beiden  Bilder  senkrecht 
unter  einander,  sodafs  ihre  Distanz  ein  Minimum  ist,  so  sind 
die  Durchschnitte  beider  Spiegel  mit  der  Ebene  des  Sextan- 
ten parallel  und  durch  die  zweite  der  vorher  erwähnten 
Schrauben  kann  man  dann  den  kleinen  Spiegel  so  weit  be- 
wegen, bis  die  Bilder  einander  decken,  also  die  beiden  Spie- 
gel einander  parallel  sind.  Der  Punct,  welchen  dann  die 
Alhidade  angiebt,  ist  dann  wieder  der  eigentliche  Nullpunct. 
Zeigt  die  Alhidade  auf  den  Winkel  c,  so  nennt  man  e den 
Collimationsichlcr  des  Sextanten,  welchen  man  von  allen 
beobachteten  Winkeln  abziehen  mufs.  Will  man  denselben 
fortschaffen,  sodafs  die  Alhidade  wirklich  auf  Null  zeigt,  wenn 
die  Bilder  desselben,  unendlich  weit  entfernten  Gegenstandes 
einander  decken,  so  mufs  man  die  Alhidade  genau  auf  Null 
stellen  und  die  beiden  Bilder  durch  die  Schraube  auf  der 
IvUckseite  des  kleinen  Spiegels  zur  Deckung  bringen.  Ge- 
wöhnlich lafst  man  aber  diesen  Fehler  unverbessert  und  zieht 
denselben  von  allen  beobachteten  Winkeln  ab.  In  der  Kegel 
bedient  man  sich  der  Sonne  zur  Bestimmung  dieses  Fehlers, 
indem  man  das  rcflectirte  Bild  zuerst  den  einen  und  nachher 
den  anderen  Rand  des  direct  gesehenen  Bildes  berühren  lälst. 
Hat  man  das  erste  Mal  a,  dos  andre  Mal  b abgelesen,  so 


ist  gleich  dem  Collimationsfehler  c und  — - oder  ^ ^ 
2 ® 2 2 


je  nachdem  a kleiner  oder  gröfser  als  b ist,  der  Durchmes- 
ser der  Sonne.  Die  eine  der  beiden  Ablesungen  wird  dann 
immer  auf  den  Excedens  der  Theilung  fallen  d.  h.  auf  das 
Stüek  der  Theilung  vor  dem  Nullpuncte,  also  Winkel  im 
vierten  Qunflranten  geben.  Man  kann  aber  auch  die  Winkel 
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auf  dem  Excedena  vom  Nullpuncte  abzählen  und  dieaelben 
negativ  nehmen. 

liei  den  Beobachtungen  der  Sonne  wendet  man  immer 
farbige  Blendgläaer  zur  Schonung  an.  Sind  die  beiden  Flä- 
chen dieser  Glaser  nicht  parallel,  so  erhält  man  die  Bestim- 
mung des  Collimationsfehlers  durch  die  Sonne  fehlerhaft. 
Macht  man  michher  Sonnenbeobachtungen,  so  ist  dieser  Feh- 
ler unschädlich,  wenn  man  nur  dabei  dieselben  Blendgläser 
anwendet,  welche  man  bei  der  Bestimmung  des  Coilimations- 
fehlers  benutzt  hat.  Stellt  man  dagegen  andre  Beobachtungen 
z.  B.  Beobachtungen  von  Monddistanzen  an,  so  inuTs  man 
immer  den  Collimationsfehler  durch  einen  Stern  oder  durch 
ein  irdisches  Object  bestimmen. 

Wenn  man  nun  aber  ein  irdisches  Object  beobachtet, 
dessen  Entfernung  nicht  als  unendlich  grofs  gegen  die  Ent- 
fernung der  beiden  Spiegel  angenommen  werden  kann,  so 
mufs  man  an  den  so  gefundenen  Collimationsfehler  c,  noch 
eine  Correction  anbringen,  um  daraus  den  wahren  Collimations- 
fehler  Cq  zu  erhalten,  welchen  man  durch  ein  unendlich  weit 
entferntes  Object  gefunden  hätte.  Ist  nun  ^ die  Entfernung 
des  Objects  von  dem  kleinen  Spiegel,  / die  Entfernung  bei- 
der Spiegel,  ji  der  Winkel,  welchen  die  Gesichtslinie  des 
Fernrohrs  mit  dem  Lotlie  auf'  dem  kleinen  Spiegel  macht, 
so  erhält  man  den  Winkel  c,  welchen  der  directe  und  der 
zweimal  reflectirte  Strahl  am  Objecte  mit  einander  bilden, 
nachdem  man  das  directe  Bild  und  das  Spiegelbild  zur  Coin- 
cidenz  gebracht  hat.  durch  die  Gleichung: 


also: 


tang  c 


/ sin  2jJ 
A + /'  cos  2 ji 


sin  2,j  — 


a’’ 


sin  4jj 


WO  die  rechte  Seite  der  Gleichung  mit  206265  multiplicirt 
werden  mufs,  wenn  man  c in  Secunden  haben  will.  Hätten 
nun  die  Spiegel  parallel  gestanden,  so  hätte  der  vom  grofsen 
Spiegel  reflectirte  Strahl  ein  um  den  Winkel  c von  dem 
beobachteten  entferntes  Object  getroffen  und  man  hätte  den 
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wahren  Collimationofehler  Tq  erhalten,  wenn  man  dies  Object 
mit  dem  vorigen  hätte  coincidiren  lassen.  Dann  wäre  aber  c+c, 
der  Winkel  gewesen,  welchen,  welchen  man  auf  dem  Kreise 
abgelesen  hätte.  Es  ist  mithin: 

/*  /"^  # 

Ä “ ^ A’ 

Den  Winkel  der  auch  vorher  schon  gebraucht  wurde, 
kann  man  leicht  bestimmen,  wenn  man  den  Sextanten  auf 
einem  Stative  befestigt  und  durch  Einstellung  auf  ein  irdi- 
sches Object  den  Colliinationsfehler  r,  bestimmt.  Sieht  man 
dann  durch  ein  mit  einem  Fadenkreuze  versehenes  Fernrohr 
in  den  grofsen  Spiegel,  bringt  das  Kreuz  mit  dem  einmal 
reHectirten  Bilde  des  Objects  zur  Deckung  und  mifst  dann 
mit  dem  Sextanten  den  Winkel  x zwischen  dem  ( )bjecte  und 
dem  Fadenkreuze  des  Fernrohrs,  so  hat  man: 

= 2(J  - ^ sin  2(j 

Da  aber  auch: 

Co  = c.  + ^ sin 

SO  erhält  man: 

2 ß = s — e, 

Ist  der  kleine  Spiegel  gegen  die  Fläche  des  Sextanten 
um  den  Winkel  t geneigt,  so  wird  das  Loth  auf  demselben 
die  um  das  Auge  des  Beobachters  beschriebene  Kugel  in 
dem  Puncte  p'  treffen,  welcher  um  den  Bogen  i eines  gröfs- 
ten  Kreises  senkrecht  über  p liegt.  Fig.  21.  Dann  trifft  die 
Richtung  des  Strahls  nach  der  Reflexion  vom  kleinen  Spiegel 
die  Kugel  in  dem  Puncte  J/  und  nach  der  Reflexion  vom 
grofsen  Spiegel  in  dem  Puncte  C.  Dann  ist  wieder  AC  der 
auf  dem  Sextanten  abgelesene  Winkel  u,  AC"  dagegen  der 
wirklich  gemessene  Winkel,  gleich  Man  hat  dann,  wie 
man  leicht  sieht: 

BB'  = CC'  = 2 cos  ß . i 
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wo  iJ  wieder  der  Winkel  zwischen  der  Gesichtslinie  des  Fern- 
rohrs und  dem  Lothe  auf  dem  kleinen  Spiegel,  also  gleich  A p 
ist.  Ferner  hiit  man: 

cos  a'  = cos  <x  cos  CC' 

— cos  u — '2  cos  i'i’i*  cos  o. 

oder  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 

, 2C03I3’«’ 

u = ot  + C — 

tnng  a 

w äre  der  grofse  Sjjiegel  gegen  die  Ebene  des  Sextanten 
um  t geneigt  und  hätte  man  den  kleinen  Spiegel  demselben 
parallel  und  das  Fernrohr  senkrecht  auf  beide  gestellt,  so 
würden  jetzt  p,  P Al  und  ebenso  P und  C in  einem  klei- 
nen Kreise  liegen,  der  um  den  Bogen  i von  dem  gröfsten 
Kreise  absteht,  in  welchem  die  Ebene  des  Sextanten  die  Ku- 
gel schneidet.  Dann  wäre  der  Winkel  p' P zwischen  den 
beiden  Spiegeln  oder  i «'  ebenso  wie  vorher,  wo  das  Fern- 
rohr um  den  Winkel  t geneigt  angenommen  wurde: 

\ OL  — ^ a — i*  Ung  j a 

also : 

OL  = OL  — 2 i*  tsng  i a 

Um  diesen  Fehler  wegzuschaffen,  bedient  man  sich  ge- 
wöhnlich zweier  rechtwinklig  gebogener  Metallplatten,  welche 
in  gleicher  Höhe  Dioptern  haben.  In  der  einen  Platte  ist 
nämlich  in  der  senkrecht  stehenden  Fläche  ein  kleines  Loch 
angebracht,  die  senkrechte  Fläche  der  andern  Platte  ist  da- 
gegen durchbrochen  und  ein  feiner  Silberfäden  horizontal  so 
eingezogen,  dafs  derselbe  genau  die  Mitte  der  Oeffnung 
schneidet,  wenn  beide  Dioptern  auf  eine  Ebene  aufgesetzt 
werden.  Man  legt  nun  den  Sextanten  horizontal,  stellt  die 
erstere  Diopter  vor  den  grofsen  Spiegel  und  dreht  diesen 
vermittelst  der  Alhidadc  so  lange,  bis  man  durch  die  Oeff- 
nung das  Bild  der  Platte  in  dem  Spiegel  sieht.  Darauf  setzt 
man  die  andere  Diopter  ebenfalls  vor  den  Spiegel,  sodafs 
man  auch  den  Faden  durch  die  (Jeffnung  sehen  kann.  Geht 
dann  der  Faden  genau  durch  die  Mitte  des  Bildes,  welches 
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der  Spiegel  von  der  Ocfifnung  macht,  so  steht  der  grofse 
Spiegel  senkrecht,  weil  dann  die  OefTnung,  ihr  Spiegelbild 
und  der  Faden  in  einer  geraden  Linie  liegen  und  dieser 
(wegen  der  gleichen  Höhe  des  Fadens  und  der  Oeflhung) 
der  Ebene  des  Sextanten  parallel  ist.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  mufs  man  die  Stifte,  auf  denen  der  grofse  Spiegel  ruht 
so  lange  ändern,  bis  man  die  Verticalität  erreicht  hat. 

Vorzüglicher  als  die  Spiegelsextanten  sind  die  in  neuerer 
Zeit  in  Gebrauch  gekommenen  Reflexionskreise,  bei  denen 
der  kleine  Spiegel  diurch  ein  Prisma  ersetzt  ist.  Diese  Kreise 
haben  den  grofsen  Vortheil  vor  den  Sextanten,  dafs  man  den 
Exccntricitätsfehler  durch  Ablesen  an  zwei  diametral  gegen- 
Uberstehenden  Nonien  eliminirt  und  dafs  man  damit  alle  Win- 
kel von  (P  bis  ISO"  messen  kann.  Sonst  gilt  alles  vom  Spie- 
gelscxtanten  gesagte  auch  ftir  diese  Instrumente.*) 


VII.  Instrumente,  welche  zur  Messung  des  relativen 
Ortes  nahe  stehender  Gestirne  dienen.  (Micrometer 
imd  Heliometer). 

28.  Fadenmicrometcr  an  einem  paral  laotisch 
aufgestellten  Fernrohre. 

Um  die  Rectascensions  - und  Declinationsunterschiede 
nahe  stehender  Gestirne  zu  messen,  hat  man  in  parallactisch 
aufgestellten  Fernrohren  (Aequatorealen)  ein  Fadenmicrometer, 
■welches  aus  einem  Systeme  mehrerer  paralleler  Fäden,  durch- 
schnitten von  einem  verticalen  besteht.  Dies  System  von 
Fäden  kann  um  die  Axe  des  Fernrohrs  gedreht  werden,  so- 
dafs  man  die  parallelen  Fäden  der  Richtung  der  täglichen 
Bewegung  parallel  stellen  kann , indem  man  einen  dem 


*)  Vergl.  Kncke.  Uber  den  Spiegelsextantcn.  Berliner  aatron.  Jahr- 
buch für  1S30. 
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Aequator  nahe  stehenden  Stern  längs  dem  einen  Faden  durch- 
gehen läfst  und  das  Fadenkreuz  so  lange  dreht,  bis  der  Stern 
denselben  bei  seinem  Durchgänge  durch  das  Feld  nicht  mehr 
verläfst.  Dann  stellt  der  verticalc  Faden  einen  Stundenkreis 
vor.  Läfst  man  also  einen  bekannten  und  einen  unbekann- 
ten Stern  durch  das  Feld  des  Fernrohrs  gehen  und  beobachtet 
die  Zeiten  der  Durchgänge  durch  den  vertieulen  Faden,  so 
ist  der  Unterschied  dieser  Zeiten  unmittelbar  gleich  dem 
Rectascensionsunterschiede  beider  Sterne.  Urn  nun  auch  De- 
clinationsunterschiede  messen  zn  können,  hat  man  noch  einen 
beweglichen,  ebenfalls  der  Richtung  der  täglichen  Bewegung 
parallelen  Faden,  welchen  man  vermittelst  einer  Schraube 
senkrecht  gegen  den  verticalen  Faden  verstellen  kann.  An 
dem  Instrumente  kann  man  nun  die  Anzahl  der  ganzen 
Schraubenumgänge,  um  welche  man  den  Faden  fortbewegt 
hat  und  die  Hunderttheile  derselben  an  dem  eingetheilten 
Kopfe  der  Schraube  ablesen.  Kennt  man  also  den  Werth 
einer  Schraubenumdrehung  in  Secunden  und  ist  die  Schraube 
regelmäfsig,  so  kann  man  immer  finden,  um  wie  viel  man 
die  Schraube  in  einem  gewissen  Sinne  verrückt  hat.  Läfst 
man  dann  ein  Gestirn  auf  einem  der  parallelen  Fäden  durch 
das  Feld  des  Fernrohrs  laufen,  schraubt  den  beweglichen 
Faden,  bis  derselbe  das  andre  Gestirn  deckt  und  liest  dann 
die  Stellung  der  Schraube  ab,  so  erhält  man  den  Declinations- 
unterschied  beider  Gestirne,  wenn  man  nun  auch  die  Stel- 
lung der  Schraube  abliest,  nachdem  man  den  beweglichen 
Faden  zur  Coincidenz  mit  dem  Faden  gebracht  hat,  auf  wel- 
chem der  erstere  Stern  lief  und  den  Unterschied  beider  Ab- 
lesungen nimmt.  Hat  das  eine  Gestirn  eine  eigne  Bewegung, 
so  hat  man  darauf  zu  sehen,  dafs  man  für  die  Zeit  des 
Rcctasccnsionsunterschiedes  die  Zeit  des  Durchgangs  dieses 
Gestirns  durch  den  Verticalfaden  und  ebenso  für  die  Zeit 
des  Declinationsunterschiedes  die  Zeit  der  Einstellung  dieses 
Gestirns  nimmt. 

Um  nun  den  Werth  einer  Schraubenumdrehung  zu  fin- 
den, verfahrt  man  wie  bei  der  Bestimmung  der  F'ädendistanzen 
im  Mittagsfernrohre,  indem  man  den  früher  verticalen  F'aden 
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der  Kichtung  cler  täglichen  Bewegung  parallel  stellt,  und  die 
Durchgangszeilen  eines  dein  Pole  nahe  stehenden  Sterns  durch 
die  parallelen  Fäden,  welche  jetzt  Stundenkreise  vorstellen, 
beobachtet.  Dann  erhält  man  nach  Nr.  15  dieses  Abschnitts 
die  Distanzen  der  Fäden  in  Bogensecunden  und  da  man  die- 
selben auch  in  Schraubenumgängen  bestimmen  kann,  wenn 
man  den  beweglichen  Faden  nach  und  nach  zur  Coincidenz 
mit  den  einzelnen  Fäden  bringt,  so  erhält  man  dadurch  den 
Werth  einer  Schraubenumdrehung  in  Bogensecunden. 

Gewöhnlich  ist  ein  solches  Micrometer  zugleich  so  ein- 
gerichtet, dals  man  damit  auch  Distanzen  und  Positionswinkel 
d.  h.  die  Winkel,  welche  die  Verbindungslinien  beider  Sterne 
mit  der  Richtung  des  Declinationskrcises  oder  des  Parallels 
machen,  bestimmen  kann,  indem  man  an  einem  am  Oculare 
befindlichen  getheilten  Kreise  ablesen  kann,  um  wieviel  man 
das  Fadenkreuz  gegen  die  Richtung  der  täglichen  Bewegung 
gedreht  hat.  Die  Distanzen  mifst  man  dann,  indem  man  ei- 
nen der  parallelen  Fäden  auf  das  eine  Gestirn,  den  bewegli- 
chen auf  das  andre  Gestirn  und  zugleich  den  früher  vertica- 
len  Faden  in  die  Verbindungslinie  beider  Gestirne  bringt. 
Stellt  man  nachher  den  beweglichen  Faden  auf  den  durch 
das  erstere  Gestirn  gehenden,  so  ist  der  Unterschied  beider 
Ablesungen  die  Distanz  der  Gestirne.  Liest  man  ferner  den 
Positionskreis  ab  sowohl,  wenn  der  eine  Faden  beide  Ge- 
stirne schneidet,  als  auch,  wenn  dieser  Faden  der  täglichen 
Bewegung  parallel  gestellt  ist,  so  ist  der  Unterschied  beider 
Ablesungen  der  Positionswinkel,  vom  Parallel  ab  gezählt. 
Gewöhnlich  nimmt  man  aber  den  nördlichsten  Theil  des  De- 
clinationskrcises  als  Anfangspunct  der  Positionswinkel  und 
zählt  dieselben  durch  Osten,  Süden  und  Westen  von  (P 
bis  SBO"  herum.  Nimmt  man  diese  Zählungsart  an,  so  mufs 
man  also  zu  dem  auf  die  vorher  erwähnte  Weise  gefundenen 
Nullpuncte  der  Positionswinkel  9(P  hinzulegen.' 

Um  nun  aus  diesen  Beobachtungen  den  Rectascensions- 
und  Declinationsunterschied  beider  Gestirne  zu  erhalten,  mufs 
man  die  Relationen  zwischen  denselben  und  den  Distanzen 
und  Positionswinkeln  kennen.  Da  aber  in  dem  Dreiecke 
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zwischen  den  beiden  Sternen  und  dem  Pole  des  Aequators 
die  Seiten  gleich  A,  90—6  und  90— ö'  und  die  denselben 
gegenüberstehenden  Winkel  gleich  180—;)'  und  p sind, 

wo  p und  p'  die  Positionswinkel  und  A die  Distanz  bezeich- 
nen, so  erhält  man  nach  den  Gnufsischen  Formeln: 

«in  ^ A sin  I (j>  +p)  = >*'n  ^ (ot'  — a)  cos  i (6'  + fi) 
sin  i A cos  J (.p'+p)  = cos  J (a'— a)  sin  J (6  —6) 
cos  ^ A sin  5 (p'—p)  = sin  ^ {a —a)  sin  J (<5' + Ä) 

CO«  J A cos  i ip'  —p)  = cos  i (u—u)  cos  i (6'  — 6) 

Sind  «'— « und  ö'—6  kleine  Gröfsen,  sodafs  man  den 
Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschen  und  den  Cosinus  gleich 
eins  setzen  kann,  so  ist  auch  A eine  kleine  Gröfse  und  da 
man  dann  auch  p gleich  p'  nehmen  kann,  so  erhält  man: 

cos  J (Ä'+6)  fa'  — «J  = A sin  ;) 

Ä'  — 6 = A cos  ]> 

29.  Aiifser  diesem  Fadenmicrometer  hat  man  noch 
andre,  die  indessen  hier  nur  kurz  erwähnt  werden  sollen,  da 
dieselben  fast  gar  nicht  mehr  im  Gebrauche  sind. 

Das  erste  ist  das  Micrometer,  dessen  Fäden  Winkel 
von  45°  mit  einander  bilden  Fig.  22.  Stellt  man  den  einen 
Faden  DE  der  Richtung  der  täglichen  Bewegung  parallel, 
so  kann  man  aus  der  Zeit  i—t,  welche  ein  Stern  braucht, 
um  von  A nach  B zu  gelangen,  dsssen  Abstand  vom  Mittel- 
puncte  finden,  indem: 

ytC  = — 15  cos  6 

•1 

Da  man  ebenso  für  einen  zweiten  Stern  hat: 

t 

M'  C = ’ 1 5 cos  6' 

2 

SO  erhält  man  hieraus  den  Declinationsunterschied  beider 
Sterne.  Das  arithmetische  Mittel  der  Zeiten  t und  f ist  die 
Zeit,  zu  welcher  der  Stern  in  dem  Stundenkreise  CM  war; 

ebenso  ist  — ^ die  Zeit,  wann  der  zweite  Stern  in  dieseni 
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Stiindcnkreitic  war.  Der  UntiTschieil  beider  Mittel  ist  gleich 
dem  Rectascensionsunterschiede  beider  Sterne. 

Ein  zweites  Micrometer  i.-<t  das  Bra<lle_vsche  Netz,  bei 
welchem  die  Fäden  ein  Rhombus  bilden,  dessen  kleinere 
Diagonale  die  Hüllte  der  gröfseren  ist  Fig.  23.  Die  kleinere 
Diagonale  wird  der  täglichen  Bewegung  parallel  gestellt. 
Lälst  man  nun  einen  Stern  durch  die  Fäden  laufen,  so  wir<l 
die  halbe  Zwischenzeit  der  Beobaehtungen  im  Bogen  des 
gröfsten  Kreises  au.sgedriickt  gleich  Ml)  sein,  sodafs: 

MI')  = 15  cos  6 

1 

Für  einen  zweiten  Stern  erhält  man : 

•/  — 7 

M'  />  = 1 5 <»os  b' 

2 

und  daraus  den  Dcclinationsiinterschied.  Den  Rectascensions- 
unterschied  findet  man  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
früheren  Micrometer. 

Diese  Micrometer  erfordern  eine  genaue  Untersuchung, 
ob  die  Fäden  einander  unter  den  richtigen  M’inkeln  schnei- 
den. Auch  haben  sic  das  Unbequeme,  dafs  sie  des  Nachts 
erleuchtet  werden  müssen,  also  zur  Beobachtung  sehr  schwa- 
cher Objecte  nicht  angewandt  werden  können.  Sic  sind  da- 
her fast  ganz  durch  die  Kreismicrometer  verdrängt,  die  sich 
einmal  mit  grofser  Crenauigkeit  ausführen  lassen,  dann  aber 
auch  den  Vortheil  gewähren,  dafs  man  sie  immer  ohne  Be- 
leuchtung anwendet. 

30.  Das  Kreismicrometer  besteht  in  einem  genau 
kreisförmig  abgedrehten  Metallringe,  der  in  einer  im  Brenn- 
puncte  des  Fernrohrs  angebrachten  Glasplatte  befestigt  ist 
und  daher  im  Gesichtsfelde  des  Fernrohrs  freischwebend  er- 
scheint. An  diesem  Ringe  werden  die  Ein-  und  Austritte 
der  Sterne  beobachtet.  Dann  ist  das  arithmetische  Mittel 
der  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  die  Zeit,  zu  welcher  der 
Stern  in  dem  durch  den  Mittelpunct  des  Kreises  gehenden 
Stundenkreisc  war.  Man  erhält  daher  den  Rcctascensions- 

35 
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iintersrhied  zweier  Sterne  grade  so  wie  bei  den  vorher 
betriiclitetcn  Micronictern.  Kennt  inan  nun  auch  den  Halb- 
messer des  Kreises,  so  kann  man  auch,  da  die  Grüfse  der 
Sehnen  bekannt  ist,  die  Abstände  vom  Mittelpuncte  und  da- 
durch die  Declinationsimterschiedc  erhalten. 

Es  seien  t und  t'  die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  des 
Sterns,  dessen  Declination  S und  r und  r'  dasselbe  fiir  einen 
andern  Stern,  dessen  Declination  6',  so  ist  also: 


u'  — (x  = \ (r'  + r)  — J (/  -K) 


Bezeichnen  dann  ti  und  ii'  die  halben  Sehnen,  welche  die 
Sterne  beschreiben,  so  ist: 


und : 


i“ 


15 

T 


(l'  - l)  cos  6 


15 

T 


(/  — r)  cos  ö' 


Setzt  man  ferner: 


8in  m = 

r 

f 

t 

8in  (p  = — 


wo  r den  Halbmesser  des  Kreises  bedeutet,  so  erhält  man, 
wenn  man  mit  D die  Declination  des  Centrums  des  Kreises 
bezeichnet. 


also: 


6 —D  = r CO*  q) 
b'~D  = r cos  tp^ 

6'  —6  = r [cos  <p^  ± cos  qij 


je  nachdem  die  Sterne  zu  verschiedenen  Seiten  oder  auf  der- 
selben Seite  des  Mittelpuncts  durch  das  Feld  gegangen  sind. 

Am  Ilten  April  1848  wurde  auf  der  Sternwarte  zu 
Bilk  an  dem  Kingmicrometer  des  sechsfiifsigen  Refractors. 
dessen  Halbmesser  gleich  18'  46".  25  ist,  die  Flora: 

(5'  = 24"  5'.  4) 
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und  ein  Stern,  dessen  scheinbarer  Ort: 

u = 91"  12'  59". 01 

6 = 24  1 9 .01 

war,  mit  einiuider  verglichen.  Es  war: 

7=11''  16'  85".0  Sternzeit  t = 11*  17'  53".  0 

r'  = 17  25  .5  t'  = 19  46  .5 

f'-T  = 50".5  /-t  = l'53".5 

Man  hat  mithin: 

log  /-r  1.70329  log/'-t  2.05500 

log  fl  2.53878  log,“  2.89070 

cos  tp'  9.97850  cos  cp  9.85941 

S-/y  17'5l".9  S-J)  13'34".8 

Da  nun  beide  Gestirne  auf  derselben  Seite  des  Mittel- 
piincts  durchgegangen  waren  und  zwar  beide  nördlich  von 
demselben,  so  erhält  man: 

S'-S  = + 4'  17".  1 

Für  die  Zeiten,  wo  die  Gestirne  in  dem  Stundenkreise 
des  Mittelpuncts  waren,  findet  man: 

J (/  + 7)  = 11*  17'0".2§  i (t'  + O = 18'  49".75 

Es  war  also  um: 

11*  17'  0".  25 

a'-a  = - l'  49".  60  S'-S  = + 4'  17".  1 
= - 27'  22".50 

Ist  der  äufsere  Rand  eines  solchen  Ringes  ebenso  genau 
kreisförmig  abgedreht  wie  der  innere  Rand,  so  kann  man  die 
Ein-  und  Austritte  an  beiden  Rändern  beobachten.  Man  hat 
dann  aber  nicht  nüthig,  die  Beobachtungen  an  jedem  einzel- 
nen Rande  mit  dem  dazu  gehörigen  Halbmesser  zu  reduciren, 
sondern  kann  etwas  kürzer  nach  den  folgenden  Formeln 
rechnen. 

Ist  fl  die  Sehne,  r der  Halbmesser  des  äufseren  Ringes 

35" 
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und  liezeichnen  ft'  und  r'  dasselbe  für  den  inneren  Riug, 
so  ist: 

— cos  O (I  —t)  = = r sm  cp 


also: 

und: 

wenn  man: 


1 5 

— cos  5'  (/,  — t,)  = ft  = r sin  cp' 


ft  + ft  = (a  + i)  sin  qj  + (a— A)  sin  <p 
fl  — fl'  = (ci  + f')  »in  cp  — (a  — i)  sin  cp' 


r+r  r-r 

= a und  = A 

2 2 


setzt.  Daraus  erhält  man: 

fi  + fi  . 9 + 9'  9~<P'  . , 9+9’  • V~v' 

' — ^ = o sui  - — — cos  - — ^ + A cos  - — — sm  ~ — - 

2 2 2 2 ‘J 

fl-fl  9 + 9'  ■ 9-9^  . . • 9 + 9’  9—9' 

2 2 2 2 2 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  beiden  Gleichungen: 

S — D = r cos  9 
S — D = r cos  9’ 

erhält  man  ferner: 

(d  — A)  cos  9^  — (fl  + A)  cos  9 = 0 

oder: 


9+9  . 9—9 

sm  sm  


b = a . 


9+9  9—9 

cos  — cos  — 

2 2 


und: 


6-D  = „ cos  ^ cos  ö * ,i„  W W 
2 2 2 2 

also,  wenn  man  den  Werth  von  h in  die  Ausdrücke  für: 


i"  + i“ 


iid  6 — 1) 


Digilized  by  Google 


549 


Hubstitiiirt : 


o 


sjn 

2 

cos 

9-9' 

2 

sin 

9-<p' 

2 

9+9' 
cos  

und: 


ö—IJ  - n . 


<n  + m «P— <P 

COS  COS  

2 2 

cos  cp  cos  cp' 


cp  + cp'  cp  — cp' 

cos  - — — cos  — 


Setzt  niaii  nun  also: 

+ . . A‘  — 

— =2  siii  .4  und  ^ ^ = sin  /! 

‘in  ‘ln 


(-4) 


so  erhält  inan: 


J _ 1 cos  cp  cos  cp' 


und: 


„ I cos  C)  cos  cp' 
cos  /}  = X ^ 

9 + 9 


also: 


6—D  = a cos  A cos  li 


(") 


Die  Berechnung  des  Abstandes  der  Sehne  des  Sterns 
von  des  Mitte  des  Ringes  ist  somit  auf  die  einfache  Berech- 
nung der  Formeln  (A)  und  {B)  zurückgefiihrt. 

Am  24sten  Juni  1850  wurde  der  von  Dr.  Petersen  ent- 
deckte Comct  an  einem  Ringmicroineter  des  sechsfiifsigen 
Fernrohrs  der  Bilker  Sternwarte  mit  einem  Sterne  verglichen 
dessen  scheinbarer  Ort  war: 

a = 223"  22'  4l".30  6 = 59"  7'  12".  19 
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während  die  Declination  des  Cometen  gleich  59**  20'.  0 ange- 
nommen wurde.  Der  Halbmesser  des  äufseren  Ringes  ist 
gleich  11'  21". 09,  der  des  inneren  Ringes: 


also  ist: 


r = 9'  26".  29 

n = 10'  23".  69 


Die  Beobachtungen  waren  nun  die  folgenden; 

C.  nördlich  von  der  Mitte  • südlich 

Eintritt  *)  Austritt  Eintritt  Austritt 

18*  15' 54"  20"  17'  21"  48"  18'55".S  13".0  2l'20".5  37".5 


Damit  erhält  man: 

r Aeufserer  Itand  l'  54" 
Innerer  Rand  l'  l" 
log  d.  Summe  2.24304 
log  d Diff.  1.72428 
cos  A 9 . 92623 
cos  R 9.99418 
979  2041 
&-!)  = +%'  89".  20 


also: 


A.R.  2'  42". 2 
2 7.5 

2.46195 
1.54033 


9.65138 

9.99749 


9.64887 

b — l)  = - 4'  37".  88 


6'-Ä  = + 13'  17".  14 


Für  den  Rcctasccnsionsuntcrschied  erhält  man  dagegen: 


31.  Um  zu  sehen,  unter  welchen  Umständen  die  Beob- 
achtungen mit  diesem  Micrometer  am  vortheilliaftesten  anzu- 
stellen sind,  differenzirt  man  die  Formeln: 

r sin  q)  = ^1  , r sin  cp'  = , r cos  cp'  ^ r cos  cp  = ö'  — Ä 


*)  Von  den  hinter  einander  stehenden  Sccundeii  gehört  beim  Ein- 
tritt die  eratcre  zum  äufseren,  die  zweite  zum  inneren  Rande  und  um- 
gekehrt beim  Austritt. 
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Dann  erhält  inan: 

sin  tp  (Zr  + r cos  (j)  (/())  = ilfi 
sin  (p  dr  + r cos  cp'  dep'  = dfc 

[cos  cp'  ^ cos  q>]  (Zr  — r sin  cp'  cZqi'  ± r sin  9 CZ9  = d (ö'  — ö) 

oder,  wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  dep  und  dep'  mit 
Hülfe  der  beiden  ersteren  Gleichungen  eliminirt: 

[cos  9 T cos  9'J  dr  — sin  9'  cos  9 dfc  ± sin  9 cos  cp'  cZci 
= cos  9 cos  9'  d (ö'  — ö) 

d/ii  und  dft'  sind  die  Fehler  der  beobachteten  halben  Zwi- 
schenzeit. Nun  sind  die  Beobachtungen  nicht  an  allen  Func- 
ten  des  Micrometers  gleich  scharf,  indem  die  Sterne  nahe 
bei  der  Mitte  schneller  aus-  und  eintreten,  iJso  dort  die 
Beobachtung  sicherer  ist  als  nahe  am  Rande.  Man  wird  es 
indessen  immer  so  einrichten  können,  dafs  die  Beobachtun- 
gen an  ähnlichen  Stellen  in  Bezug  auf  den  Mittelpunct  nn- 
gestcllt  werden  und  so  wird  daher  erlaubt  sein,  dfl  = da 
zu  setzen,  sodafs  man  dann  die  Gleichung  erhält: 

[cos  9 ^ cos  9'J  dr  — sin  [9'  ^ 9]  d j.i  = cos  9 cos  cp'  d (ö'— 6) 

Will  man  also  bei  gegebenem  r die  Declinationsdifferenz 
zweier  Sterne  finden,  so  mufs  man  die  Beobachtung  so  ein- 
richten, dafs  cos  9 cos  9'  so  nahe  als  möglich  gleich  1,  also 
sin  9 und  sin  q/  sehr  klein  sind.  Man  mufs  daher  die  Sterne 
so  weit  als  möglich  vom  Mittelpuncte  durch  das  Feld  gehen 
lassen.  Sind  überdies  beide  Sterne  auf  einem  Parallel,  wo 
also  das  obere  Zeichen  gilt  und  9 = 9'  ist,  so  hat  ein  Fehler 
in  der  Bestimmung  von  r gar  keinen  Einflufs  auf  die  Bestim- 
mung des  Dcclinationsunterschiedes.  Eür  die  Bestimmung 
des  Rectascensionsunterschiedes  ist  es  klar,  dafs  man  die 
Sterne  so  nahe  als  möglich  durch  die  Mitte  des  Feldes  gehen 
lassen  mufs,  weil  dort  die  Ein-  und  Austritte  am  schnellsten 
erfolgen,  also  sich  auch  am  schärfsten  beobachten  lassen. 

32.  Häufig  ändert  das  Gestirn,  dessen  Ort  man  dimch 
dos  Kreismierometcr  bestimmen  will,  seine  Rectasccnsion  und 
Declination  so  schnell,  dafs  die  Voraussetzung,  dafs  dasselbe 
in  einer  Secunde  Stemzeit  15"  cos  5 im  Bogen  zurücklegt. 
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und  dafö  die  auf  seinem  Wege  errichtete  Senkrechte  einen 
Dcclinationskreis  voratellt,  merklich  von  der  Wahrheit  ah- 
weicht.  In  diesem  Falle  mufs  man  an  den  ohne  Biicksicht 
auf  die  eigne  Bewegung  hergeleitefcn  Ort  noch  eine  Correc- 
tion  anhringen.  Xennt  man  d den  Abstand  des  Gestirns  vom 
Mittelpunctc  des  Ringes,  so  war: 

= r’  — (15  t cos  ÖJ* 

wo  t = ^ (/—(")  gleich  der  halben  Zwischenzeit  zwischen 
dem  Ein-  und  Austritte  ist.  Nennt  man  nun  Au  die  Zu- 

nahme der  Rectoscension  des  (jestirns  in  einer  Zeitsecundc, 
so  ist  die  Aenderung  At  von  t,  welche  durch  die  Aendening 
der  Rectascension  hervorgebracht  wird,  sodafs  <-|-At  die  halbe 
Zwischenzeit  bezeichnet,  welche  man  beobachtet  hätte,  wenn 
die  Aenderung  der  Hectasccnsion  gleich  Null  gewesen  wäre: 

I 

At  = t . Au 

15 


Es  ist  aber: 


Art  = 


15’/  cos  a ’ 

7i 


A/ 


also: 


/’  cos  ö’  Au 
- 15.  ; 


oder  cla  15  l cos  6 = u ist: 

A<i  = A (b-D) 


Au 
d 1 5 


(^) 


Ferner  ist  die  Tangente  des  Winkels  n,  welchen  der 
wahre  Weg  des  Gestirns  mit  dem  Parallele  macht: 

a6 

tuiia  n — , , i 

{ 1 5 — A u)  cos  o 


wo  A6  die  Aenderung  der  Declination  in  einer  Zeitsecundc 
bedeutet. 

Es  wird  also  das  Stück  de.s  Weges  des  Gestirns  zwi- 
schen dem  Stimdenkreise  und  dem  auf  den  VV'eg  des  Sterns 
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vom  Mittelpunctc  gefüllten  Perpendikel,  wenn  inan  dasselbe 
X nennt: 


X 


d tang  n = 


dSÖ 

(lö—Au)  cos  6 


Da  man  nun  zu  der  ohne  Kücksicht  auf  die  eigne  He- 
wegung  berechneten  Durchgangszeit  durch  den  Stundenkreis 

die  Gröfse  oder: 

cos  o 


+ 


15  cos  8 


dAö 

— 15  Au  cos  8 * 


zu  addiren  hat,  so  erhält  man  für  diese  Correction,  wenn 
man  die  höhern  Potenzen  von  Au  und  Ad  vemacliläfsigt: 


A 


V'  + t\  _ U.A8 
, 2 / 1 5 cos  8 ’ 


(") 


In  dem  vorher  gegebenen  Beispiele  betrug  die  Aende- 
rung  des  Ortes  des  Cometen  in  24  Stunden  in  Rcctascension 
— 1°  15'  und  in  Dcclination  — 1**  17',  es  war  also: 

log  A « = 8 . 7 1 5 5 1 n 

und: 


ferner  war: 


log  AÄ  = 8. 72B94  n 


log  </  = 2. 7 1538  , log^c  = 2.524«8 
Damit  erhält  man: 

A (8-/0  = - 0".  75  und  A 

Den  Einflufs  der  Bewegung  in  Rcctascension  auf  die 
Dcclination  kann  man  noch  bequemer  so  in  Rechnung  brin- 
gen, dafs  man  die  Sehne  mit  “ multiplicirt,  wo  A'u 

die  Bewegung  in  Rectoscension  in  Zeit  in  einer  Stunde  ist 
und  mit  dieser  verbesserten  Sehne  den  Abstand  vom  Mittel- 
punctc berechnet.  Es  ist  aber: 

3(i00-A'«'_  A/.A'u 
~ sliöo  ~ 3G00 
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wo  M gleich  dem  Modulus  der  Briggischen  Logarithmen 
also  gleich  0.4843  ist.  Da  nun  diese  Zahl  sehr  nahe  48 
mal  15  mal  (>0  durch  KKXKK)  ist,  so  erhält  man: 


.1/  A'a  A'«.48.15 
36ÖÖ~  “ GO.  lOOÖFo 


Man  hat  also  von  dem  constanten  Logarithmus  — 

2 r 

nur  so  viel  Einheiten  der  5ten  Decimale  abzuzichcn,  als 
<lic  48stUndige  Bewegung  in  Kectascension  Bogenminuten 
beträgt. 

In  dem  vorher  gebrauchten  Beispiele  ist  die  48  ständige 
Aenderung  der  Kectascension  = — 2"  30'  = — 1.50'.  Der 

constante  Logarithmus  -y  war:  7.48667.  Man  mufs 

daher  jetzt  tiir  denselben  7.48817  nehmen  und  erhält  duim: 


2.24304 
1 . 72428 
cos  .1  9.925Ü3 
co.s  li  9.99415 
A'-/7  = 8' 38".  50 

33.  Bisher  ist  vorausgesetzt  worden,  dal’s  man  die  Wege, 
welche  die  Sterne  während  ihres  Durchgangs  durch  das  Feld 
des  Kreisraicrometers  beschreiben,  als  geradlinig  betrachten 
kann.  Sind  aber  die  Sterne  dem  Pole  so  nahe,  dafs  diese 
Voraussetzung  unrichtig  ist,  so  mufs  man  an  den  nach  den 
bisherigen  Formeln  berechneten  Declinationsuntcrschied  noch 
eine  Correction  anbringen.  Die  Kectascension  bedarf  dage- 
gen keiner  Correction,  da  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  auch  in  diesem  Falle  die  Zeit 
des  Durchgangs  durch  den  Stundenkreis  des  Mittelpuncts  giebt. 

In  dem  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  Pole  des 
Acquators,  dem  Mittelpunctc  des  Micrometers  und  dem  Puncte 
des  Ein-  oder  Austritts  hat  man,  wenn  r die  halbe  Zwischen- 
zeit zwischen  beiden  Momenten  bedeutet: 

cos  r = sin  l)  s\n  8 + cos  J)  cos  8 co.s  15  t 
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oder: 


altio: 


sin  ^ r’  = sin  | (6  — /J)’  + cos  l)  cos  8 sin 


(Ö  — Py  = r’  — cos  5*  (15  r)*  — [cos  J>  — cos  ÄJ  cos  6 (15  t)“ 
= r’  — cos  6*  (15  7)*  — (S~P)  sin  6 cos  S (15  7)’ 


Zieht  man  aut'  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  au»,  »o  er- 
hält man,  wenn  man  nur  die  erste  Potenz  von  6—D  iiiit- 
nimmt : 


8-P  = 


cos  6*  (15  7)’J4 


{6  — P)  sin  <5  cos  Ä (15  7)’ 
2 [r’  — cOs  d’  (15  7)*J  \ 


Das  erste  Glied  ist  der  in  der  Voraussetzung  der  gerad- 
linigen Bewegung  berechnete  Declinutionsunterschied,  welcher 
mit  (i  bezeichnet  werden  möge,  das  zweite  Glied  ist  dagegen 
die  gesuchte  Gorrection.  Es  ist  also: 


S—D  = ä — J sin  fi  cos  Ä (15  7)’ 


wo  das  zweite  Glied  noch  mit  2()ti265  dividirt  werden  mul's, 
wenn  man  die  Corrcction  in  Secunden  haben  will.  Für  den 
zweiten  Stern  hat  man  nun  ebenso: 

6'—Jf  = 1/  — i sin  6'  cos  S'  (15  7')“ 

mithin : 

6'  — 6 = tf  — ä + i jtang  6 cos  6*  (15  7)’  — taug  ö'  cos  b'  * (15  7')*] 
wofür  man  ohne  merklichen  Fehler  setzen  kann: 


Ä'  — 6 = i(  — d + J lang  J (6+6')  [cos  6’  (15  7)’  - cos  6'*  (15  t')*] 


oder  da: 


cos  6’  15*7’  - r*  — (/’ 

und : 

cos  6'*  15*7'*  = ’ 

6' -6  = i(-d  + J taug  \ (6' +6)  (,</  + d) 

Man  hat  idso  zu  dem  in  der  Voraussetzung  der  gerad- 
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linigcn  Bewegung  berechneten  Declinationsuntcrschiedc  die 
Correction  hinzuzufugen: 


+ 


J tang  f (d'  + Ä) 


(d'  + d) 
206265 


Den  Lüsten  Mai  1850  wurde  der  Coniet  von  Petersen, 
uIh  seine  Declination  74"  9'  war,  mit  einem  Sterne,  dessen 
Dcclination  73*  52'.  5 war,  verglichen.  Die  Rechnung  nach  . 
«len  gewöhnliclicn  Formeln  ergab: 

d = - »'  56".  7 ,(/'  = + 7'  36".  9 
Damit  erhält  man  dann: 


log  (t/'  + fO  = 1.90200" 
log  (ct-d)  = 2.99721 
Compl  log  206265  = 4.68557 
Compl  log  2 = 9.69897 
tang  § (d'  + d)  = 0 54286 
9.82661« 

Correct  . — — o".  6 7 


Es  war  mithin  der  corrigirte  Declinationsunterschied: 

+ 16'  32".  93 

34.  Um  das  Kreismicrometcr  anwenden  zu  können , ist 
immer  die  Kenntnifs  des  Halbmessers  erforderlich.  Zur  Be- 
stimmung desselben  kann  mau  sich  verschiedener  Methoden 
bedienen. 

Beobachtet  man  zwei  Sterne,  deren  Declination  bekannt 
ist,  so  hat  man: 

|ii  + ;ii'  = r [sin  9 + sin  «p'J  = 2r  sin  | (9  + tp')  co.s  J (9—9') 
fi  — fi  = r [sin  9 — sin  9']  = ‘Ir  cos  J (9  + 9')  sin  J (9—9') 

Ferner  ist: 

d'-d  _ d'-d 

cos  9 + cos  9'  2 cos  I (9  + 9')  cos  ^ (9  — 9') 

also  auch : 

= i^“g  (9+9)  = ‘“"8  H9-9) 


■N 
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Setzt  man  daher: 


Ä'-d 


t ang  .4 


und 


S'-d 


= lang  /' 


80  wird; 

d'-Ö 

2 cos  A cos  li 
2 sin  .4  cos  /> 

2 cos  sin  H 

fl 

sin  (/!  + />■) 

/ 

li 

sin  (/l  — /t) 

Die  vorher  in  Nr.  Ül  gegebene  Differentialgleichung 
zeigt,  dafs  man  die  Sterne  zu  beiden  Seiten  de.s  Mittelpuncts 
möglichst  nahe  am  Rande  mufs  durchgehen  lassen,  weil  dann 
der  C'oefficient  von  dr  ein  Maximum  und  nahe  gleich  2,  der 
Coefficient  von  dft  dagegen  nahe  Null  wird. 

Man  mufs  also  zu  dieser  Bestimmung  des  Halbmessers 
zwei  Sterne  auswählen,  deren  Declinationsunterschied  nur  et- 
was kleiner  lUs  der  Durchmesser  des  Ringes  ist. 

Der  Halbmesser  des  inneren  Randes  des  zuerst  in  Nr.  30 
erwähnten  Micrometers  wurde  durch  die  Plejadenstcme  Aste- 
rope  und  Merope  bestimmt,  deren  Dcclinationen : 
ö = 24“4'24".  2fi 


und : 


waren 


Ä'  = 23“  28'  6".  85 

und  die  halben  Zwischenzeiten  beobachtet:  *) 
18".  5 und  56".  2 


•)  Die  Plejadenstcme  eignen  sich  besonders  zu  diesen  bestimmun- 
gen,  weil  man  unter  denselben  immer  fiir  jedes  Micrometer  passende 
finden  wird.  Die  Oerter  derselben  sind  auf  das  genaueste  von  Bessel 
bestimmt.  Astron.  Nuchr.  Nr.  4.30  und  Bessel,  astron.  Untersuchungen. 
Band  I. 
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Damit  erhält  man: 


log 

2. 

710:i8 

log 

n-n'  = 

2. 

41490 

cos  A = 

9. 

98825 

cos  B = 

9 . 

99693 

9. 

98518 

r = 

18' 

' 46".  5 

Man  kann  den  Halbmesser  des  Feldes  auch  aus  den 
Durchgängen  zweier  Sterne,  welche  dem  Pole  nahe  stehen, 
bestimmen,  da  die  langsame  Bewegung  solcher  Sterne  den 
Einflufs  der  Beobachtungsfehler  vennindert.  In  diesem  Falle 
kann  man  aber  die  eben  gegebenen  Formeln  nicht  anwenden, 
weil  man  den  Weg  solcher  Sterne  nicht  mehr  als  geradlinig 
betrachten  darf.  In  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Pole,  dem 
Mittelpuncte  des  Kreises  und  dem  Puncte  des  Ein-  oder 
Austritts  hat  man  aber,  wenn  man  die  halbe  Zwischenzeit 
zwischen  beiden  Momenten,  in  Bogen  verwandelt,  fiir  den 
einen  Stern  mit  r,  Bir  den  andern  Stern  mit  r'  bezeichnet: 

cos  r = sin  d sin  I)  + cos  6 cos  D oos  r 
cos  r = sin  Ä*  sin  D + cos  d'  cos  D cos  t' 

Setzt  man  unter  dem  Cosinuszeichen: 


8+6'  8-8'  . ^ 8 + 8'  8-8'  ^ 

+ statt  d und  — statt  o 

2 2 2 2 

und  zieht  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  erhält  man: 

d — d*  r — r'  . t+t' 

tang  D = cotang  — - — sin  sm  — ^ 


8 + 8!  7—/  7 + 7 

+ tang  cos  cos  

* 2 2 2 


Setzt  man  also: 


d-y 

. 7 — f' 

cotang 

2 

8in  

2 

d+d' 

r— / 

tang 

2 

cos  

2 

a cos  A 
a sin  A 
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80  erhält  man  D aua  der  Gleichung: 

r • G + t' 

Ung  I)  = (I  .1111  { — 


r + Z , I 


(ß) 


Nachdem  man  auf  diese  Weise  D gefunden  hat,  kann 
man  r aus  einer  der  beiden  folgenden  Gleichungen  berechnen : 

sin  I r*  = sin  ^ (ß—D)*  + cos  6 cos  D sin  J r* 

oder  : 

sin  I r’  = sin  J (6'  — iJ)*  + cos  6*  cos  ])  sin  J “ 

Setzt  man  hier: 

sin  J r ■ 

lang  y = - — -r-y^ — — ] cos  ö cos  ]) 
sin  |(0— /J)  ' 

oder:  (<') 

, sin  i / 

■'  = '^TW-iß  ’ ^ “ 

so  erhält  man: 


sin  J r’  = sin  | (6  — />)*  sec  y 
= sin  J (5*  — D)*  sec  y 


oder  auch: 


b-I)  _ S-O 

cos  y cos  y 


(ß) 


Die  Formeln  (j4),  {B),  (C)  und  (Z?)  enthalten  also  die 
Auflösung  dieser  Aufgabe. 

Wenn  man  den  Halbmesser  des  Kinges  nach  dieser  oder 
der  vorigen  Methode  durch  zwei  Sterne  bestimmt,  so  mufs 
man  für  den  Dcclinationsuntcrschicd  beider  Sterne  immer  den 
scheinbaren,  durch  die  Kefraction  veränderten,  anwenden. 
Nach  Nr.  12  dieses  Abschnitts  sind  aber  die  scheinbaren 
Declinationen , wenn  die  Sterne  nicht  nahe  am  Horizonte 
stehen : 

ö + 57"  cotang  (A^+Ö) 

und: 


ö'  + 57"  cotang  (iV+ 6') 


wo: 


tang  N = cotang  <p  cos  t 
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und  t do8  arithmetische  Mittel  aus  den  Stundenwinkeln  bei- 
der Sterne  ist. 

Man  erhält  also  fiir  den  Unterschied  der  8cheinl>arcn 
Declinationen ; 

^ ^ .57"  sin  (ö' -6) 

sin  (A’’+  ö)  sin  (A’^+  6') 

wofiir  inan  sich  auch  erlauben  kann  zu  schreiben: 

„ I 57"  sin  (ö'  — 6) 

° sinfA^+iÄTTöT* 

Den  so  verbesserten  Declinationsunterschied  hat  man  also 
immer  iiir  die  Berechnung  des  Halbmessers  anzuwenden. 

Zur  Bestimmung  des  Durchmessers  des  Kinges  kann 
man  sich  auch  der  von  Gnufs  vorgeschlagenen  Methode  be- 
dienen, indem  man  in  das  Objectiv  des  mit  dem  Kreismicro- 
ineter  versehenen  rernrohrs  mit  einem  andern  an  einem 
VVänkelinatrumente  befindlichen  hincinsieht  und  den  Durch- 
messer des  Ringes  unmittelbar  mifst. 

Hat  man  Sonnenflecken  durch  das  Kreismicrometer 
beobachtet,  so  thut  man  gut,  den  Halbmesser  des  Ringes 
auch  durch  Sonnenbeobachtungen  zu  bestimmen,  weil  man  in 
der  Regel  die  Antritte  der  Sonnenränder  an  den  Ring  etwas 
anders  beobachtet  als  die  Antritte  von  Sternen.  Divzii  giebt 
nun  die  Beobachtung  der  äufseren  und  inneren  Berührungen 
der  Sonnenränder  mit  dem  Kreise  ein  sehr  einfaches  Mittel. 
Berührt  nämlich  der  erste  Rand  der  Sonne  den  King,  so 
ist  die  Entfernung  des  Mittelpuncts  der  Sonne  vom  Mittel- 
punctc  des  Ringes  gleich  R-\-r,  wenn  R der  Halbmesser  der 
Sonne,  r der  des  Ringes  ist.  Denkt  man  sich  dann  den  Weg 
der  Sonne  als  gcradlienig,  so  hat  man  ein  rechtwinkliges 
Dreieck,  dessen  Hypothenuse  R-\-r,  dessen  eine  Cathete  der 
Unterschied  der  Dcclination  des  ^liftelpuncts  der  Sonne  von 
der  Declinution  des  Mittelpuncts  des  Ringes  und  dessen 
andre  Cathete  die  halbe  Zwischenzeit  der  äufseren  Berülir- 
ungen  iin  Bogen  und  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  der 
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Declination  ist.  Man  liat  also,  wenn  t diese  halbe  Zwischen- 
zeit bedeutet,  die  folgende  Gleichung: 

(/f  + r)’  = (6  — DY  + (15  / I'OJI  6)^ 

Für  die  inneren  Berührungen  erhält  man  eine  ähnliche 
Gleichung,  in  welcher  nur  die  halbe  Zwischenzeit  t'  der  in- 
neren Berühningen  statt  t und  R—r  statt  ß+r  vorkommt, 
nämlich : 

{It—rY  = (ö— /))*  + (15  / con  6)’ 

Wegen  der  eignen  Bewegung  der  Sonne  müssen  übrigens 
beide  Zwischenzeiten  in  wahrer  Sonnenzeit  ausgedrückt  sein. 
Eliminirt  man  nun  (5— />)*  aus  beiden  Gleichiuigen,  so  er- 
hält man: 

(/.*  + r)’  - {H-rY  = (in  cos 

also : 

(15  cos  6)*  [t  + t*|  \t~^\ 

r _ 

An  dem  einen  Kreismicrometer  des  Kefnictors  der  Bil- 
ker  Sternwarte  wurde  die  Sonne  beobachtet,  als  die  Decli- 
nation + 23'*  14'  5(/'  und  der  Halbmesser  1,5'  4.5".  07  war, 
und  es  wurden  die  folgenden  Ein-  und  Austrittszeiten 
beobachtet: 

Aeufsere  Berührung:  Innere  Berührung: 

Kintritt  IOA.m's".  2 .Sternzeit  10*82'30".8 

Austritt  84'  47".  5 33  25  .3 

Daraus  erhält  man  die  halben  Zwischenzeiten  in  Stern- 
zeit 1'  49". 65  und  O'  27". 25  die  man  mit  0.99712  zu  multi- 
plicircn  hat,  um  dieselben  lin  wahrer  Zeit  auszudrücken,  da 
die  Bewegung  der  Sonne  in  Bectascension  in  einem  Tage  4' 6".  7 
betrug.  Es  ist  also: 

/ = 109".  33  und  f = 27".  1 7 
womit  man  erhält: 

r = 9'  23".  52 

Anni.  Rs  ist  klar,  dnfs  man  fiir  den  Halbmesser  des  Ringes  nur 
so  lange  denselben  Worth  annehnien  darf,  als  man  die  Entfernung  des 
Ringes  vom  Ubjectiv  nicht  ändert.  Wenn  man  daher  den  Halbmesser 

36 
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durch  eine  der  vorher  gegebenen  Methoden  beetimmt  hat,  so  mufs  man 
sich  genau  die  Stelle  bezeichnen,  welche  die  das  Micrometer  enthaltende 
Ocularröhre  bei  der  beobachtung  eingenommen  hat  und  dieselbe  dann 
bei  späteren  Beobachtungen  mit  diesem  Micrometer  immer  wieder  ge- 
nau auf  diese  Marke  einstellen. 

Ueber  das  Kreismicrometer  vergleiche  man  übrigens  die  Aufsätxe 
von  Beseel  in  Zach’s  monatlicher  Correspondenz  Band  24  und  26. 

35.  Das  Heliometer.  Ein  von  den  bisher  betrach- 
teten Microtnetem  ganz  verschiedenes  ist  das  Heliometer. 
Dies  besteht  in  einem  Fernrohre,  dessen  Objectiv  in  zwei 
Hälften  geschnitten  ist,  von  denen  jede  vermittelst  einer 
Schraube  parallel  mit  der  Schncidungslinie  verschoben  wer- 
den kann.  Die  ganze  Anzahl  von  Schraubenwindungen,  um 
w'elrhe  inan  die  eine  Objectivhälfle  verschoben  hat,  kann  man 
iin  den  Scalen  ablesen,  welche  auf  den  die  Objectivhiilften 
tragenden  Schiebern  angebracht  sind,  die  Theilc  der  Umdre- 
hungen liest  man  dagegen  an  den  gethcilten  Küplen  der  be- 
wegenden Schrauben  ab.  Kennt  man  also  den  Werth  einer 
Schranbenunulrehung  in  Secunden,  so  weifs  man  immer,  um 
welchen  Bogen  man  die  Mittelpnnctc  der  beiden  Objectiv- 
hälften  gegen  einander  verschoben  hat.  Bilden  nun  die  Ob- 
jectivbälften  einen  einzigen  Kreis,  fallen  also  deren  Mittel- 
puncte  zusammen,  so  wird  man  iin  Fernrohre  von  einem 
Gegenstände,  auf  welchen  dasselbe  gerichtet  ist,  nur  ein  ein- 
ziges Bild  sehen  in  der  Richtung  vom  Mittelpunctc  des 
Objectivs  nach  dem  Brcnnpnnctc.  Verschiebt  man  aber  die 
eine  Objectivhälflc  um  eine  Anzahl  von  Schranbenrevolutionen, 
so  wird  das  erste  Bild  von  der  unbewegten  Objectivhältle 
unverändert  geblieben  sein,  dagegen  wird  man  ein  zweites 
Bild  des  Objects  sehen,  welches  durch  die  fortbewegte  Ob- 
jectivhälfte  gebildet  wird  und  in  der  Richtung  vom  Mittel- 
pnncte  dieser  Objectivhältle  nach  ihrem  Bremipunctc  liegt. 
Wenn  daher  ein  zweites  Object  in  der  Richtung  vom  \littel- 
puncte  des  bewegten  Objectivs  nach  dem  Brennpuncte  des 
festen  stände,  so  würden  das  Bild  des  ersteren  Gegenstandes, 
von  der  festen  Objectivhälfte  gebildet  und  das  durch  die  be- 
wegte Objectivhälfte  erzeugte  Bild  des  zweiten  Gegenstandes 
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einander  decken  und  den  Winkel,  um  welche  beide  Gregen- 
8tändc  wirklich  entfernt  sind,  würde  inan  durch  die  Anzahl 
von  Schraubenumdrehungen  erhalten,  um  welche  mau  die 
eine  Objectivhülfle  verschoben  hat.  Hierauf  beruht  der  Ge- 
brauch des  Heliometers  zum  Messen  von  Distanzen. 

Um  nun  die  Schneidungslinic  der  beiden  Objective  immer 
in  die  Richtung  der  Verbindungslinie  der  beiden  zu  messen- 
den Objecte  bringen  zu  können,  sind  die  die  Objectivhälften 
tragenden  Schieber  so  eingerichtet,  dafs  man  dieselben  um 
die  Axe  des  Fernrohrs  bewegen  kann.  Wenn  daher  das 
Heliometer  auch  einen  Positionskreis  hat,  an  welchem  man 
die  verschiedenen  Lagen,  in  die  man  die  Schnittlinie  bringt, 
ablcscn  kann , so  kann  man  mit  einem  solchen  Instrumente 
auch  Positionswinkel  messen.  Dazu  ist  cs  aber  erforderlich, 
<lafs  das  Heliometer  parallactisch  aufgestellt  ist. 

Das  Ocular  des  Heliometers  bctlndet  sich  nun  ebenso 
wie  das  Objectiv  auf  einem  beweglichen  Schieber,  dessen 
Stellung  man  an  einer  Scale  ablescn  kann.  Ebenso  kann 
das  Ocular  wie  das  Objectiv  um  seine  Axe  bewegt  und  die 
Lage  desselben  an  einem  kleinen  Positionskreise,  welcher  in 
demselben  Sinne  wie  der  Positionskreis  des  Objectivs  getheilt 
ist,  abgelcscn  werden.  Diese  Einrichtung  dient  dazu,  um  den 
Hrennpunct  des  Oculars  immer  auf  das  llild  im  Fernrohre 
zu  stellen.  Bewegt  man  nämlich  die  eine  Objectivhältle  aus 
der  Stellung,  in  welcher  ihr  Mittclpunct  mit  dem  der  andern 
zusammenfnllt , so  rückt  ihr  Brennpunet  von  der  Axe  des 
Hohrs  fort  und  der  Brennpunet  des  Oculars  lallt  dalier  nicht 
mehr  mit  dein  Bilde  zusammen.  Um  dasselbe  also  deutlich 
sehen  zu  können,  rauTs  das  Ocular  ebenso  weit  von  der  Axe 
entfernt  werden  können,  als  das  Bild  davon  absteht.  Man 
mufs  also  das  Ocular  senkrecht  gegen  die  Axe  verschieben 
können  und  damit  die  Verschiebung  im  rechten  Sinne  erfolgt, 
mufs  dasselbe  auch  sammt  seinem  Schieber  um  die  Axe  des 
Fernrohrs  gedreht  werden  können. 

Die  Richtung  der  Bewegung  der  Schieber  wird  nun 
nicht  genau  durch  den  Mittclpunct  des  Positionskreises  gehen. 

36* 
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Die  AngiiKo  <les  heweglichen  *)  Schiebers,  bei  welcher  die 
Entfernung  des  optischen  Mittelpiincts  des  Objectivs  von  dem 
Mittelpnncte  der  Kreisdrehung  ein  Minimum  ist,  soll  der 
Hauptpunct  genannt  werden.  Dasselbe  soll  unter  dein  Haupt- 
puncte  des  Ocnlars  verstanden  werden.  Diesen  Hauptpunct 
kann  man  immer  dadurch  bestimmen,  dafs  man  diejenige 
Stellung  sucht,  in  welcher  bei  diametralen  .Stellungen  des 
Objectivs  das  Bild  irgend  eines  Gegenstandes  im  Fernrohre 
sieh  nicht  im  Sinne  der  Richtung  der  .Schieber  ändert.  Hat 
man  denselben  gefunden,  so  kann  man  den  Index  des  Schie- 
bers des  Objectivs  auf  die  Mitte  der  Scale  richten.  Ebenso 
kann  man  nun  auch  den  Hauptpunct  des  Oculars  finden  und 
es  soll  angenommen  werden,  dafs  die  liir  den  Hauptpunct 
geltende  Ablesung  in  allen  drei  .Scalen,  den  beiden  der  Ob- 
jectivschieber  und  der  des  Ocularschiebers,  dieselbe  und  zwar 
gleich  A ist.  Man  nuifs  dann  dem  Fadcnknnize  des  Oculars 
dasselbe  Minimum  der  Entfernung  vom  Mittelpuncte  der 
Kreisdrehung  geben.  Dies  bewirkt  man  dadurch,  dafs  man 
das  Fadenkreuz  auf  einen  sehr  weit  entfernten  Gegenstand 
einstellt  und  beide  Positionskreise  um  180'^  dreht.  Steht  dann 
das  Bild  an  dem  nämlichen  Orte,  so  ist  diese  Bedingung 
erfiillt;  hat  sich  das  Bild  indessen  gegen  das  Fadenkreuz 
verschoben,  so  nuifs  man  die  .Stellung  desselben  durch  die 
Correctionsschraiihen  berichtigen. 

Die  Scale  des  einen  Objectivschieber  zeige  nun,  wenn 
das  von  demselben  hervorgebrachte  Bild  auf  das  Fadenkreuz 
gebracht  ist,  s an,  die  von  dem  Indcxfchler  befreite  Ablesung 
am  Positionskreise  des  Objectivs  sei  p,  zu  gleicher  Zeit  stehe 
der  Schieber  des  Oculars  auf  A,  der  Positionskreis  auf  x. 
Es  sei  ferner  a die  Entfernung  des  Hnuptpiinctes  vom  Mit- 
telpuncte des  Positionskreises  und  es  seien  t und  6 die  be- 
richtigten Ablesungen  am  Stunden-  und  Declinationskreise 
des  Instruments,  die  also  denjenigen  Punct  des  Himmels  be- 


*)  Es  wird  nämlich  im  Folgenden  immnr  nngenomnien,  daCj  man 
nar  den  einen  Schieber  bewegt  und  den  anderen  iinvcrrückt  stehen  liüst. 
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zei<‘hnen,  nach  welchem  hin  die  Axe  des  Fernrohrs  gerichtet 
ist.  Man  nehme  dann  wieder  ein  rechtwinkliges  Coordina- 
tensystem  an.  Die  Coordinaten  4 und  rj  sollen  in  der  Ebene 
des  Fadenkreuzes  liegen  und  zwar  soll  die  positive  Axe 
der  4 nach  ()“,  die  positive  Axe  der  t,  nach  90“  des  Positions- 
kreises  gerichtet,  also,  wenn  das  Fernrohr  nach  dem  Zenith 
zeigt,  nach  Osten  gerichtet  sein. 

Endlich  soll  die  positive  Axe  der  4 seiikreelit  auf  der 
Ebene  des  Fadenkreuzes  stehen  und  nach  dem  Objective  zu 
gerichtet  sein.  Setzt  man  nun : 

s — A = c und  er  — A = r 

nennt  / die  Brennweite  des  Ubjectivs  in  Einheiten  der  Scale 
ausgedrückt  und  nimmt  a positiv,  wenn  der  Haiiptpunct  nach 
der  Seite  der  positiven  rj  und  der  Positionswinkcl  iin  ersten 
oder  vierten  Quadranten  liegt,  so  sind  <lie  Coordinaten  des 
Punctes  ä: 

e cos  p—n  sin  p,  e .sin p — n cos  p , l 
und  die  des  Punctes  <r: 

f cos  rt  — n sin  x,  e sin  x— <1  cos  x , o 

Die  relativen  Coordinaten  von  x in  Bezug  aut  <r  «erden 
dann  also  sein; 

4 = e cos  p — t cos  X—«  [sin  p — sin  x] 

»I  = « sin  p - t sin  X + </  [cos  p — cos  xj 

^ = I 

und  weim  man  coclestische  Objecte  beobachtet,  ilcrcn  Ent- 
fernung vom  Brennpuncte  des  Fernrohrs  in  Vergleich  mit  e 
unendlich  ist,  so  kann  man  diese  Ausdrücke  auch  flir  die 
Coordinaten  des  Punctes  s in  Bezug  auf  den  Brennpunct 
annehmen. 

Diese  Coordinaten  inufs  man  nun  in  solche  verwandeln, 
die  sich  auf  die  Ebene  des  Aeqiiators  und  den  Meridian 
beziehen  und  wo  die  positive  .^xc  der  x in  der  Ebene  des 
Aequators  nach  0",  die  positive  Axe  der  y nach  90“  der 
•Stiindcnwinkel,  endlich  die  positive  Axe  der  z parallel  mit 
der  VV'eltaxc  nach  dem  Nordpole  zu  gerichtet  ist. 
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Dazu  denkt  man  eich  zuerst  die  Axe  der  4 des  vorigen 
Systems  in  der  Ebene  der  4<3  nach  der  Axe  der  4 zu  um 
den  Winkel  90—6  gedreht;  dann  werden  die  neuen  Coordi- 
naten  schon  in  der  Ebene  des  Aequators  liegen  und  man 
wird  haben: 

4’  = 4 ^ + 4 coB  6 

i{  = tj 

^ = 4 d — 4 CO*  6 

Soll  nun  noch  dos  Fernrohr  nach  dem  Stundcnwiukel  t 

gerichtet  sein,  so  hat  man  die  Axe  der  in  der  Ebene 

der  £,'i'  um  den  Winkel  27ü+t  vorwärts  zu  drehen,  um  die- 
selbe in  die  positive  Axe  der  y zu  verwandeln  und  hat  dann 
die  Gleichungen: 

z = 4*  cos  t+n'  sin  l 
y = 4^  sin  t — i;'  co«  l 

= = 4' 

Durch  Elimination  von  4',  r{  und  aus  diesen  Gleichun- 
gen erhält  man: 

z = 4 cos  6 cos  ( + 4 *io  6 cos  t -f-  t]  sin  t 

y = 4 cos  6 sin  / + 4 *'“  6 sin  < — tj  cos  t 

z = 4 *'o  d — 4 cos  6 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  4>  4 aus  den  Gleichun- 

gen (a)  substituirt: 

X — l cos  6 cos  t + \e  cos  y>— f cos  ä]  sin  6 cos  / + [e  siny>— £ sin  x]  sin  £ 

— « [sin  />—  sin  xj  sin  6 cos  t + a [cos  ji — cos  *]  sin  t 

y = I cos  6 sin  £ + je  cos p—t  cos  xj  sin  6 sin  £ — [«  sin  p — e sin  xj  cos  £ 

— a [sin  p — sin  x]  sin  6 sin  t — a [cos  y>—  cos  xJ  cos  £ 

z = / sin  6 — [c  cos  /)— f cos  x]  cos  6 + n [sin  p—  sin  xJ  cos  6 

Hieraus  erhält  man  das  Quadrat  der  Entiemung  r des 
l’iinetes  « vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten: 

r’  =:  /’  + [e  cos  ;<— £ cos  x]  ’ + [e  sin  p—t  sin  x]  ’ + 4 n’  sin  J (/>— x)’ 

Die  Linie  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten  nach  dem 
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Puncte  $ macht  dann  mit  den  drei  Coordinatcnaxcn  Winkel, 
welche  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind: 


X ^ 

cos  u = — , cos  |J  = — und  cos  y = — 
r r r 

Ilezcichnet  man  aber  mit  b'  und  die  üeclination  und 
den  Stiindenwinkel  des  beobachteten  bterns  oder  desjenigen 
Punctes,  in  welchem  die  Linie  vom  Fadenkreuze  nach  dem 
Puncte  « die  scheinbare  Himmelskugel  trifft,  so  ist  auch; 

cos  ot,  = cos  b'  cos  / , cos  j3  = cos  S sin  / , cos  y = sin  Ü 
Sezt  man  also: 


« 

7 


A und  — = a 


so  erhält  man,  wenn  man  auch  der  Kürze  wegen: 

l + [/^  cos  A cos  %]’  + [/)  sin /)— A sin  wj*  + 4 a’ sin  J (/> -:i)  = ^ 

setzt; 


b'  !*in  t*  = 


,,  , cos  6 cos  t + |y^  cos  j>-A  cos  n]  jün  ö cos  l 

CO^I  o cos  t = — 

\A 

[/y  sin  />  — A sin  *]  sin  t 

a I sin  p ~ sin  jt]  sin  6 cos  t — a [cosj»^o^j^n  J 

~\lT~ 

_ cos  5 sin  i + U)  cos  n-A  cos  ti)  sin  6 sin  t 
(/)  sin  p — A sin  n]  cos  l 

iT 

u [sin p — sinn]  sind  sin  t + u [cos p cos  nj  cos  / 

sin  ö - [U  cos  ji-A  cos  nj  cos  6 

U 

u [sin  p — sin  nj  cos  6 


sin  6'  = 


Man  beobachtet  nun  immer  zwei  Objecte  mit  dem  He- 
liometer. Ee  sei  also  zugleich  mit  dem  Bdde  des  ersteren 
Sterns  ein  Bild  eines  andern  Sterns,  welches  durch  die  zweite 
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Objectivhälfte  hervorgebracht  ist,  auf  dem  Fadenkreuz,  so 
wird  man  drei  ähnliche  (ileichungen  haben,  in  denen: 

6,  t,  S,  n,  « und  /» 

dieselben  VVerthe  hüben,  aber  ]},  b'  und  t'  in  andre  Gröfsen 
übergehen,  welche  für  diesen  Stern  gelten  und  durch  Z/,  Ö' 
und  t"  bezeichnet  werden  mögen.  Dann  hat  man  sechs  Glei- 
chungen, welche  indessen  eigentlich,  wenn  man  die  Winkel 
durch  die  Tangenten  sucht,  nur  vieren  entsprechen  und  in 
denen  auf  der  rechten  Seite  alles  durch  die  Ablesungen  an 
dem  Instrumente  gegeben  ist,  nämlich  b und  t durch  die 
Ablesungen  an  dein  Declinations-  und  Stundenkreise,  D und  ^ 
durch  die  Ablesungen  an  den  Schiebern  des  Objectivs  und 
Oculars,  p und  n durch  die  beiden  Positionskreise.  Man 
wird  also  aus  diesen  Gleichungen  b\  f und  6",  finden 
können.  Das  Instrument  giebt  freilich  die  Gröfsen  6,  t,  A 
und  :t  nicht  mit  derselben  Genauigkeit  wie  die  übrigen 
Gröfsen ; da  aber  die  beiden  beobachteten  Sterne  immer  sehr 
nalie  stehen,  also  Fehler  in  diesen  Gröfsen  denselben  Einflufs 
auf  beide  Sterne  haben,  so  wird  man  die  Differenzen  b"—b' 
und  immer  mit  aller  Schärfe  finden  können. 

Stehen  die  beobachteten  Sterne  dem  Pole  nahe,  so  muTs 
man  b",  b',  f und  f nach  den  strengen  Formeln  (/>)  berech- 
nen. In  der  Hegel  wird  man  aber  mit  Nälicrungsfonneln 
aiisreichen,  welche  unmittelbar  b''—b'  und  <*"—u  geben.  Zu- 
erst wird  cs  nun  erlaubt  sein,  a gleich  Null  zu  setzen.  Löst 
man  dann  in  der  Gleichung  für  sin  b'  den  Nenner  in  eine 
unendliche  Reihe  auf,  so  erhält  man,  wenn  man  nur  die  er- 
sten Glieder  mitnimmt: 

sin  b — sin  S'  = \D  cos  p — S cos  itj  cos  6 + J (/i  cos  p — A cos  itj’  sin  b 
+ 4 \D  sin  p — A sin  Jtj’  sin  b 

oder  nach  Formel  (20)  der  Einleitung,  wenn  man  nur  die 
Quadrate  der  in  Klammem  stehenden  Gröfsen  beibchält: 

b'  — b = — \D  cos  p — A cos  TtJ  — I \D  sin  p — A sin  :r]*  tnng  b 
Für  den  iuidern  Stern  hat  man  ebenso: 
b" ~ b = — \jy  cos  p— A cos  itj  — J [//  sin  p— A sin  wj’  t«ng  b 
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al(>o  wird : 

(c)  Si'—S'  = \D-Lf\QOtsp  + J tang6  f(/J+//)gin 2iiginÄ|  [/)-y/]siii p 

eine  Gleichung,  durch  welche  man  den  Dcclinationsunterachied 
der  beiden  Sterne  durch  die  an  dem  Inätrumente  gemachten 
Ablesungen  findet. 

Um  nun  auch  den  Kectasccnsionsunterschicd  zu  erhalten, 
multi])licirc  man  die  erste  der  Gleichungen  {b)  mit  sin  t,  die 
zweite  mit  — ros  t und  addire  beide,  so  wird: 


OOS  b'  gin  (<— /) 


D sin  />  — A sin  ä 

I 1 + \l>  cos  />  — A cos  nj  ’ + f/J  sin  />  — A sin  jt|  ’ 


Aehnlich  erhält  man: 


cos  b"  sin  (t—t”') 


//  sin  — A sin  n 

1 1 + [//  cos  p — A cos  :t]  * + fy/  sin  — A sin  jt|  ’ 


Vemachläfsigt  man  die  (Quadrate  von  D,  1/  und  A und 
fuhrt  die  Kcctasccnsionen  statt  der  Stundenwinkel  ein,  so  ge- 
hen diese  Gleichungen  in  die  folgenden  über: 

cos  b'  {(X  —u)  = J>  sin  p—A  sin  rt 
cos  b"  (a'  — a)  = sin p — A sin  n 


und  wenn  man  hierin  statt  b'  und  b''  setzt: 


ö'  = k (ä'  + ä")  + i («'-«") 
b"  = i (Ä'+fi")  - \ (b'-b") 

und  den  Sinus  des  kleinen  Winkels  ö'—b''  mit  dem  Kogen 
vertauscht,  dagegen  den  Cosinus  gleich  eins  setzt,  so  er- 
hält man: 

(«'  —u)  cos  J (ö'  + 6")  = [y^  sin  p — A sin  äJ  1 1 + J Ung  <5  (6"-6')j 
{a"  — (x)  cos  I (b'  + b")  = \lJ  sin  p-A  sin  a|  ft  + 5 lang  ö (Ä"— 6')) 

also: 

(«"-«')  cos  J (ö'+6")  = (Ji-lf)  sin  p + \ lang  b [6"— 6'J  sin  p 

— taug  d A sin  :r  |d"  — ö'] 
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oder  wenn  inan  fiir  A"— 6'  den  vorher  gefundenen  Werth: 


schrcilit : 


(/J  — //)  cos  p 


(u'—ol)  cos  i (d'+6”)  = {1/  — IJ)  sin p 

, — 5 tangd[(7/+/>)sinp— 2Asm*|  [£)'— 7>|cos/j  (d) 

Setzt  inan  nun: 

H = — 2 lang  6 [(//  + jy)  sin  p — 2 A sin  äJ  (.1) 

80  kann  man  auch  in  den  Gleichungen  (c)  und  (</)  statt  die- 
ser kleinen  Gröfse  u den  Sinus  schreiben,  während  inan  in 
den  ersten  Gliedern  der  Gleichungen  den  Factor  cos  u hin- 
zufugt und  erhält  dann: 

6"-ö'  = - (7/-/))cosCp  + «) 

ct'—a  = + sin  (p  + u)  sec  J (S'  + S") 


Bisher  ist  vorausgesetzt  worden,  dals  die  Distanz  blos 
einfach  gemessen  ist  und  es  ist  dann  die  Äblesimg  s eigent- 
lich diejenige,  ftir  welche  die  Bilder  der  beiden  Objcctivhälf- 
ten  zusaintncnfallen.  Hat  inan  aber  zwei  Objecte  a und  5, 
so  erhält  man,  wenn  man  die  Objectivhälften  aus  einander 
schraubt,  zwei  neue  Bilder  u'  und  l>'  und  kann  dann  das 
Bild  a mit  den  Bilde  f/  zur  Deckung  bringen.  Schraubt 
man  nun  die  Objectivhälften  wieder  zurück  und  Uber  den 
Punct  hinaus,  wo  die  Mittclpuncte  zusammenfallen , so  kann 
man  auch  das  Bild  5 mit  dem  Bilde  a zur  Deckung  bringen 
und  wird  dann  aus  den  Ablesungen  in  beiden  Stellungen  die 
doppelte  Distanz  erhalten. 

Hat  man  also  die  Beobachtungen  auf  diese  Weise  an- 
gestellt, so  mufs  man  | (1/—IJ)  statt  I/—D  in  die  obigen 
Formeln  setzen.  Statt  des  Winkels  p-bti  giebt  jede  der  Mes- 
sungen und  cs  wird  also: 

/ , »/ 

/)  - ^ + ^ = ^ + '»'-2A  , A = f-h 

und: 

M = — J tang  8 ((.<  + / — 2Ä)  sin  />  — 2 («  — A)  .sin  5i] 

6"-6'  = - I (//-/J)  cos  (;>  + i/) 

it"  — u = + i {ri  — T>)  sin  (/)  + u)  sec  J (6'  + ö”) 


Digilized  by  Google 


571 


Will  inan  6" —6'  und  u" — u'  gleich  in  Sccunden  und  u 

in  Minuten  erhalten,  so  mufs  man  — — — mit  dem  Werthe  ei- 

2 

nes  Scalenthcils  in  Secunden  und  den  Ausdruck  fiir  m 
mit  multipliciren.  Man  kann  nun  aber  immer  be- 

wirken, dafs  das  von  p—Ti  abhängige  Glied  zu  vemochläfsi- 
gen  ist  weil: 


M = f>,  WUllll  h 


»'+» 

2 


ist.  Man  wird  dies  also  durch  die  Stellung  des  Oculars  im- 
mer wenigstens  nahe  cinzurichten  suchen,  zumal  du  dann 
auch  die  Bilder  im  Fernrohre  am  deutlichsten  erscheinen. 

Bisher  war  nun  angenommen  worden,  dafs  der  Ort  des 
Gesichtsfeldes,  wo  man  die  Sterne  zur  Coincidenz  bringt,  der 
Durchschnittspunct  des  Fadenkreuzes  ist.  Wenn  die  Sterne 
aber  nicht  gar  zu  nahe  beim  Pole  stehen,  so  genügt  es  voll  • 
kommen,  wenn  man  die  Coincidenz  nach  dem  Augenmafse 
in  der  Mitte  des  Feldes  beobachtet. 

36.  Hat  das  eine  Gestirn  eine  eigne  Bewegung  in 
Rectascension  und  Declination,  so  mufs  man  hierauf  natürlich 
bei  der  Keduction  der  Beobachtungen  Rücksicht  nehmen. 
Bereclinete  man  aus  jeder  einzelnen  Distanz  in  Verbindung 
mit  dem  Positionswinkcl  den  Rcctascensions  - und  Declina- 
tionsimtcrschied,  so  brauchte  man  nur  das  Mittel  aus  allen 
Bestimmungen  fiir  das  Mittel  der  Beobachtungszeiten  gelten 
zu  lassen,  da  man  die  Bewegung  in  Rectascension  und  Dc- 
clination  immer  als  der  Zeit  proportional  betrachten  kann. 
Der  Kürze  wegen  wird  man  cs  aber  meist  vorziehen,  den 
Rcctascensions-  und  Declinationsuntcrschied  blos  aus  dem 
Mittel  der  gemessenen  Distanzen  und  l’ositionswinkel  zu  be- 
rechnen. Da  diese  sich  aber  nicht  immer  der  Zeit  propor- 
tional ändern  werden,  so  kann  man  das  Mittel  aus  den 
beobachteten  Distanzen  und  Positionswinkeln  nicht  unmittel- 
bar für  das  Mittel  der  Zeiten  gelten  la-^scn,  sondern  mufs 
erst  eine  Corrcction  an  dasselbe  anbringen,  ähnlich  wie  bei 
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der  Rcduction  gcmea«ener  Zenithdistanzen  auf  das  Mittel  der 
Zeiten  in  Nr.  4 des  vierten  Abschnitts. 

Es  seien  t,  t',  t'  etc  die  einzelnen  Bcubachtungszeiten, 
7'  das  Mittel  aus  allen  und  es  sei: 

t~r  = r,  f-r  = /,  t"-7’  = r"  etc. 


Ferner  seien  p,  p',  etc.  die  den  einzelnen  Zeiten  entspre 
chenden  Positionswinkel , P der  zur  Zeit  T gehörige,  Aa 
und  Aö  die  Bewegungen  in  Rectascension  und  Declination 
in  einer  Zeitseciinde,  wo  also  r,  r'  etc.  ebenfalls  in  Zeitse- 
cunden  ausgedrückt  sein  müssen.  Dann  ist: 


= r + 


dV 

76 


A6t  + 4 


dP 

du 

d',P 

5T’ 


Aa  . T + 


d‘‘P 


(iV* 

du  d6 


. Au . AÖ . 


Solcher  Gleichungen  wird  man  nun  so  viele  haben , als 
Positionswinkel  gemessen  sind  und  aus  dem  Mittel  aller  er- 
hält man,  wenn  n die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist: 


/•  = f +/>  +r  +■■■■ 


- ! h Aa  + Jg 


2t’ 

n 


wo  man  für: 


auch 

n 


2 2 2 sin  J r’ 
n 


nehmen  kann,  wenn  man  sich  der  schon  öfter  erwähnten  Ta- 
feln bedienen  will. 

Ebenso  erhält  man  fiir  die  zu  dem  arithmetischen  Mittel 
der  Zeiten  gehörige  Distanz  D,  wenn  d,  (f,  d",  etc.  die  ein- 
zelnen gemessenen  Distanzen  sind: 


1)  = 


d + t(  + 7'  + ... 
n 


s , dU> 
\ ’ d«’ 


+ 


du  d 6 


Au  AÖ  + 


c '‘11^  > 
' di*' 


n 


Man  hat  nun  noch  die  einzelnen  Diffcrcntialquotien  zu 
bestimmen. 


Digilized  by  Google 


573 


Et«  ist  aber: 


oder; 


/)  tiin  J‘  — («—«')  cos  ö 
h cos  I'  - 6 — (t' 

..  ti  — u . 
lang  /’  = -j — CO«  o 
0 — 0 


/>’  = (a  — a')’ COS  <5*  + (A  — 6')* 
und  man  erhält  leicht: 


itr 

da 


cos  ö cos  P dP 

T>  ' H 


sin/’  dl>  dp 

—f—  , — = cos  0 sm  /' , -V  = cos  P 
D da  do 


d^P 

da* 


d*D 
d a* 


_ 2 CO«  (5*  sin  P cos  P d*P  _ 2 sin  P cos  P 

_ - _ , _ _ 

d*  P 2 cos  8 sin  /’’  cos  8 
da  d8  I>*  h* 

_ cos  8*  cos  P*  d*  D _ sin /’*  d*  I)  _ cos  5 sin /'cos /' 

~ ~ T>  ' ~ ^IT  ' da  . 18  ~ T> 

Daraiia  findet  man  dann,  wenn  man  zugleich  setzt: 

A a cos  Ä = c «in  y 
A Ä = c cos 

_ /(  + //  + //'  + ...  sin  (/’— 5>)  cos  (/•— j>)  ,5  t’ 

n D*  n 

_ d + if  + it'  + ...  sin(/'-y)’  5 r’ 

n /I  n 


oder,  wenn  ,1/  den  Modulus  der  Hriggischen  Logarithmen 
bedeutet : 

d + (i  + if  + ...  A/sin(/’— y)’  , 2r’ 

log  H = bg  — — 5 H c’  — — 

Um  das  zweite  (Jlied  von  P in  Bogenminuten,  das  zweite 
Glied  von  log  D in  Einheiten  der  fiinften  Decimale  zu  er- 
halten, mufs  man,  wenn  R den  M'erlh  eines  Scalenthcils  in 
Secunden  bedeutet,  D in  Scalentheilen  aiisgedriickt  ist  und  Am 
und  Aö  jetzt  die  Aenderungen  der  Rectascension  und  Decli- 
nation  in  24  Stunden  in  ßogenminuten  bezeichnen,  das  erste 
Glied  multipliciren  mit: 

tio  20t;2t;j 
86400*  /{* 
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und  doa  andere  mit: 

lOOOOO  . CO’ 
8G4O0’  TP 


Hat  man  aber  die  Tafeln  fiir  2 ein  J r’  benutzt,  sodafs 
man  genommen  hat: 

p + p •^p" •¥  ...  sin  (/'— y)  cos  (/'— y)  j 2 2 sin  4 r* 

p _ _ 2 p , c - - 

und: 

, ^ , d + i + J'+...  3/sin(7’— y)’  , 2 2 sin  4 r’ 

log  n = log  — nt-  — <=  — 


SO  raufs  man  die  zweiten  Glieder  beider  Gleichungen  multi- 
pliciren  mit: 

CO  ..  2062Cr)’ 

86400’.  15*.  /P 


und: 


100  000  . 60*.  20629.6 
^6400*^  /P.  15’ 


37.  Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  man 
den  Nullpunct  des  Positionskreises  und  die  Gröfse  eines  Sca- 
Icnthcils  bestimmen  kann. 

Der  Nullpunct  des  Positionskreises  soll  da  stehen,  wo 
die  Richtung  der  Schieber  genau  der  Drehung  des  Fernrohrs 
um  die  Dcclinationsaxe  entspricht.  Hat  man  nun  die  beiden 
Objectivhülften  bedeutend  von  einander  entfernt , so  drehe 
man  die  Schieber  so,  dafs  die  Nonien  des  Positionskreises 
auf  0°  zeigen  und  bringe  das  eine  Bild  eines  Objects  in  den 
Durchschnittspunct  des  Fadenkreuzes.  *)  Kann  man  dann 
durch  alleinige  Drehung  des  Fernrohrs  um  die  Dcclinations- 
axe auch  das  andre  Bild  genau  in  die  Mitte  des  Fadenkreuzes 
bringen,  so  sind  die  Schieber  dieser  Drehung  des  Fernrohrs 


*)  Für  diesen  Zweck  ist  es  gut,  wenn  man  ein  Fadenkreuz  hat, 
welches  aus  doppelten,  etwas  von  einander  entfernten,  parallelen  Faden 
besteht,  sodafs  die  Mitte  des  Feldes  durch  ein  kleines  Quadrat  ange- 
geben wird. 

■'S 
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parallel,  ali<ü  ist  dann  der  Colllmationsfehlcr  <les  Positions- 
kreises  gleich  Null.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  niufs 
man  das  Objectiv  ein  wenig  drehen,  bis  die  Bedingung, 
durch  blofse  Drehung  des  Fernrohrs  um  die  Declinafionsaxe 
beide  Bilder  durch  die  Mitte  des  Fadenkreuzes  zu  führen, 
erftillt  ist.  Die  Zahl,  auf  welche  dann  der  Nonius  des  Po- 
sitionskreises zeigt,  ist  der  wahre  Nullpunct  und  der  Unter- 
schied von  dem  mit  Null  bezeichneten  Puncte  der  Theilung 
der  (.'ollimationsfehler  des  Kreises. 

Dies  setzt  nun  voraus,  dafs  die  Schieber  sich  geradli- 
nig bewegen.  Wäre  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  wurde  man 
bei  verschiedenen  Abständen  der  zwei  Bilder  von  einander 
und  bei  verschiedenen  Stellungen  der  Schieber  an  ihren  Sca- 
len auch  verschiedene  Colliniationsfehler  finden. 

Dreht  man  das  Fadenkreuz  des  Fernrohrs  so  um  die 
Axe  desselben,  dafs  ein  dem  Aequator  naher  Stern  den  einen 
Faden  bei  seinem  Durchgänge  durch  das  Feld  nicht  verläfst, 
so  ist  derselbe  dem  Aequator  parallel.  Bewegt  man  dann 
die  Scldeber  der  Objective  weit  aus  der  Stellung,  wo  die 
Mitfelpuncfe  der  beiden  Objectivhälften  zusammenfallen  und 
dreht  zugleich  das  Objectiv  um  die  Axe  des  Fernrohrs  so 
lange,  bis  beide  Bilder  bei  dem  Durchgänge  durch  das  Feld 
auf  dem  Faden  hingehen,  so  mufs  der  Positionskreis  90* 
oder  270'  zeigen.  Liest  man  aber  90“— c oder  270*— c in 
dieser  Stellung  ab,  so  ist  c der  Collimationsfchler  des  Krei- 
ses, welchen  man  zu  allen  Ablesungen  an  demselben  zu  ad- 
diren  hat. 

Die  Gröfse  eines  Scalentheils  des  Objectivschiebers  fin- 
det man  durch  die  Messung  eines  Gegenstandes  von  bekann- 
tem Durchmesser,  etwa  der  Sonne  oder  des  Abstandes  zweier 
genau  bestimmter  Sterne,  wozu  sich  namentlich  die  Pleja- 
densterne  eignen,  deren  Entfernungen  von  Besscl  mit  sehr 
grofser  Schärfe  gemessen  sind.  Man  kann  sich  aber  auch 
hier  wieder  der  von  Gnufs  vorgeschlagenen,  schon  früher  er- 
wähnten Methode  bedienen.  Da  nämlich  die  Axen  der  bei- 
den Objectivhälften,  wenn  sie  auch  um  eine  grofsc  Anzalil 
Scalenthcile  von  einander  abstehen,  doch  parallel  sind,  so 
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sieht  man,  wenn  man  ein  für  unendlich  entfernte  Gegenstände 
eingestelltes  Fernrohr  auf  das  Objectiv  eines  Helioiiictera 
richtet,  das  doppelte  Bild,  welches  ein  im  Brennpuncte  der 
einen  Objectivhälfte  ausgespannter  Faden  giebt.  Stellt  man 
also  die  eine  Objectivhälfte  in  die  Mitte  der  Scale,  die  andre 
Halde  aber  um  eine  grofse  Anzahl  von  Scalentheilen  davon 
entfernt  und  läfst  dann  das  Fadenkreuz  durch  das  gegen 
den  hellen  Himmel  gerichtete  Ocular  erleuchten,  so  kann  man 
mit  einem  zweiten  Fernrohre,  welches  mit  einem  Winkel 
messenden  Instrumente  verbunden  ist,  den  scheinbaren  Ab- 
stand jener  zwei  Bilder  messen.  Indem  man  nun  mit  die- 
sem Winkelabstande  die  Zahl  der  Scalentheile  vergleicht,  tim 
welche  man  das  eine  Objectiv  aus  der  Stellung,  in  welcher 
die  Mittelpiinctc  zusammeniieleB , fortgeriiekt  hat,  so  erhält 
inan  die  Gröfsc  eines  Scalentheile-s.  Hat  die  eine  Objectiv- 
hälfte keine  Micrometertheilung,  so  inufs  man  die  Beobach- 
tung zwei  Male  bei  vei-schiedenen  Stellungen  der  mit  einem 
eingetheilten  Schraiibenkopfe  versehenen  Objectivhälfte  an- 
stellcn. 

Es  sei  für  die  erste  Messung  S die  Ablesimg  an  dem 
Schieber  mit  der  Micrometerschraube , S,,  die  am  zweiten 
Objectivschieber,  « die  am  Ocularschieber,  so  hat  man,  wenn  /< 
und  c die  Winkel  sind,  welche  die  von  den  Pimcten  5«  und  S 
nach  dem  Brennpuncte  gezogenen  Geraden  mit  der  Axe  des 
Fernrohrs  machen: 

(k—\)  li  = 20G265"  lang  b 

(.V-*  ) n = 206265"  Ung  c 

wo  R die  Gröfse  eines  Scalentheils  bezeichnet.  Ferner  sei 
der  gemessene  Winkel  zwischen  den  beiden  Bildern  des  Fa- 
denkreuzes gleich  a,  so  ist: 

a — A + r 


Eliminirt  man  nun  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  die  Win- 
kel l)  und  c aus  den  obigen  beiden,  so  erhält  man  die  qua- 
dratische Gleichung: 


(.«— .SL)  (.S— s)  lang  a i + (.V— Ä.)  = lang  a 

^ ^ ^ 206265’  ' * 206266  * 
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deren  Auflösung  giebt : 

li  _ _ (.V-^Vq)  - V (•V-.t'o)*  + 4 (n-S„)  tang  o* 

206265  2 (.»— Ä„)  (.V-*)  tang  a 

Ist  nun  blos  eine  ObjectivhäH'te  mit  einem  cingethciltcn 
Schraubenkopfe  versehen,  so  mufs  man  eine  zweite  Beobach- 
tung machen.  Bei  dieser  sei  S'  der  Stand  des  Schiebers  mit 
gctheiltem  Schraubenkopfe,  s der  des  Ocularschicbers , der 
gemessene  Winkel  a';  dann  erhält  man  für  R eine  älinliche 
Gleichung,  in  welcher  S',  x'  und  a an  der  Stelle  von  S,  s 
und  a stehen.  Man  kann  nun  aber  die  Messung  stets  so 
cinrichten,  dafs: 

.s-'-.S„  = und  *-.S„  = 

ist  und  wird  dann  statt  der  eben  gefundenen  Gleichung  fiir  R 
die  folgende  schreiben  können: 

= _ (■<-S)  - t6  (.s^)  \ («  + «')• 

206265  4 (x—Sg)  (S—x)  tang  (n  + (7) 

Haben  s — S,^  und  S~-x  gleiche  Zeichen,  so  wird  man, 
wenn  man  setzt: 


tang  IX 


. t«ng  i («  + «') 


fiir  R erhalten: 


fsec  a — 1 ] 
H - 206265  . — 


~ 206265 


tsng  a V (*--''o) 
tang  ^ a 


V (’-• S>) 

Haben  aber  s—Si,  und  S— .<  verschiedene  Zeichen,  so 
wird  man,  wenn  man  setzt: 

. , tang  i (n  + n)  — , 

s,n  ^ = 4 V (o- .S„)  (.S-.0 


fiir  R erhalten: 

N = 206265 

= 206265 


1 — COS  p 

sin  ß \ {x-Sg)  (S—x) 
tang  i ß 

37 
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Ist  ,1  = S mul  s = 5',  80  erhält  man  statt  der  quadra- 
tischen Gleichungen  liir  R in  beiden  Beobachtungen  die 
folgenden : 


208265 


= tang  a 


also: 


.S')  — = lang»' 

® 206265  ® 


2 tang  I (o  + n') 

U = 206265  2-«-'  _ ' 

vV-  s' 


oder  auch  die  Niiherungsforinel: 

f , 

<1+0 


l{  = 


Diese  Vorschriften  sind  natürlich  auch  anwendbar,  wenn 
man  den  VV'ertli  eines  Scalentheils  durch  die  Beobachtung 
des  Sonnendurchmessers  oder  des  Abstandes  zweier  Fixsterne 
bestimmt.  Dann  wird  a und  a gleich  dem  Durchmesser  der 
Sonne  oder  gleich  der  Entfernung  der  beiden  Fixsterne. 


Anm.  lieber  daa  Heliometer  vergleiche  man: 

Hansen,  Methode  mit  dem  Fraunhoferschen  Heliometer  Beobach- 
tungen anzustellen. 

Und  Bessel,  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen  Äequa- 
toreals,  im  ersten  Bande  der  astronomischen  Untersuchungen  und  im 
1 5ten  Bande  der  Königsberger  Beobachtungen. 


VIII.  Verbes.serung  der  Micrometerbeobachtungen  we- 
gen der  Refraction. 

38,  Die  Beobachtungen  an  den  verschiedenen  Micro- 
metem  geben  immer  den  scheinbaren  Rectasccnsions  - und 
Declinationsunterschied  der  Sterne  thcils  unmittelbar,  theils 
lassen  sie  denselben  durch  Rechnung  finden.  W^äre  nun  die 
Wirkung  der  Refraction  auf  beide  .Stenie  dieselbe,  so  würde 
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dieser  beobachtete  Unterschied  der  sclieinbaren  Oerter  auch 
unmittelbar  der  Unterschied  der  waliren  Oerter  sein.  Wegen 
der  ungleichfiirniigen  Wirkung  der  Kefrnction  auf  Gestirne 
in  verschiedenen  Höhen  bedürfen  aber  die  Microineterbeobach- 
tungen  noch  einer  Verbesserung.  Nur  in  dem  Falle,  wo  die 
beiden  Sterne  auf  demselben  Parallele  stehen,  wo  also  die 
Beobachtungen  an  demselben  Pnncte  des  Micrometers  gesche- 
hen, liir  welchen  die  Höhe  also  auch  die  Strahlenbrechung 
dieselbe  bleibt,  wird  diese  Correction  gleich  Nidl  sein.*) 

Die  gewöhnlichen  Refractionstafeln  in  den  T.abulis  Re- 
giomontanis  geben  die  Refraction  für  den  Normalzustand  der 
Atmosphäre  (d.  h.  für  die  Rarometerhöhe  gleich  33Ö.78  pa- 
riser Linien  und  für  die  Temperatur  gleich  48".  75  Fahr.) 
unter  der  Form: 

u tan^  z 

WO  z die  scheinbare  Zenithdistunz  bedeutet,  « dagegen  ein 
mit  der  Zenithdislanz  veränderlicher  Factor  ist,  der  für: 

I = 4,')'’  gleich  .‘i?”.  l>82 

ist  und  für  waciisende  Zenithdistanzen  abnimmt,  sodafs  er 
z.  B.  lür: 

i = 85®  nur  gleich  r>l".310 

ist.  Aus  diesen  Tafeln  kann  man  leicht  andre  berechnen, 
welche  die  wahre  Zenithdistanz  ^ zum  Argumente  haben  und 
aus  denen  man  dann  die  Refraction  durch  die  Formel  findet: 
e = ß t»ng  4 

wo  ß wieder  eine  Function  von  4 ist.  Man  hat  daher: 

4 = I + lang 
(f  zz  Z + ßf  tang  4' 

also: 

4^-4  = z'-z  + tang  4'-ß  lang  4 


*)  Diese  Uemerkiing  gilt  natürlich  nicht  für  Micrometer.  mit  denen 
Po.sitionswinkel  und  Distanzen  gemessen  werden. 


37* 
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oder  auch,  wenn  inan: 

1^-4  — (z'  — z)  mit  A (z'— 2) 

bezeichnet: 

A (i'-i)  = l?  tang  4^-ß  tang  4 («) 

Dies  ist  also  der  Ausdruck  fiir  die  CoiTection,  welche 
man  dem  beobachteten  Unterschiede  der  scheinbaren  Zenith- 
distanzen  hinzuzufiigen  hat,  um  den  Unterschied  der  wahren 
Zenithdistanzen  zu  erhalten. 

Nennt  man  nun  ßu  den  zu: 

gehörigen  Werth  von  ß,  gegeben  durch  die  Gleichung; 

80  = Po  fang  So 

so  wird: 


ji'  tang  ^ teng  | ^ tang  4'  (^-4)  + ... 

ß tang  4 = ß„  tang  4 ~ ‘ang  4 ~4)  + 

Setzt  man  rechts  in  den  zweiten  und  den  folgenden 
Gliedern  tang  4o  tang  4 und  tang  4\  bo  heben  sich  die 
Glieder,  welche  die  zweiten  Differentialquotienten  enthalten, 
in  dem  Unterschiede  beider  Gleichungen  auf  und  man  hat 
sehr  nahe; 


ßf  tang  4f-ß  Ung  4 = ßo  [fang  4'  ~ *ang  4\ 


* S * 


tang  ^ - Ung  4 
sec  4^ ’ 


20C2C.’> 


Setzt  man  also: 


k 


Po 


<tpo  tang  4^ 

d4o  sec -io’ 


20ti2G.'> 


SO  erhält  man  aus  (a): 

A (z-z)  = k [tang  ^ - tang  4]  = k tang  4' -k  tang  4 
wo  also  k mit  dem  Werthe: 


4o 


i±A 

2 
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zu  berechnen  ist,  und  da  bis  auf  <lie  zweiten  Potenzen  von  <^— 4 
auch : 

Ung^-Ung^  = ^^4 

ist,  so  hat  man: 


Diese  Formel  setzt  nun  aber  den  Unterschied  der  wah- 
ren Zenithdistanzen  als  gegeben  voraus.  Führt  man  dafür 
den  Unterschied  der  scheinbaren  Zenith distanzen  ein,  so  inufs 

d ^ 

man  die  Formel  noch  mit  — ^ multiplicircn  und  erhält  dann: 

tt2g 


dz„  ■ cos  4„  * 


oder,  wenn  man  jetzt  setzt: 


A 

1 ^ lang 

2062ti5  j 

dz„ 

K d4„  sec 

A 

jft  + ! Ä , 

4„  206265  1 

so  erhält  man  endlich: 

Um  nun  zu  sehen,  wie  genau  man  durch  diese  Formeln 
den  Unterschied  der  wiUiren  Zenithdistanzen  aus  dem  Unter- 
schiede der  scheinbaren  Zenithdistanzen  finden  kann,  diene 
das  folgende  Beispiel: 

Wahre  Zenithdistanz  4 Scheinbare  Zenithdistanz  z Refractioon 


87°  20' 

87"  5' 27".  4 

tl' 

32".  6 

'30' 

14  54  .8 

15 

5 .2 

40' 

24  20  . 7 

39  . 3 

50' 

33  44  .5 

16 

15  .5 

88"  O' 

43  6 .4 

53  . 6 

Hieraus  erhält 

man  die  folgenden  Werthe  fiir 

.4: 

K7“20'  40".  6427 

30'  39  .5209 

40'  3«  .2727 

50'  36  .9073 
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unfl  daraus  nach  den  Formeln  fiir  die  numerischen  Differen- 


tialquoticnten 


in  Nr.  15  der  Einleitung,  die  Wcrthe  fiir 


dj, 

<14. 


d.  h.  für  die  Aenderung  von  ,j„  (ür  eine  Aenderung  von  ei- 
ner Secunde  in  4n'- 


so' 

- o". 

0019750 

40' 

0 , 

,0021767 

50' 

0 , 

,0023967 

Berechnet  man  nun  hiemit  die  Werthe  von  i-,  so  findet 


man,  da  die  Logarithmen  von 

die  folgenden  sind 

87"  30' 

0.0271 

40' 

0.0287 

50' 

0.0307 

die  Werthe  der  Logarithmen  von  X-: 


8?”  so' 

40' 

•iO' 


k 

6.060.^ 

6.0155 

5.3771 


350 

.384 


WO  k in  Theiien  de.«  Radius  ausgedrückt  ist. 

E.-J  sei  nun: 

J = 87"  10'  liml  = 87“  .50' 

also: 

z'-z  = 40' 

80  gehört  dazu  nach  den  gewöhnlichen  Kcfraetionstafeln : 

4 = 87"  24'  4 7".S 
if  = 88  7 23  .0 

also: 

4' -4  = +4  2'  3.5".  2 

4„  = 87"  46'  5".  4 

Nimmt  man  min  z—z  und  4o  als  gegeben  an  und  l>c- 
roehnet  A {z—z)  nach  den  vorher  gegehenen  Formeln  (.1) 
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und  (B),  80  erhält  man,  da  der  dem  Werthe  4o  entsprechende 
log/'  gleich  5.9925  ist: 

A (z'-z)  = + 2'  35".  4 

also: 

4'-^  = + 42'  35".  4 

fast  genau  so,  wie  es  die  Kefractionstafeln  gaben. 

Die  Werthe  von  /■  kann  man  nun  in  Tafeln  bringen, 
welche  die  wahre  Zenithdistanz  zum  .\rgumente  haben. 
Mim  findet  solche  Tafeln  im  dritten  Bande  der  astronomi- 
schen Nachrichten  in  Bessels  Aufsatze  über  die  Corrcclion 
wegen  der  Straldenbrechung  bei  Micrometerbeobachtungen 
und  in  dessen  astronomischen  Untersuchungen  Hand  I.  Sie 
stimmen  bis  auf  sehr  grofso  Zenithdistanzen  mit  den  nach 
der  Formel  (.1)  berechneten  /•  so  nahe  überein,  dafs  der  Un- 
terschied von  gar  keiner  practischen  Bedeutung  ist. 

Man  braucht  nun  zur  Berechnung  des  Unterschiedes  der 
wahren  Zenithdistanzen  die  wahre  Zenithdistanz  selbst. 
Da  man  inde.sscn  iniiner  die  Kectasccnsionen  und  Dcclina- 
tionen  beider  Sterne  kennt,  so  findet  man  diese  genau  genug,  wenn 
man  dieselbe  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  Rectascensionen 
und  Declinationen  mit  der  bekannten  Polhöhe  des  Beobach- 
tungsortes berechnet.  Dazu  wendet  man  am  bequemsten  die 
folgenden  Formeln  an,  da  man  auch,  wie  man  sogleich  sehen 
wird,  die  Kenntnifs  des  parallactischen  Winkels  »j  nöthig  hat: 

«in  4 äin  »i  = cos  cp  .sin  t„ 

sin  4 cos  ij  = cos  sin  cp  ~ sin  d„  cos  qi  cos 

cos  4 = sin  sin  cp  + cos  cos  cp  cos  /„ 

Setzt  man  hier: 

cos  n = CO.S  cp  sin 
sin  n sin  A’  = cos  qi  cos 
sin  II  CO«  A'  --  »in  qi 

so  hat  man: 

sin  4 sin  r, 

«in  4 cos  TJ 

COS  4 


= CO«  fl 

= sin  n cos  (A'  + 5„) 
= CO«  II  «in  (A’'+6„) 
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oder: 

lang  4 sin  Tj  = cotang  n . cogec  (A'+Öo) 
lang  ^ cos  r,  = cotang  (A^^+  S„) 

Die  Gh-üfscn  cotang  n und  N kann  man  dann  fiir  eine 
bestimmte  Polhöhe  in  Tafeln  bringen,  deren  Argument  t ist. 

Hat  man  die  in  Nr.  6 des  ersten  Abschnitts  erwähnten 
Tafeln,  so  erhält  man  auch  durch  diese  die  Höhe  oder  Ze- 
nithdistanz und  den  parallactischen  Winkel.  Den  Zusammen- 
hang der  dortigen  F'orineln  mit  den  eben  gegebenen  sieht 
man  leicht. 


39.  Nachdem  man  den  Unterschied  der  wahren  Zenith- 
distanzen aus  den  scheinbaren  berechnen  kann,  findet  man 
dadurch  leicht  den  Unterschied  der  waliren  Declinationen 
und  Rectascensionen  zweier  Sterne  aus  den  beobachteten 
scheinbaren  Unterschieden  dieser  Grröfsen.  Ist  nämlich  (i  tang  4 
die  Kcfraction  in  der  Zenithdistanz  4>  bo  ist: 


. t.ing  4 sin  t,  Refraction  in  der  Rectascension 
cos  o 


und : 


ß taug  4 cos  1,  die  Refraction  in  der  Dcclination. 
Es  ist  aber: 


^ ^ sin  »1  , rj  sin  T)  sin  r] 

ß'  tang  if  , - ß Ung  4 - - = l Umg  < - t tang  ^ 

cos  o cos  o cos  o cos  o 


taug  4„  sin 


(S'-d)  + k . 


tl  . 


Uiiig  4 sin  »t, 


cos  {u  — u) 

fl  «„ 


Ebenso  erhält  man: 


ßf  tang  4'  cos  ti  —ß  tang  4 '-Os  r,  = k . y.  — (Ä'—Ä) 

tl  Oq 

+ t , '/  ‘'"'S^COS  ^ 

it  (/„ 

und  hier  bezeichnen,  wenn  k den  durch  die  Formel  (A)  der 
vorigen  Nummer  gegebenen  Werth  hat,  6'— 6 und  u'— « die 
scheinbaren  Unterschiede  der  Declinationen  und  Rectascen- 
sionen beider  Sterne. 
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Durch  Differentiation  der  Formeln  für; 


lang  ^ Bin  *) 

— — . — : und  lang  d cos  n 
COS  ö 


erhält  man  über: 
tang  ^ sin  r, 


d . 


cos  8 = — 


d8 

tang  ^ sin  >j 


tang  sin  t]  cos  tj  — tang  ^ sin  j]  tang  8 
cos  8 


d . 


cos  8 = 1 — tang  4 cos  tj  tang  8 + tang  sin  tj’ 

Tl 

d . tang  4 cos  tj 


d8 


= — [tang  cos  tj’  + 1] 


d . tang  4 cos  ri  . - , . . - 

= tang  4 cos  I]  sin  tj  cos  o + tang  4 «m  tj  sm  8 


Hiernach  kann  man  nun  die  einzelnen  Micrometer  be- 
trachten, deren  Theorie  in  VI  dieses  Abschnitts  gegeben  ist. 
Da  indessen  die  in  Nr.  29  erM'ähnten  Fadennetzc  jetzt  so 
gut  wie  ganz  aufscr  Gebrauche  sind,  so  wird  auf  diese  im 
folgenden  weiter  keine  Kücksicht  genommen  werden. 

40.  Micrometer,  an  denen  der  Rectascensions- 
unterschied  durch  Durchgänge  durch  F'äden,  wel- 
che auf  der  Richtung  der  täglichen  Bewegung 
senkrecht  stehen,  der  Declinationsuntcrschied 
durch  unmittelbare  Messung  bestimmt  wird.  Bei 
diesen  Micrometem  kommt  nur  die  Wirkung  der  Rcfraction 
in  dem  Augenblicke  der  Durchgänge  der  Sterne  durch  den- 
selben Stundenkreis,  also  nur  der  Unterschied  beider  Refrac- 
tionen  in  Betracht,  sofern  derselbe  vom  Dcclinationsunter- 
schiede  abhängt. 

Für  den  erstcren  Stern  ist  dalier  die  Correction  der 
scheinbaren  Rectasccnsion  und  Declination: 


Aa  = — ji 
fiir  den  andern: 
A 


tang  4 sia  "»i 


, _ .y  tang  4'  sin  Tj' 
cx  — X/ 

Cüä  0 


A8  = — tang  4 cos  ij 


A6'  = ~ ß'  tang  4'  f'os  ij' 
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es  ist 


also  nach  den  Formeln  in  Nr.  39: 
d tang  4 sin 

.i  (u'  — a)  = — l . cog  ö„ 
^Cö'-ö)=  _ 

d ö„ 


(ö'-S) 

(«'-«) 


oder,  wenn  inan  die  VVcrthe  der  Diflercntialqiiotienten  sub- 
stituirt: 

A(a'-a)  = X (d'-ö)  ’ »llMo  ~ ^"g  »■»  *io  t"ng 

cos  ö„ 

A (ö'-d)  = i.  (S'-i)  [tang  4„^  cos  ij„*  + l] 

Diese  Fonnein  lassen  sich  nun  durch  die  in  Xr.  38  ge- 
brauchten HUlfsgrörsen  cotang  n und  A'’  bequemer  ausdriickeu. 
Substituirt  man  nämlich  die  dort  gegebenen  Werthc  für: 

tang  4 sin  t]  und  tang  4 cos  i; 
in  die  obigen  Formeln,  so  erhält  man: 


und: 


A («'-«)  = t (S'-S) 


cotang  n cos  (iV  +2  Ö„  ) 
sin  (JV+6g)'  cos 


A (6' -6) 


sin  (A^+d„)‘ 


41.  Das  K reisinicrometer.  Wenn  sich  die  Rel’rac- 
tion  während  des  Durchgangs  der  Sterne  durch  ilas  Kreis- 
inicroraeter  nicht  änderte,  so  würde  jeder  Stern  eine  dem 
Aequator  parallele  Sehne  im  Felde  des  Fernrohrs  beschrei- 
ben und  der  aus  den  beobachteten  Ein-  und  Austritten  be- 
rechnete Rectascensions  - und  Dcclinationsuntcrschicd  wäre 
einfach  wegen  des  Unterschieds  der  Refractionen,  durch 
welche  die  Sternörtcr  iin  Augenblicke  des  Durchgangs  durch 
den  Stundenkreis  des  Mittelpuncts  geändert  werden,  zu  cor- 
rigiren.  Man  wird  also  zuerst  wie  beim  vorigen  Micromc- 
ter  haben: 

A («'--«)  = t (A'  6)  ‘ ’**“  *1«  'io  ~ ‘*^"8  4«  »io  tang 

COS 

und: 

A (A'-A)  = l (A'- A)  [tang  4„^  cos  r„,*  + 1 | 
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Da  aich  nun  al>er  die  Rctraction  während  des  Uurch- 
ganga  der  Sterne  durch  das  Feld  de»  Micronictera  ändert, 
80  ist  es  daaaelbe,  ala  wenn  die  Sterne  eine  eigne  Bewegung 
in  Rectaacenaion  und  Declinution  hätten.  Bedeuten  aber  h 
und  /i'  die  Aenderungen  der  Rectaacenaion  und  Declinution 
des  einen  Sterna  in  einer  Zeitaccunde,  ao  hat  man  dem  aua 
den  Beobachtungen  berechneten  Rectaacenaiona  - und  Dccli- 
nationaunterachiede  nach  Xr.  82  dieaea  Abachnitta  die  (’or- 
rection  hinzuzut'ügcn : 


b-D 


= + 

cos  ö’ 

= + 

<4 

h' 


wo  f)  die  Dcclination  dea  Mittelpiincta  dea  Ringea  un«l  <( 
die  halbe  Sehne  bezeichnet.  Da  nun  hier: 


<1: 


ao  erhält  man: 


//  - / 


lang  4 sin  tj 
cos  (5 
~dl 


it  . taug  ^ cos  ij 
' "dl 


Au  = / 


tang  4*  ’**"  ’i  + 4 >i  tang  (5 

cos  S 


und  ebenao  fnr  den  anderen  Stern: 

taug  ’ cos  ?/  sin  »/  + Ung  if  sin  ij'  tang  S' 


Au'  = /■  (ö'-/>) 


6' 


oder,  wenn  man  in  beiden  Gleichungen  n„  unil  b„  atatt  i„  6 
und  4’,  >/)  schreibt,  alao  die  Glieder  von  der  ( )rdnung  A- 
vemachlälaigt : 


A («'— u)  = <•  (A'  — 6) 


t“"g  4«  ’ cos  rt,  sin  + tang  sin  rj„  tang 


Vereinigt  man  dica  mit  dem  eraten  Theile  der  Correction 
dea  Rectaacenaionaunteraebiedea,  welcher  durch  die  crate  der 
Gleichungen  («)  gegeben  ist,  ao  findet  man: 


A (u'-u) 


COS  0„ 


(0 
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Ferner  i«f: 


r*-(8-U)\  r*-d\ 

= —5377-  - * = — * 


Setzt  man  6'—JJ  = it  und  bezeichnet  mit  /i„  den  Werth 
von  /i  fiir  den  Mittcljninct  des  Feldes,  so  wird: 


A(ö'-ö)  = 1^-  - 

_ r’(d-rf')  ^ 


ddT 


dJ  (d-d!) 
dJ 


K 


also: 

A(6'-6)  = [l-tang^  cos  j^,Ung6„+ lang  ^„’sinr„*J 

- k (d'-fi)  [I  - tang  cos  ti„  lang  d„  1-  tang  sin  rj,*] 


Vereinigt  man  dies  mit  dem  ersten  Theilc  der  Correc- 
tion  der  Declination,  welche  durch  die  zweite  der  Gleichun- 
gen (a)  gegeben  ist,  so  erhält  man: 

A = k (d'-6)  [Ung  cos  2 »(„  + taug  cos  rj„  tang  «5„] 

^ Cf  CN 

- k (6  -6) 

X [1  + tang  4 ’ sin  Tj„  * - tang  4 cos  Tj„  tang  6„] 


als  Ausdruck  der  vollständigen  C'orrection  des  Declinations- 
unterschiedes.  Gewöhnlich  kann  man  nun  hier  die  in  tang  4 
inultiplicirten  Glieder  fortlassen  und  erhält  dann  einfach: 


A (u'-a)  = k (Ä'-Ä) 

COS  Op 

A (6'  — d)  = k (S'-6)  tang  4’  cos  2 »]„  (/i) 


Beispiel.  Den  !)ten  Sej)teinber  1849  wurde  in  Bilk 
der  Planet  Metis  mit  einem  Stcnie  verglichen,  dessen  schein- 
harer  f )rt : 

« = 22*  1'  Ä!l  '.  6.t  , 6 = - 21“  43'  27"  08 
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war.  Um  23*  23'  19". 3 Stemzeit  wurde  beobachtet: 

UL -Ui  = + l'  9".  C5  in  Zeit  = + 17'  24".  75 
Ö'-/>  = - 5'  17".  5 , A-/J  = + 6'  84".  2 

6'  — ö = — ll'5l".  7 und  es  war  r = 9'  26".29 

Rechnet  man  nun  mit: 

= 1*  20'  45"  = 20"  ll',  = - 2t“  49'. 4 und  <p  = 5 1 " 1 2'.5  ^ und  r| 

80  erhält  man: 

eotang  n = 9 . 34516  iV  = 37®  l'.9 

und : 

rj  = 12"  55'.  3 4 = 75"  9'.  6 

Aus  den  Tafeln  für  k findet  man  fiir  diese  Zenithdistanz: 

log  k = 6.4214 

und  damit  wird  nun  die  Rechnung  für  den  Einflufs  der  Re- 
fraction  nach  den  Formeln  (IJ)  die  folgende: 

log /t  = 6.4214  sin  2 9.6394  0.0667,, 

log  <5'-<5  = 2.8523„  0.4273  cos  9.9677 

lang  ^*  = 1 .1536  cos  2 »]„  9.9542  A(a'—a)  = — l'  .25 

0.427.S„  I Glied  A(ö'-ö)  = -2".41 
sin  )(’  8.6990 

log  (lang  4*  sin  »i*+  0 = 0.2335 
log  r’  5.5061 

k (Ä'-Ä)  9.2737,, 

5.0133„ 

log  (6 - D)  (ö' - D)  5.0975,. 

II  Glied  A (6'- 5)  +0".82 

A («'—«)  = — 1 ".  2 5 
A (6'-5)  = - 3".  23 

Mithin  ist  der  wegen  der  Refraction  verbesserte  Recta- 
scen.sions-  und  Declinationsunterschicd : 

a'  — a = + 17'  23".  50 
ö'-fi  = - ll'  54".93 

42.  M icrometer,  durch  welche  Positionen  und 
Distanzen  gemessen  werden.  Bezeichnen  a — a und  6—6 
den  mit  Refraction  behafleten  Rectasccnsions  - und  Declina- 
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tioiisunterschied  zweier  Sterne,  a—n  und  den  dnvon 

befreiten,  so  ist: 

. t*ng  4 sin  1, 

d~n  = u—u  — k(ß—6)  ros  6 

j "*"6  i h 
— k («'  — m)  ’ cos  6 

(I  (JL 

wo  die  Werthe  der  Difterenti:üqiioticnten  wieder  für  die  in 
der  Mitte  zwschen  beiden  Sternen  liegenden  i,  t;  und  ö zu 
nehmen  sind,  oder: 

lang  4 sin  fj 

d {(X  —a)  = — k (5'  — Ä)  ' cos  ö 

(I  d 

j Ung  4 sin  ij 
+ k (u'—u)  cos  (5 

d~i 

Auf  gleiehe  Weise  erhält  man: 

a (6'-«)  = - k (Ö'-Ä)  4 ^ ^ a , ung  j cos 

dö  'dt 

Substituirt  man  die  in  Nr.  39  gefundenen  Werthe  der 
Diffcrentialquotienten  in  diese  Gleichungen,  so  werden  die- 
selben: 


d(u  -~u)  = k(S'  — ö)  ^**"8  4^  sin  >,  cos  >j  — taug  ^ sin  taug  6 

COS  S 

+ k (a'—a)  [lang  4’  sin  - taug  <;  cos  »j  tang  (5  + ij 
d (S'-S)  = k (ö'  — 6)  [tang  cos  Ij 

+ ^ («'—«)  [tang  1^’  cos  7;  sin  7;  cos  3 + tang  sin  i(  sin  fij 

Man  hat  nun  aber,  wenn  A und  tr  die  scheinbare  Distanz 
und  den  scheinbaren  Positionswinkel  bedeuten: 


und: 

also: 

und: 


cos  A (ix'  — <x)  = A sin  jt 
6'  — 6 = A cos  77 


tang  TT 


_ cos  6 (a'—a) 


A = 


S'-S 

cos  Ä (a'—a)  sin  n + (i5'— 6)  cos  tt 
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Bezeichnen  dann  S'  und  n'  die  wahre  Distanz  und  den 
wahren  Positionswinkel,  so  hat  man: 

, cos  * cos  Stl  (a  ~u)  — sin  ä d (6'  — 6) 

fC  =:  W + — ' — 

A 

A^  = A + 008  6d  . {a.'—(ji)  sin  Tt  •¥  d (6^  — <5)  cos  % 

Substitnirt  man  min  die  vorher  gefundenen  VVerthe 
von  d {u' — u)  und  d (6'— 6)  und  ordnet  nach  Potenzen  von  tang  ij, 
so  erhält  man,  wenn  man  in  die  Ausdrücke  von  d — «) 
und  d (6'— 6)  statt  u'—n  und  d'  — ö jetzt  A und  :t  einfiihrt: 

■X  = ■:i  + k tnng  [sin  x cos  ?]  cos  x cos  x + sin  »j  sin  r,  sin  x cos  x 

— cos  rj  cos  r;  cos  st  sin  :r  — sin  >j  cos  tj  sin  x sin  jtJ 
— k lang  ^ [cos  x i'os  x sin  tang  <5i  + sin  :t  cos  x cos  i,  tang  6 
+ sin  X sin  x sin  r/  tang  6J 
+ k sin  X cos  X — k sin  x cos  x 
oder  einfacher: 

x!  = X — k [tang  4’  sin  (ä  — »i)  cos  (x  — rj)  + tang  g sin  tj  lang  6 
+ tang  ^ sin  x cos  x cos  tj  tang  dj 

Ferner  erhält  man: 

A'  = A + A'  A tang4’  [sin  x cos  x sin  tj  cos  >j  + sin  n’  sin  ij’  + cos  x*  cos  Tj’ 
+ sin  X cos  Tt  sin  rj  cos  ij] 

— A A tang  4 [co»  sin  x sin  r,  tang  6 + sin  it  sin  x cos  Tj  tang  ö 
— sin  X cos  X sin  tj  tang  dj 
+ A A [sin  tt’  + cos  tt’J 
oder  einfacher: 

A'  = A + A A [tang  cos  (tt— tj)’  + ij 
— A A tang  4 sin  :t’  cos  t,  tang  d 
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